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I. 

Zur  Construction  der  Schnittpunkte  von 
Geraden  mit  Kegelschnitten. 


Von 

Prof.  Carl  Pelz 

in  firaz. 


Die  graphische  Bestimmung  der  einer  Geraden  und  einem  Kegel- 
schnitte gemeinschaftlichen  Punkte  kommt  — wie  schon  Steiner  in 
seiner  „Systematische  Entwickelung  der  Abhängigkeit  geometrischer 
Gestalten  von  einauder“  und  in  den  „geometrischen  Constructionen“ 
gezeigt  hatte  — in  dem  allgemeinen  Falle,  wenn  der  Kegelschnitt 
durch  fünf  Punkte  gegeben  ist,  bekanntlich  auf  die  Constrnction  der 
Doppelpunkte  zweier  projectivischeu  Punktreihen  hinaus,  deren  Träger 
die  gegebene  Gerade  P ist.  Die  Punktreiheu  werden  dadurch  er- 
halten, dass  man  aus  irgend  zweien  der  gegebenen  fünf  Punkte  Strahlen 
nach  den  übrigen  drei  zieht  und  die  so  entstandenen  Strahlenbüschel 
mit  P zum  Schnitt  bringt. 

Je  zwei  nach  demselben  Punkte  des  Kegelschnittes  gehende 
Strahlen  liefern  ein  Paar  homologer  Punkte. 

Für  die  Bestimmung  der  Doppelpunkte  selbst  bat  Steiner  eine 
Construction  angegeben,  die  mit  Benutzung  eines  Hilfskreises  durch- 
gefUhrt  wird,  und  vermöge  ihrer  Allgemeinheit  vor  jeder  anderen  dies- 
bezüglichen den  Vorzug  verdient.  Trotzdem  kann  nicht  in  Abrede 
gestellt  werden,  dass  diese  allgemeine  Bestimmungsart  der  Schnitt, 
punkte  einer  Geraden  und  eines  Kegelschnittes  für  besondere  Fälle, 
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wenn  z.  B.  der  Kegelschnitt  durch  die  Axen  oder  ein  Paar  conjugirter 
Diametor  bestimmt  ist,  zurecht  gelegt,  uicht  die  ciufaebsten  Lösungen 
des  Problems  liefert,  und  im  Gegeuteil  einigen  für  jene  Specialfälle, 
von  anderen  Gesichtspunkten  bereits  gelieferten,  in  praktischer  Hin- 
sicht uachstcht. 

Im  LIX.  Teil  dieses  Archivs  hat  sich  Herr  Professor  Peschka 
in  dem  Aufsatze:  „Constructiou  der  Durchschuittspuukte  von  Geraden 
mit  Kegelschnitten“  ebenfalls  mit  der  coustructiven  Lösung  der  vor- 
liegenden Aufgabe  beschäftigt,  und  daselbst  alle  bisher  bekannten 
Lösuugsweisen  des  Problems  mit  hinreichender  Ausführlichkeit  vor- 
geführt. Nebst  den  aus  der  collinearen,  resi)cctivc  affinen  Beziehung 
des  Kegelschnittes  zum  Kreise  entspringenden  Constructionen  wird  für 
den  Fall,  wenn  die  Axen  des  Kegelschnittes  gegeben  sind,  die  be- 
kannte zuerst  von  Steiner  gegebene  — aus  der  Definition  des  Kegel- 
schnittes als  geometrischen  Ortes  der  Mittelpunkte  aller  Kreise,  die 
durch  einen  Punkt  gehen  und  einen  gegebenen  Kreis  berühren  resnl- 
tireude  — Lösung  des  Problems  erörtert  und  auch  der  eingangs  be- 
rührten Bestimmungsart  der  Schnittpunkte  Erwähnung  getan. 

Zu  diesen  bekannten  Lösungen  des  Problems  der  Bestimmung 
der  einer  Geraden  und  einem  Kegelschnitte  geraeinscbaftlichen  Punkte 
erlaube  ich  mir  für  den  besonderen  Fall,  wenn  der  Kegelschnitt  durch 
seine  Axen  oder  ein  paar  conjugirter  Diameter  gegeben  ist,  eine  neue 
Constructiou  dieser  gemciuscbaftlichcn  Punkte  auzureihen,  die,  wenn 
auch  sehr  nahe  liegend,  bisher  keine  Anwendung  gefunden  hatte, 
wiewohl  sie,  meiner  Ansicht  nach,  aus  verschiedenen  Gründen  einer 
Beachtung  würdig  erscheint.  Einen  Hauptvorteil  der  nachfolgenden 
Constructiou  glaube  ich  darin  finden  zu  köneen,  dass  sie  auf  ziemlich 
einfachem  Wege  zum  Ziele  führt,  und  nicht  blos  die  Schnittpunkte 
der  Geraden  mit  dem  Kegelschnitte,  sondern  auch  die  Tangenten  der 
gefundenen  Punkte  direct  liefert. 

Ueherhaupt  dürften  iu  den  nachstehenden  Constructionen  die  ein- 
fachsten Lösungen  für  die  Bestimmung  des  Poles  einer  Geraden  iu 
Bezog  auf  einen  Kegelschnitt,  sowie  auch  die  der  dualeu  Aufgabe  — 
für  den  Fall,  wenu  der  Kegelschnitt  durch  die  erwähnten  Bestim- 
muugsstUckc  gegeben  ist  — mit  enthalten  sein.  * 

Das  Princip,  auf  dem  unsere  Lösuugeu  dos  Problems  beruhen, 
ist  ein  allgemein  bekanntes.  Die  Schnittpunkte  eines  Kegelschnittes 
mit  einer  Geraden  können  bekanntlich  uicht  nur  in  der  bereits  an- 
gefübilen  Weise  als  Doppelpunkte  zweier  projectivischen  Punktreihen, 
die  zwei  den  Kegelschnitt  erzeugende  Strahlenbüschel  auf  der  ge- 
gebenen Geraden  horvorbringen,  sondern  auch  als  Doppelpunkte  einer 
Pnnktinvolution  defiuirt  worden,  in  welche  die  beiden  projectivischen 
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Pnnktrcihoa  für  gewisse  spocielle  Lagen  der  Scheitel  der  sic  erzen- 
genden  StrahlenbUschel  übergehen.  Wie  müuniglich  bekannt,  werden 
zwei  solche  Strahleubüschel  erhalten,  wenn  man  aus  einem  beliebigen 
Punkte  der  Geraden  die  möglichen  Tangenten  an  den  Kegelschnitt 
legt  and  aus  den  erhaltenen  Berührungspunkten  die  sämmtlichon 
Punkte  der  Curve  projicirt  Je  zwei  entsprechende  Strahlen  dieser 
beiden  projectivischen  Strahleubüschel  treffen  die  Gerade  in  zwei 
homologen  Punkten  der  betreffenden  (von  der  Lage  der  beiden  er- 
wähnten Tangenten  unabhängigen)  Puuktiuvolution.  Da  ein  Paar 
conjugirter  Punkte  dieser  Involution  zugleich  ein  Paar  coujugirter 
Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  ist,  so  wird  die  Punktiuvolution 
auf  P auch  dann  erzeugt,  wenn  mau  zu  jedem  Punkte  q der  Geraden 
die  Polare  Q in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  coustruirt  und  diese  mit 
P zum  Schnitt  bringt.  Die  Polare  Q läuft  bekanntlich  durch  einen 
festen  Punkt,  den  Pol  p der  gegebenen  Geraden,  und  trifft  dieselbe 
in  demjenigen  Punkte  q',  welcher  der  conjugirte  zu  q ist,  in  der  er- 
wähnten der  Geraden  bezüglich  des  Kegelschnittes  C zugehörigen 
Punktinvolutiou. 

Wiewohl  nun  in  dem  Falle,  wenn  die  Schnittpunkte  d,  <i,  der 
Geraden  P mit  C als  Doppelpunkte  der  involutorischen  Punktreihe, 
die  P bezüglich  C zugehört,  coustruirt  werden  sollen,  diese  Involution 
zuvörderst  durch  Ermittelung  zweier  Paare  conjugirter  Punkto 
fcstgestellt  werden  muss,  während  die  projectivischen  Punktreihen  als 
deren  Doppelpunkte  — wie  im  Vorangehenden  berührt  wurde  — die 
Schnittpunkte  <1,  c/]  ebenfalls  auftreten,  meist  direct  gegeben  sind,  so 
entsteht  doch  die  Frage,  ob  cs  in  gewissen  speciellen  Fällen  dennoch 
nicht  vorteilhafter  erscheinen  dürfte,  die  Punkte  <i,  rfj  als  Doppel- 
punkte des  der  Geraden  P in  Bezug  auf  C entsprechenden  Punkt- 
systems zu  construiren. 

Da  bekanntlich  die  zur  Bestimmung  der  Doppelpunkte  zweier 
projectivischen  Puuktreiheu  führeudeu  Methoden  im  Allgemeinen 
complicirter  sind  im  Vergleiche  zu  den  bekannten  Coustructionen 
dieser  Doppelpunkte  für  dcu  Fall,  wenn  die  Puuktreiheu  in  iuvolu- 
torischcr  Lage  sich  hcliuden,  und  insbesondere  dann,  wenn  der  Cen- 
tralpnnkt  der  Involution  direct  gegeben  sein  sollte,  so  dürfte  die  Be- 
jahung der  aufgeworfeneu  Frage  von  dem  Umstände  abhängen,  ob 
aus  den,  den  Kegelschnitt  bestimmenden  Daten  ein  Paar  conjugirter 
Punkte  und  der  Ceutralpunkt  des  der  Geraden  bezüglich  C zugehörigen 
Punktsystems,  durch  einfache  Constructionen  ermittelt  werden  können. 

Dies  ist  bei  den  im  Nachfulgeuden  getroffenen  Propositionen  in 
der  Tat  der  Fall;  wir  werden  daher  die  Schnittpunkte  einer  Geraden 
mit  einem  Kegelschnitte  als  Doppeli)unkte  des  erwähnten  Punktsystems 
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construiren  nnd  dieses  stets  durch  den  Ccntralpnnkt  und  ein  Paar 
coujugirter  Punkte  feststcllen. 

1.  Von  einer  Ellipse  C sind  (siehe  Fig.  1.)  die  Axen  aa,,  W, 
gegeben ; man  bestimmt  die  Schnittpunkte  d,  </,  der  Ellipse  mit  der 
Geraden  P. 

Der  Ccutralpuukt  c des  der  Geraden  bezüglich  C zugehörigen 
Punktsystems  ist  der  Schnittpunkt  von  P mit  der  Polare  D des  un- 
endlich fernen  Punktes  der  gegebenen  Geraden  in  Bezug  auf  die 
Ellipse.  D ist  daher  der  zu  P conjugirte  Durchmesser  der  Ellipse 
und  demzufolge  der  Punkt  c auch  der  Centralpunkt  jener  Involution, 
in  welcher  das  Strahl ensystem  conjngirter  Durchmesser  des  gegebenen 
Kegelschnittes  C die.  Gerade  P schneidet.  Hier  handelt  es  sich  also 
vor  allem  um  die  Construction  des  Durchmessers  D und  diese  dürfte 
am  eiufachsteu  mit  Zuhilfenahme  einer  Leitlinie  durebzuführen  sein. 
Denn  schneidet  das  vom  Brennpunkte  / der  Ellipse  auf  P gefällte 
Perpendikel  die  Leitlinie  F dieses  Brennpunktes  in  r,  so  ist  t ein 
Punkt  des  Durchmessers  D.  Der  Beweis  hierfür  resultirt  aus  der 
bekannten  Steiuer’schcn  Definition  der  Brennpunkte  als  Kreise  von 
Radien  Null,  die  den  Kegelschnitt  doppelt  berühren.  Die  Directrix 
F ist  die  gemeinsame  Berührungssehue  des  Punktkreises  / und  dor 
Ellipse  C.  Nach  bekannten  Eigenschaften  doppelt  berührender  Kegcl- 
schuitto  müssen  sich  daher  die  Polaren  eines  beliebigen  Punktes  be- 
züglich f und  C auf  der  Directrix  F treffen.  Nun  ist  aber  ft  die 
Polare  des  unendlich  fernen  Punktes  v von  P in  Bezug  auf  den 
Punktkreis  / und  folglich  die  Gerade  i),  die  i mit  dem  Mittelpunkte 
o von  C verbindet,  die  Polare  von  v bezüglich  C. 

In  ähnlicher  Weise  kann  auch  gezeigt  werden,  dass  D senkrecht 
steht  auf  jener  Geraden,  die  / mit  dem  Schnittpunkte  a der  Directrix 
F und  des  zu  P parallelen  Durchmessers  der  Ellipse  verbindet.  Dies 
erklärt  sich  auch  direct,  da  f offenbar  Hühenschnitt  des  Dreiecks 
oat  ist. 

Schneidet  P die  Directrix  in  5,  so  folgt  aus  den  Breunpnnkts- 
eigenschaften  des  Kegelschnittes  unmittelbar,  dass  die  auf  fqinf 
errichtete  Normale  die  Polare  von  q bezüglich  C ist. 

Diese  Polare  geht  daher  durch  den  Pol  p der  Geraden  P nnd 
schneidet  dieselbe  in  g',  dem  zu  q coujugirten  Punkte  jener  Involu- 
tion, die  P mit  C hervorbringt.  Da  wir  also  nun  den  Centralpunkt 
c und  ein  Paar  conjngirter  Punkte  der  Involution  auf  P kennen,  so 
brauchen  wir  blos  die  mittlere  geom.  Proportionale  aus  cq,  cq'  zu 
construiren  und  diese  beiderseits  c auf  P aufzutragen,  um  die  ver- 
langten Schnittpunkte  d,  tli  zu  erhalten. 
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Zn  diesem  Zwecke  haben  wir  q'n  -=  cq  gemacht,  ans  n und  q 
mit  dem  Radius  cq  Kreisbogen  besdirieben  und  die  Entfernung  ch 
ihres  Schnittpunktes  h von  c,  beiderseits  dieses  Punktes  auf  P auf- 
getragen. 

Die  Geraden  D und  fq'  müssen  sich  als  Polaren  zweier  auf  P 
liegender  Punkte  e,  ^ im  Pol  p von  P bezüglich  C schneiden.  Die 
Verbindungsgeraden  des  Punktes  p mit  den  gefundenen  Schnittpunkten 
fL,  d^  liefern  daher  die  Taugeuteu  dieser  Punkte. 

Wir  können  auch  die  Directrix  des  Brennpunktes  zur  Lö- 
sung der  Aufgabe  verwerten.  Die  Polare  des  Schnittpunktes  r von 
P mit  F,  steht  in  /i  senkrecht  auf  /,r,  geht  durch  den  Pol  p und 
bestimmt  auf  P den  zu  r conjugirtcu  Punkt  r des  der  Geraden  be- 
züglich C zugehörigen  Punktsystems. 

Dm  den  Pol  p einer  Geraden  P bezüglich  eines  Kegelschnittes 
C zu  erhalten,  haben  wir  also  P mit  den  Leitlinien  von  C’  in  5,  r 
zum  Schnitt  zu  bringen,  fp  normal  auf  fq  und  p senkrecht  auf  f^r 
zu  errichten. 

Die  Lösung  der  dualen  Aufgabe  ist  hiermit  ebenfalls  gegeben. 

Was  die  Bestimmung  der  Leitlinien  selbst  betrifft,  so  geht  eine 
einfache  Constmetion  derselben  aus  der  Relation  hervor,  dass  die 
Leitlinie  mit  dem  zugehörigen  Brennpunkte  die  Scheitel  der  llanptaxo 
harmonisch  trennt.  Es  ist  daher  die  Entfernung  des  Mittelpunktes 
o des  Kegelschnittes  von  der  Directrix  F gleich 

oa* 

of 

welcher  Bedingung  die  Strecke  ae  Genüge  leistet,  die  man  erhält, 
wenn  durch  a die  Parallele  zu  fbi  gezogen  wird. 


2.  Von  einer  Hyperbel  C sind  (siehe  Fig.  2.)  die  Axen  a«,, 
ÄA,  gegeben;  man  bestimme  die  Schnittpunkte  rf,  der  Geraden  P 
mit  der  Hyperbel. 


Der  Centralpunkt  c des  der  Geraden  P bezüglich  C entsprechen- 
den Involution  halbirt  die  Strecke,  welche  durch  die  Asymptoten  der 
H3rperbel  auf  P ausgeschnitten  wird.  Wie  im  vorangehenden  Artikel 
gezeigt  wurde,  kann  dieser  Punkt  jedoch  auch  dadurch  erhalten  wer- 
den, dass  man  vom  Brennpunkte  /j  die  Normale  auf  P bis  zu  ihrem 
Schnittpunkte  t mit  der  Directrix  F',  dieses  Brennpunktes  zieht,  nnd 
cit  mit  P zum  Schnitt  bringt. 


Die  Polare  des  Schuittponktee  q von  P\  mit  P steht  in  nor- 


V 
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mal  auf  /,q  schneidet  et  im  Pol  p von  F und  trifft  P in  q'  derart, 
dass  qq’  ein  conjugirtes  Puuktepaar  der  Involution  auf  P ist 

Die  Punkto  d,  d^  sind  an  die  Relation 
erf*  = cdj  * = cq.eq' 
gebunden  und  folglich  leicht  zu  constmiren. 

Wird  von  o auf  al>,  die  Normale  oe  gefilllt,  so  ist  n«  gleich  der 
Eutfernuug  der  Directrix  /■',  vom  Mittelpunkte  o der  Hyperbel-  Denn 
es  ist 


Die  Tangenten  der  Punkte  rf,  gehen  durch  p. 

3.  Von  einer  Parabel  C sind  (siehe  Fig.  3.)  die  Axe  A,  der 
Brennpunkt  f und  die  Directrix  F gegeben;  man  bestimmt  die  Schnitt- 
punkte f/,  der  Geraden  P mit  der  Parabel. 

Das  Punktsystem,  das  der  Geraden  P bezüglich  C zugehört,  hat 
den  Punkt  c,  in  dem  der  zu  P conjugirte  Durchmesser  D den  Träger 
P schneidet,  zum  Ceutralpunkt  Die  Polare  des  unendlich  ferneu 
Punktes  v der  Geraden  P in  Bezug  auf  deu  Puuktkreis  f steht  nor- 
mal auf  P und  schneidet  F in  dem  — wie  im  Artikel  1.  dargetan 
wurde  — auf  1)  liegenden  Punkte  durch  t ist  daher  /?  parallel  zu 
A zu  ziehen. 

Die  Polare  /p  des  Schnittpunktes  q von  F und  P geht  durch 
den  zu  q conjugirten  Punkt  q'  des  Punktsystems  und  dnreh  den  Pol 
p von  P. 

Wir  erhalten  die  gesuchten  Schnittpunkte,  indem  wir  q'n  — cq 
machen,  aus  n und  q die  Kreisbögen  q'h,  ch  beschreiben  und  die 
Sehne  ch  beiderseits  c auf  P auftrageu.  Die  Tangenten  der  Punkto 
d,  dl  gehen  durch  den  Pol  p. 

4.  Unter  den  besonderen  Lagen,  welche  die  Gerade  P bei  der 
Lösung  des  vorliegenden  Problems  annehmen  kann,  wären  insbeson- 
dere zwei  Fälle  hervorzuheben. 

a.  Die  Gerade  geht  (siehe  Fig.  4.)  durch  den  Brennpunkt  f des 
Kegelschnittes. 

Dann  liegt  bekanntlich  der  Pol  p von  P auf  der  Directrix  F 
dieses  Brennpunktes  und  wird  als  Schnittpunkt  derselben  mit  der  in 
f auf  P errichteten  Normale  erhalten.  Die  Gerade  op  schneidet  P 
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im  Ccutralpunkt  c der  hier  in  Betracht  kommenden  Involution  und 
es  ist 

ctP  = erf,*  = cf.cq, 

WO  q den  Schnittpunkt  von  P mit  F bezeichnet. 

Für  die  hier  getroffene  Annahme  kiinnen  die  Punkte  f/,  be- 
kauntlich  auch  folgendermassen  erhalten  werden. 

Wir  beschreiben  um  f mit  dem  Radius  a«,  einen  Kreis  A'j  und 
verbinden  die  Punkte  ;/,  3,  in  denen  A,  von  P geschnitten  wird  mit 
/■j.  Sind  1,  die  zweiten  Schnittpunkte  der  Geraden /jg  und/,  7, 
mit  Äj,  so  ist  parallel  zu  f i und  /,</  parallel  zu  fi^. 

Denn  d,  d,  sind  Mittelpunkte  von  Kreisen,  die  durch  /,  gehen 
und  A,  berühren,  folglich  Punkte  der  gegebenen  Ellipse. 

Bei  der  Parabel  (Fig.  5.)  ist  in  diesem  Falle  blos  fp  normal  auf 
die  gegebene  Gerade,  ferner  pc  parallel  zur  Axe  A zu  ziehen  und 
mit  dem  Radius  pc  ein  Kreis  um  c zu  beschreiben.  Dieser  schneidet 
P in  den  gesuchten  Punkten. 

b.  Die  Gerade  P geht  (siehe  Fig.  6.)  [durch  den  Mittelpunkt 
des  Kegelschnittes. 

Hier  haben  wir  also  die  Schnittpunkte  eines  Durchmessers  P mit 
der  Ellipse  an,,  i*,  zu  construiren. 

Das  Punktsystem,  welches  dem  Durchmesser  in  Bezug  auf  C zu- 
gehört, hat  den  Mittelpunkt  0 zum  Centralpunkt  und  es  handelt  sich 
daher  nur  um  ein  Paar  conjugirtcr  Punkte  desselben.  Um  ein  solches 
zu  erhalten,  suchen  wir  etwa  zu  dem  Schnittpunkte  q von  P mit  der 
Directrix  A’,  den  conjugirten  Punkt  q',  indem  wir  f^q'  senkrecht  auf 
/■,  q errichten.  Wird  dio  Strecke  q'n  = qo  gemacht,  und  werden  aus 
den  Punkten  n,  q mit  dem  Radius  oq  Kreisbögen  bis  zu  ihrem  Schnitt- 
punkt in  h beschrieben,  so  ist 

bd  = oilj  = oh. 

Die  Tangenten  der  gefundenen  Punkte  sind  normal  auf  /,g.  Denn 
der  zu  P conjugirte  Durchmesser  wird  erhalten,  indem  man  entweder 
f,t  normal  auf  P zieht  und  t mit  o verbindet,  oder  direct  von  o dio 
Senkrechte  auf  /,g  ßlllt. 

Fig.  7.  zeigt  die  Lösung  derselben  Aufgabe  für  die  Hyperbel, 
wenn  letztere  durch  ihre  Axen  ao,,  ü,  gegeben  ist. 

5.  Zwei  conjugirte  Durchmesser  na, , (Fig.  8.)  einer  Ellipse 
C sind  gegeben;  mau  construire  die  Schnittpunkte  d,  d^  der  Ellipse 
mit  der  Geraden  P. 
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So  wie  im  Vorangehenden  suchen  wir  auch  hier  zunächst  den 
Centralpunkt  c des  der  Geraden  P bezüglich  C zugehörigen  Punkt- 
systems, als  Schnittpunkt  der  gegebenen  Geraden  mit  dem  ihr  con- 
jugirten  Durchmesser  der  Ellipse.  Wie  schon  im  Vorangehenden 
angeführt  wurde,  ist  dieser  Centralpnnkt  ideutiseh  mit  dem  Central- 
pnnkte  jener  Involution,  nach  welcher  das  Strahlensystem  conjugirter 
Durchmesser  der  Ellipse  die  Gerade  P schneidet.  Die  letzt  genannte 
Pnnktinvolntion  ist  elliptisch,  und  wir  erhalten  zwei  Paare  von  con- 
jngirtcn  Punkten  derselben,  indem  wir  die  gegebenen  Diameter  und 
das  zn  ab,  oö,  parallele  Durchmesserpaar  mit  P zum  Schnitt  bringen. 
Das  erste  Paar  liefert  die  Punkte  q,  ß,  während  das  zweite  die  con- 
jugirten  Punkte  t,  r,  ergibt.  Dabei  wurde  «j,  da  zur  weiteren  Con- 
struction nicht  erforderlich,  nicht  gezeichnet.  Ist  ty  parallel  zu  aa, 
und  ßy  parallel  zu  ab,  so  ist  oy  der  gesuchte  durch  c gehende  Durch- 
messer. Denn  betrachten  wir  das  durch  die  Geraden  ßy,  yt  und  die 
unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene  der  Ellipse  gebildete  Dreieck,  und 
P als  Transversale  derselben,  so  ist  in  Folge  eines  bekannten  Satzes 
c der  Centralpnnkt  der  durch  die  Punktepaare  ßq,  tr,  bestimmten 
Involution. 

Um  ein  conjugirtes  Punktepaar  des  der  Geraden  bezüglich  C 
entsprechenden  Punktsystems  zu  erhalten,  construiren  wir  die  Polare 
von  q in  Bezug  auf  die  gegebene  Ellipse.  Wir  ziehen  durch  q eine 
Parallele  zu  o4,  bis  zum  Schnitt  r mit  der  Tangente  des  Punktes  a 
und  verbinden  r mit  b.  Der  Schnittpunkt  s der  Geraden  br  mit  a«, 
ist  (da  a,  (ij,  q,  * vier  harmonische  Punkte  sind)  ein  Punkt  der  ge- 
suchten Polare.  Sie  schneidet  P in  dem  zu  q conjugirten  Punkte  q' 
und  geht  durch  den  Pol  p von  P.  Nun  haben  wir  wieder  blos  die 
mittlere  geometrische  Proportionale  aus  den  Strecken  cq,  cq'  beider- 
seits c auf  P aufzutragen.  Die  Tangenten  der  gefundenen  Punkto  d, 
d^  gehen  durch  den  Pol  P. 

6.  Eine  Hyperbel  C ist  durch  einen  reellen  Diameter  aoj  (siehe 
Fig.  9.)  und  den  diesem  conjugirten  imaginären  Durchmesser  bb^  ge- 
geben; man  construire  die  Schnittpunkte  d,  d^  der  Geraden  P mit 
der  Hyperbel. 

Der  Centralpunkt  c des  der  Geraden  bezüglich  C zugehörigen 
Punktsystems  halbirt  die  zwischen  den  Asymptoten  der  Hyperbel  ent- 
haltene Strecke  dd,  von  P.  Hierbei  ist  od  parallel  zu  ad,  und  od, 
parallel  zn  ab.  Der  zum  Schnittpunkt  q von  oa,  mit  P conjugirte 
Punkt  q'  ergibt  sich  wie  im  Vorangehenden.  Wir  ziehen  durch  q 
die  Parallele  zu  ad,  bis  die  Tangente  des  Punktes  a in  r getroffen 
wird,  und  bringen  die  Gerade  br  mit  aa,  in  « zum  Schnitt.  Die  durch 
s parallel  zu  dd,  gezogene  Gerade  geht  durch  q‘  und  schneidet  oc 
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im  Pol  p von  P.  Dio  Entfernung  der  gesuchten  Schnittpunkte  c/,  </, 
vom  Centralpuukte  c ist  gleich  der  mittleren  geometrischen  Propor- 
tionale aus  den  Strecken  cq  und  eq'. 

7.  £inc  Parahel  C (siehe  Fig.  10.)  ist  durch  dio  Richtung  der 
Axe,  eino  Tangente  T sammt  ihrem  Berührungspunkte  a und  einen 
Punkt  b gegeben ; man  bestimme  die  Schnittpuukte  d,  d,  der  Parabel 
mit  der  Geraden  P. 

Wird  durch  den  Berührungspunkt  a der  Tangente  T die  Parallele 
A zu  der  gegebenen  Axcnrichtung  gezogen , so  liefert  uns  diese  den 
der  Tangente  ycoiyugirten  Durchmesser  der  Parabel.  Um  den  Cen- 
tralpnnkt  c des  der  Geraden  P in  Bezug  auf  C entsprechenden  Punkt- 
systems zu  bestimmen,  ist  es  nötig  jenen  Durchmesser  D der  Parabel 
zu  ermitteln,  welcher  der  Geraden  P conjugirt  ist.  Einen  Punkt  y dieses 
Durchmessers  erhält  man,  wenn  man  durch  den  Schnittpunkt  ß der 
Geraden  A,  P die  Parallele  zu  ab  und  durch  den  Punkt  e,  in  dem 
der  zu  ab  conjugirte  Durchmesser  der  Parabel  die  Gerade  P schneidet, 
die  Parallele  zu  T zieht.  Der  Beweis,  dass  y in  der  Tat  ein  Punkt 
von  n ist,  folgt  direct,  wenn  man  die  in  Fig.  8.  zur  Bestimmung  des 
Centralpunktes  c,  also  znr  Ermittelung  des  zu  P conjugirten  Durch- 
messers oy  führende  Construction  für  die  Parabel  zurecht  legt. 
Schneidet  die  Polare  dos  Punktes  ß die  Gerade  P in  ß',  so  ist  ßß' 
ein  conjugirtes  Punktepaar  der  Involution  auf  P und  die  Entfernung 
der  gesuchten  Schnittpunkte  </,  vom  Centralpunkte  c,  daher  gleich 
der  mittleren  geom.  Proportionale  aus  den  Strecken  cß  und  eß’. 
Wie  ans  der  Polarcnthcoric  bekannt  ist,  halbirt  der  Schnittpunkt  t 
der  Geraden  P,  '1  die  Strecke  ßß' , und  cs  ist  daher  die  Entfernung 
der  Punkte  d,  rf,  vom  Centralpunkte  c auch  gleich  der  Länge  der 
Tangente,  die  von  c an  den  mit  ßt  um  t beschriebenen  Kreis  gelegt 
werden  kann.  Wir  erhalten  diese  Länge  jedoch  auch,  wenn  wir 
mt  = ßc  machen,  um  den  Punkt  m mit  dem  Radius  te  einen  Kreis 
K beschreiben  und  diesen  mit  der  in  c auf  Perrichteten  Normale  in 
h zum  Schnitt  bringen.  Denn  da  K durch  ß'  hindurch  geht,  so  ist 
ch  die  mittlere  geom.  Proportionale  ans  cß'  und  cn,  daher  in  Folge 
der  Construction  auch  die  mittlere  geom.  Proportionale  aus  cß'  und  cß. 

Die  Tangenten  der  gefundenen  Punkte  geben  durch  den  Pol  p 
der  Geraden  P.  Dieser  Pol  liegt  auf  der  Polare  des  Punktes  ß und 
wir  haben  daher  blos  rp  = aß  zu  machen,  um  p zu  erhalten. 


8.  Zwei  conjugirte  Diaracter  aoi,  W,  (siche  Fig.  12.)  einer  Ellipse 
C sind  gegeben;  man  construirc  die  Schnittpunkte  des  Durchmessers 
P mit  der  Ellipse. 
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Der  Mittelpunkt  o der  Ellipse  ist  der  Gcntralpunkt  des  Punkt- 
systems, das  der  Geraden  P in  Bezug  auf  C zugehört.  Um  ein  con- 
jugirtcs  Puuktepaar  dieses  Punktsystems  zu  erhalten,  construiren  wir 
beispielsweise  den  conjugirten  Punkt  q'  zu  dem  Schnittpunkte  q des 
Durchmessers  P mit  der  Tangente  des  Punktes  a.  Die  Polare  des 
Punktes  q geht  durch  a und  ist  parallel  dem  zu  P conjugirten  Durch- 
messer der  Ellipse.  Wir  ziehen  durch  den  Schnittpunkt  e der  Ge- 
raden P und  ab  die  Parallele  zu  Ai,  und  schneiden  dieselbe  mit  dem 
zu  ab  coiijiigirten  Durchmesser  in  g.  Die  Gerade  ag  ist  die  gesuchte 
Polare.  Denn  betrachten  wir  das  durch  ae,  eg,  ag  und  die  unend- 
lich ferne  Gerade  der  Ebene  des  Kegelschnittes  gebildete  vollständige 
Vierseit,  so  worden  die  Verbiudungsgeraden  gegenüber  liegender 
Ecken  desselben  mit  dem  Punkto  o Strahlenpaare  einer  Involution 
bilden,  welche  ag  in  einer  Punktiuvolution  schneiden,  die  q'  zum 
Gcntralpunkt  besitzt. 

Vermöge  der  Gonstruction  ist  diese  Strableninvolutiou  identisch 
mit  der  Involution  conjngirter  Durchmesser  der  Ellipse  C und  folg- 
lich ag  parallel  zu  jenem  Diameter  der  Ellipse,  der  conjugirt  ist  zu 
P.  Die  gesuchten  Schnittpunkte  il,  d,  genügen  der  Relation 
od*  = Of/]*  = oq.oq'. 

Die  Tangenten  der  Punkte  d,  d^  sind  parallel  zu  ag. 

9.  Von  einer  Ellipse  (siehe  Fig.  13.)  sind  zwei  conjugirte  Dia- 
metcr  aa,,  bbj  gegeben;  man  bestimme  die  Schnittpunkte  d,  d,  der 
Ellipse  mit  einer  zu  aa,  parallelen  Geraden  P. 

Es  wurde  bereits  hervorgehoben,  dass  zwei  einen  Kegelschnitt 
erzeugende  Strahlenbüschel  auf  einer  Geraden  P dann  eine  involu- 
torische  Punktreihe,  hervorbringen,  wenn  die  Verbindungsgerade  ihrer 
Scheitel  durch  den  Pol  p der  Geraden  geht. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Schnittpunkte  q,  q’  der  Geraden  ac,  ab^ 
mit  P ein  conjugirtes  Pnnktepaar  des  der  Geraden  P zugehörigen 
Punktsystems  bilden.  Der  Schnittpunkt  c von  P mit  6ij  ist  der  Gen- 
tralpunkt  dieses  Punktsystems,  und  folglich 

etfl  = c</j*  = cq . cq'. 

Der  Polarentheorie  zufolge  schneiden  sich  die  Geraden  i,g,  bq' 
in  einem  Punkte  i der  Ellipse  C,  während  ai  durch  den  Pol  p von  P 
geht  Hiermit  sind  auch  die  Tangenten  der  Punkte  d,  el^  bestimmt. 

10.  Eine  Hyperbel  C ist  durch  ein  Paar  conjngirter  Diameter 
0(1,,  bbi  gegeben;  mau  bestimme  die  Schnittpunkte  d,  rf,  derselben 
mit  einer  zu  dem  reellen  Durchmesser  oo,  parallelen  Geraden  P. 
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Die  Gerade  P wird  vom  Durchmesser  Wj  im  Centralpunkte  c 
des  Punktsystems  geschnitten,  welches  P bezüglich  C zugehört.  Um 
eui  Paar  conjugirter  Punkte  dieses  Punktsystems  zu  erhalten,  suchen 
wir  beispielsweise  znm  Schnittpunkte  q der  Geraden  P mit  der  Tan- 
gente des  Punktes  a den  conjugirten  Punkt  5';  indem  wir  die  Polare 
des  Punktes  q mit  Pzum  Schnitt  bringcr.  Diese  Polare  wird  parallel 
sein  zu  jenem  Diamcter  der  Hyperbel,  der  zu  oq  conjugirt  ist,  daher 
mit  oq  die  Asymptoten  harmonisch  trennt.  Schneidet  also  dio  zu  ai 
parallele  Asymptote  odj  die  Gerade  ojc  in  g,  so  ist  die  gesuchte 
Polare  aq'  parallel  zu  bg. 

Wird  die  mittlere  geom.  Proportionale  ans  den  Strecken  c^,  cq' 
beiderseits  c auf  i’ aufgetragen,  so  erhalten  wir  dio  verlangten  Punkte 
d,  <i|,  und  da  die  Polare  des  Punktes  q durch  den  Pol  p der  Geraden 
P geht,  so  sind  hierdurch  auch  die  Tangenten  der  construirteu 
Schuittpunhtc  bestimmt. 


Bemerkung.  Zur  Bestimmung  der  Schnittpunkte  d,  </,  der  Ge- 
raden P mit  der  Hyperbel  C (Fig.  14.)  führt  auch  eine  bekannte 
Relation,  zu  der  man  gelangt,  wenn  man  die  Punkte  als  Doppelpunkte 
zweier  projectivischeu  Punktreihen  auffast,  welche  durch  zwei  beson- 
dere die  Hyperbel  erzeugende  StrahlenbUschcl  auf  P hervorgebracht 
werden.  Projiciren  wir  nämlich  die  sämmtlichen  Punkte  der  Hyperbel 
aus  ihren  unendlich  fernen  Punkten,  so  schneiden  die  so  erzeugten 
Parallel-Strahlenbüschcl  die  Gerade  P in  zwei  projectivischen  Punkt- 
reilien,  deren  Gegenpuukte  die  Schnittpunkte  6,  d,  der  Asymptoten 
der  Hyperbel  mit  J‘  sind.  Schneiden  die  nach  «j  gehenden  Strahlen 
der  Büschel  die  Gerade  P in  o,  a',  so  gilt  bekanntlich  die  Relation 

«d.o'dj  = rfjd.rfjdj 

und  da  einerseits 


ctä  = a'^^  ==  oa 


ist  (weil  a,  a parallel  zu  od  und  a^n'  parallel  zu  odj  ist)  und  ander- 
seits die  beiden  Doppelpunkte  zu  d,  d,  symmetrisch  liegen*),  daher 


sein  muss,  so  folgt 


dö  = rfjdj  und  djö  = ddj 

ao‘^  = d^Sj  . djd 


Wird  also  in  dj  die  Normale  auf  P errichtet  und  auf  dieselbe  der 
halbe  reelle  Diamcter  aufgetragen,  daher 


gemacht,  so  ist 


djt  = aa 
er  = cd  = cdj. 


*)  SIclic  Steiner’»  Vorlesungen  piig  42. 
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Pelzt  Zur  Construetion  der  Schnittpunkte 


11.  Fig.  15.  enthält  die  Lösung  derselben  Frage  für  den  Fall, 
wenn  die  Gerade  P dem  imaginären  Durchmesser  äA,  parallel  ist. 

liier  wurde  die  Polare  bq  des  Punktes  b^  mit  P zum  Schnitt 
gebracht  und  zu  g der  conjugirte  Punkt  g'  in  dem  P bezüglich  der 
Hyperbel  C zugehörigen  Punktsystem  ermittelt. 

Man  erhält  g'  am  einfachsten  als  Schnitt  von  P mit  der  Polare 
des  Punktes  g in  Bezug  auf  die  Hyperbel.  Diese  Polare  geht  durch 
*1  und  ist  parallel  zu  der  Verbindungsgeraden  des  Punktes  a und  des 
Schnittpunktes  g der  Asymptote  oS  mit  der  Geraden  h^c. 

Die  Entfernung  der  Punkte  d,  </,  vom  Ceutralpunkte  c ist  der 
mittleren  geom.  Proportionale  aus  den  Strecken  cg,  cg'  gleich,  wäh- 
rend dio  Tangenten  der  Punkte  durch  den  Schnittpunkt  p von  i,g' 
mit  fw,  hindurch  gehen. 

Wird  der  mit  dem  Radius  c6  um  c als  Mittelpunkt  beschriebene 
Kreis  K von  der  in  auf  P errichteten  Senkrechten  in  t geschnitten, 
so  gelangen  wir  durch  dieselben  Folgerungen  wie  bei  Fig.  14.  zu  dom 
Resultate,  dass  <f,«  gleich  ist  dem  halben  imaginären  Diameter  oft,. 

Aus  dieser  Relation  geht  eine  einfache  Construction  der  Schnitt- 
punkte d,  f/j  hervor.  . 

12.  Von  einer  Parabel  C sind  (siehe  Fig.  11.)  eine  Tangente 
T,  ihr  Berührungspunkt  n,  die  Richtung  der  Axe  und  ein  Punkt  b 
gegeben ; man  bestimme  dio  Schnittpunkte  d,  rfj  von  C mit  einer  zu 
T parallelen  Geraden  P. 

Wird  der  Punkt  b aus  a und  aus  dem  unendlich  fernen  Punkte 
der  Parabel  auf  l^projicirt,  so  erhalten  wir  hierdurch  zwei  conjugirte 
g,  g'  des  Punktsystems,  das  P mit  C hervorbringt. 

Da  der  durch  a gehende  Durchmesser  der  Parabel  die  Gerade 
P im  Ceutralpunkte  c dieses  Punktsystems  schneidet,  so  ist 

ctP  = ctij*  = cg . cg'. 

Dio  Tangenten  der  Punkte  d,  rf,  worden  erhalten,  wenn  man  diese 
Punkte  mit  dem  Pole  p der  Geraden  verbindet.  Um  p zu  erhalten, 
haben  wir  die  Strecke  oc  über  a hinaus  um  ihre  eigene  Länge  zu 
verlängern. 

13.  Von  einer  Ellipse  sind  zwei  conjugirte  Diameter  ao, , bb, 
gegeben ; man  bestimme  die  Berührungspunkte  rf,  dj  der  vom  Punkte 
p an  C gehenden  Tangenten. 
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Wir  constrnircn  die  Polare  P von  p in  Bezug  auf  die  Ellipse 
and  bestimmen  die  Schnittpunkte  von  P mit  C. 

Diese  Polare  ist  parallel  zu  jenem  Diameter  von  C,  der  dem 
nach  p gehenden  conjugirt  ist;  schneidet  also  op  die  Gerade  oi,  in 
A,  Während  g den  Schnittpunkt  der  durch  e und  o parallel  zu  aa, 
und  ab  respective  gezogenen  Geraden  bezeichnet,  so  ist  dem  Voran- 
gehenden zufolge  P parallel  zu  Einen  zweiten  Punkt  der  Ge- 
raden erhalten  wir,  indem  wir  den  Pot  q'  der  durch  p parallel  zu 
aa,  gezogenen  Geraden  Q bezüglich  C constmiren.  Sind  r,  r'  die 
Schnittpunkte  von  Q mit  ab,  ab^  respective,  so  treffen  sich  die  Ge- 
raden br  , h^T  in  dem  auf  C liegenden  Punkte  i,  und  ai  schneidet  W>j 
in  q.  Die  Gerade  P wird  vom  Diameter  op  im  Centralpaukte  e jenes 
Punktsystems  geschnitten,  das  P in  Bezug  auf  C zogebort.  Der  Punkt 
q'  bildet  mit  dem  Punkte  l<i  ein  coujugirtes  Punktepaar  qq'  dieses 
Punktsystems,  und  es  ist  dem  zufolge 

ctP  = c</j*  = cq.cq'. 


14.  Denken  wir  uns  um  den  Punkt  p in  der  Ebene  des  Kegel- 
schnittes C (siehe  Fig.  17.)  einen  Strahl  gedreht,  und  für  jede  Lage 
desselben  den  conjngirten  normalen  Strahl  construirt,  so  schneidet 
der  letztere  bekanntlich  eine  Parabel  n,  welche  wie  man  für  speci- 
ellc  Lagen  des  beweglichen  Strahls  sofort  findet,  die  Axen  A,  li  des 
Kegelschnittes  C,  die  Polare  P von  p und  die  Normalstrahlen  A’,  Aj 
der  dem  Punkte  p bezüglich  C zugehörigen  Strableninvolution  zu 
Tangenten  besitzt*).  Diese  Parabel  bat,  da  die  Tangenten  A,  B 
und  A",  A',  aufeinander  senkrecht  stehen,  die  Diagonale  op  des  voll- 
ständigen Vierseits  AöA'A,  zur  Directrii  D,  während  ihr  Brenn- 
punkt F mit  dem  dieser  Diagonale  gegenüber  liegenden  Diagonal- 
punkte  znsammenfallt 

Die  (geraden  A',  A',  bilden  mit  der  Axe  B ein  Dreieck,  dessen 
umschriebener  Kreis  K — da  A’,  A’,  zwei  conjngirte  normale  Strahlen 
in  Bezug  auf  C sind  — einerseits  durch  die  Brennpunkte  f,  /,  des 
Kegelschnittes  C und  anderseits  — da  itA’A',  ein  der  Parabel  TI  um- 
schriebenes Dreiseit  ist  — durch  den  Parabel-Brennpunkt  F geht 

Die  Normalen  d,  zf,  der  Berührungspunkte  d,  rf,  der  von  p an 
C gehenden  Tangenten  F,  F,  bilden  mit  diesen  Tangenten  ein  Seh- 
nenviereck;  dessen  umschriebener  Kreis  A',  — da  d,  vermöge  der 
Erzeugungsweise  der  Parabel  gleichfalls  Tangenten  von  II  sind,  und 
mit  P daher  ein  der  Parabel  umschriebenes  Dreiseit  bilden  — durch 
den  Parabelbrennpunkt  F geben  wird. 


•)  &«he  Steiaer'f  V'^rtejongeo  pa,;.  IO*.  <Jer  nreiten  Auflage. 


14 


Pelz:  Z,ur  Construction  der  Schnittpunkte. 


In  diesen  Rnlatiouen  ist  eine  nicht  uninteressante  Lösung  unseres 
Problems  für  den  Fall  enthalten,  wenn  von  dem  Kegelschuitte,  dessen 
Schnittpunkte  mit  einer  Geraden  construirt  werden  sollen,  die  Axen 
gegeben  sind. 

Wäre  beispielsweise  in  Fig.  17.  die  Gerade  P,  der  Kegelschnitt 
C aber  blos  durch  seine  Axen  gegeben , so  können  wir  die  Schnitt- 
punkte d,  <1,  folgondermasseu  ermitteln.  Wir  suchen  die  Parabel- 
directrix  7),  indem  wir  jenen  Durchmesser  des  Kegelschnittes  C er- 
mitteln , der  conjugirt  ist  zu  P.  Die  Uirectrix  schneidet  P in  c,  und 
die  in  c auf  P errichtete  Senkrechte  It  liefert  uns  eine  Tangente  der 
Parabel  FI.  Da  wir  nun  von  FI  vier  Tangenten  A,  ß,  P,  li  kennen, 
so  kann  der  Parabelbrcuupuukt  F leicht  construirt  werden.  Er  ist 
der  Schuittpunkt  der  Diagonalen  nq  und  qi\  des  vollständigen  Vicr- 
scils  ABF^R,  und  ausserdem  ist  aus  sehr  nahe  liegenden  Gründen  R 
die  Halbirungsgerade  des  Winkels  ocF  uud  A jene  von  poF,  aus  wel- 
cher Beziehung  ebenfalls  eine  Constructiou  für  F’  rcsultirt.  Ist  F 
gefunden,  so  ist  der  Kreis  K und  hierdurch  auch  p auf  D bestimmt, 
uud  wir  brauchen  blos  durch  die  Punkte  p , F jenen  Kreis  A',  zu 
beschreiben,  dessen  Mittelpunkt  auf  R liegt,  um  in  seinen  Schnitt- 
punkten mit  P die  gesuchten  Punkte  d,  </,  zu  erhalten. 

15.  Fig.  18.  zeigt  die  Construction  der  Schnittpunkte  d,  W,  einer 
Ellipse  aoj,  M,  mit  der  Geraden  P.,  im  Sinne  der  dem  vorangehenden 
Artikel  besprochenen  Lösungsweise. 

Wir  ziehen  durch  o die  Parallele  oe  zu  a,&  und  durch  den  Schnitt- 
punkt q von  P mit  aa,  die  Parallele  zu  ab.  Wird  die  zuletzt  gezo- 
gene Gerade  von  der  Ordinate  des  Punktes  e in  y getroffen,  so  ist 
r>y  der  zu  P conjugirte  Durchmesser  D der  Ellipse.  Den  Beweis  für 
diese  Construction  haben  wir  im  Vorangehenden  bereits  geliefert;  ihre 
Richtigkeit  erhellt  auch  unmittelbar,  wenn  wir  die  Ellipse  als  ortho- 
gonale Projection  des  Kreises  auffassen,  dcu  wir  uns  über  aa^  be- 
schrieben und  so  lauge  um  dieselben  gedreht  denken,  bis  sich  der  zu 
aa,  normale  Durchmesser  desselben  als  die  kleine  Axe  der  Ellipse 
projicirt.  Betrachten  wir  dann  das  Dreieck  oeq  im  Raume,  so  ist  y 
die  Projection  seines  Höhonschnittes  uud  folglich  steht  oy  im  Raume 
senkrecht  auf  P.  Von  der  Parabel  Fl  kenucu  wir  nuu  die  Directrix 
D und  die  Tangenten  aa„  P.  Die  im  Schnittpunkte  c der  Ge- 
raden D,  P auf  P errichtete  Normale  R ist  ebenfalls  eine  Tangente 
der  Parabel,  uud  folglich  fällt  der  Parabelbrennpunkt  7’  mit  jenem 
Diagonalpuuktc  des  vollständigen  Vierseits  aa,,  44,,  P,  R zusammen, 
welcher  der  Diagonale  D gegenüber  liegt.  Die  Brennpunkte  f,  7, 
von  C liegen  mit  F und  dem  Pole  p von  P auf  einem  Kreise  K. 
Der  Pol  p kann  daher  mit  Hilfe  dieses  Kreises  leicht  ermittelt  werden. 
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Da  aber  die  Geraden  D,  oF  mit  den  Axon  der  Ellipse  gleiche  Winkel 
bilden,  so  folgt  hieraus,  dass  die  Punkte  /;  /■,,  p,  F vier  harmonische 
Punkte  des  Kreises  K sind,  und  dass 

of*  . 

op^-^  ist. 

Wird  daher  og  = oF  gemacht  und  /,ä  normal  auf  f,g  errichtet, 
so  ist  oh  = op. 

Durch  die  Punkte  p,  F haben  wir  schliesslich  jenen  Kreis  A',  zu 
beschreiben,  dessen  Mittelpunkt  auf  R liegt,  um  die  Punkte  d,  rf,  auf 
F zu  erhalten. 

Nebenbei  sei  noch  bemerkt,  dass,  da  co  und  cF  gleiche  Winkel 
mit  R einschlicssen,  auch  </,  </,,  F,  p vier  harmonische  Punkte  des 
Kreises  A'j  sein  müssen. 

16.  Von  einer  Hyperbel  C (Fig.  19.)  sind  die  reelle  Axe  <m, 
und  die  Asymptoten  G,  G,  gegeben;  mau  bestimme  die  Schnittpunkte 
d,  d,  der  Geraden  P mit  C. 

Wir  construiren  den  Brennpunkt  F jener  Parabel  17,  welche  die 
Axen  A,  B der  gegebenen  Hyperbel  und  die  Gerade  P zu  Tangenten 
den  zu  P conjugirten  Durchmesser  jedoch  zur  Directrix  besitzt.  D 
halbirt  die  zwischen  den  Asymptoten  G,  G^  enthaltene  Strecke  der 
Geraden  P in  c und  ist  daher  direct  gegeben.  Die  in  c auf  P er- 
richtete Normale  R berührt  die  Parabel  17  ebenfalls,  und  F ist  in- 
folge dessen  der  der  Diagonale  D gegenüberliegende  Diagonalpunkt 
des  vollständigen  Vierseits  AD  PR. 

Wird  durch  F und  die  Brennpunkte  f,  /j  der  Hyperbel  ein  Kreis 
K gelegt,  so  geht  dieser  durch  den  Pol  p der  Geraden  P.  Wir  con- 
struiren p jedoch  mit  Hilfe  der  Directrix  des  Brennpunktes  f. 
Schneidet  <2>  die  Gerade  P in  5,  so  ist  — wie  in  Fig.  1.  gezeigt 
wurde  — fp  senkrecht  auf  /g.  Schliesslich  haben  wir  durch  die 
Punkte  P,  p einen  Kreis  ATj  derart  zu  legen,  dass  der  Mittelpunkt 
desselben  auf  R zu  liegen  kommt.  K schneidet  P in  den  gesuchten 
Punkten. 


17.  Es  sollen  die  Schnittpunkte  d,  der  Geraden  P (siehe 
Fig.  20.)  mit  der  Parahel  C construirt  werden,  von  welcher  die  Leit- 
linie ® und  der  Brennpunkt  f gegeben  sind. 


Durch  Uebertragung  der  in  Fig.  17.  zur  Bestimmung  der  Punkte 
d,  (1,  angcstelltcu  Beobachtungen  anf  die  Parabel  gelangen  wir  zu 
dem  nachfolgenden  Eesultate. 
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Pelz:  Zur  Conslruction  der  SchniUpunkte  etc. 


Schneidet  der  zu  P conjngirto  Durchmesser  der  Parahel  die  Ge- 
rade P in  c und  trifft  die  Verbindungsgerade  der  Punkte  /,  Pd>  die 
in  c auf  P errichtete  Normalo  in  m,  so  geht  der  mit  mp  um  m be- 
schriebene Kreis  K durch  die  Punkte  d,  <i,.  Der  Durchmesser  D 
geht  durch  den  Punkt  t,  in  welchem  das  von  f anf  P gefällte  Per- 
pendikel 4>  schneidet,  während  der  Pol  p als  Schnittpunkt  von  D 
mit  der  in  / anf  /g  errichteten  Senkrechten  erhalten  wird. 

18.  Aus  Fig.  17.  resnltirt  eine  einfache  Axenbestimmung  des 
Kegelschnittes,  wenn  derselbe  (siehe  Fig.  21.)  durch  zwei  Tangenten 
P,  P,  sammt  ihren  Berührungspunkten  <,  tj  und  den  Mittelpunkt  o 
gegeben  ist. 

Legen  wir  durch  den  Schnittpunkt  p der  Tangenten  und  durch 
die  Punkto  t,  tj  einen  Kreis  A',  und  bestimmen  zu  den  drei  Punkten 
den  vierten  harmonischen  p zugeordneten  Punkt  F,  so  ist  durch  op  als 
Directrix  D und  F als  Brennpunkt  eine  Parabel  U bestimmt,  welche 
die  Axen  des  gegebenen  Kegelschnittes  zu  Tangenten  besitzt.  Man 
erhält  daher  diese  Axen,  wenn  man  von  o die  beiden  möglichen  Tan- 
genten an  n legt,  somit  die  Halbirungsgcradcn  der  Winkel  poF  und 
(180® — poF)  zeichnet  Durch  die  Punkte  p,  P legen  wir  ferner  jenen 
Kreis  Äj,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  den  Winkel  (180®— poP)  halbi- 
rendon  Axe  liegt;  dieser  geht  durch  die  Brennpunkte  /, /j  des  ge- 
gebenen Kegelschnittes  C.  Die  Bestimmung  der  Axenlängen  von  C 
bedarf  nun  keiner  weiteren  Auseinandersetzung. 

Bezüglich  des  Parabelbrennpunktes  P wäre  zu  bemerken,  dass 
dasselbe  am  einfachsten  dadurch  erhalten  wird,  wenn  man  durch  den 
zweiten  Schnittpunkt  q von  D mit  A',  die  Parallele  gP  zu  zieht. 
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II. 

Lieu  des  centres  des  cercles  tangents 
int^rieurement  a un  demi-cercle,  et  ext^rieurement 
aiL\  deux  derai-cercles , qui  ont  pour  diametres 
les  deux  segnients  du  diametre  du  premier 
demi-cercle. 

Pur 

Georges  Dostor. 


1.  Rayon  dn  ccrcle  tangrent  anx  trois  demi-eereles.  Snr  lo 
diametre  EF  = 2a  d’un  demi-cercle  ELF  prenons  un  point  qnol- 
conqne  D,  et  snr  les  deux  parties  ED  = 21  et  DF=2c,  priscs 
comme  diamdtrcs,  tragons  les  deux  demi-cercles  intdrieurs  EMD  et 
DNF,  dont  les  centres  sont  en  ü et  C.  Nous  nous  proposons  de 
calculer  le  rayon  AM=  AN  = z du  cercle  A,  qui  est  tangent  aux 
trois  demi-cercles. 

Joiguons  les  centres  O,  ü,  C des  trois  demi-cercles  au  ccntro  A 
du  cercle  inscrit,  et  tirons  la  perpendiculaire  AP  sur  EF. 

Les  deux  triangles  ABO  et  ACO  nous  donnent 

'ÄB*  = 'AÖ*  + Bb^  -t- 2BO . OP, 

= äÖ»-|-'CÖ»  — 2CO . OP. 

Poisque 

AB  — b-\-z,  AO  = a — z,  AC'  = c-j-», 

BO  ==  a — b = c,  CO  ” a — e ■=  b, 

ces  ^alitis  reviennent  k 

T«U  uvi.  s 
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Dollar;  Litu  des  centres  des  cercles  ijiicrili  ä un  triangh 


(J-f-a)»  = (a— a)»-}-c*  + 2c.  OP, 
(c+*)*  = (o-s)*+4*  — 2i.  OP, 

on  ä 

4*+26»  = a*— 2oa  + c*4-2c.  OP, 
c*-\-2cz  = a*  — 2oa-^-4* — 2b. OP. 

Si  noQS  observons  qae  les  Identitys 


donnent 


a — c = b,  a — b =•  c 


a*-|-c*  — b*  = 2ae,  a*-f-4* — c*  2a*, 


noB  denx  relations  deviendront 


(a-{-b)z  = ac-\-c.  OP, 
(o-f-c)*  = ab  — b.  OP. 


Divisons  respectiTement  par  c et  b,  puis  ajontons ; nous  obtenons 
rdqaation 


qai  nous  donne  enfin 

2abc  2abe  abc 

* ” a(6+c)  + 4*  + c*  — a*+i»+c*  “ ä*^c 

poor  la  Valeur  cherchee  du  rayon  z. 


2.  Coordonn4ei  du  oentre  du  eerele  tangent  aux  trois  deml- 
cereleB.  Prenona  le  centre  O du  demi-cercle  donn6  pour  origino 
des  coordonndes,  le  diamdtre  EF  pour  axe  des  x et  la  perpendicu- 
lairo  dlevde  en  O sur  ce  diamdtre  pour  axe  des  y.  Les  coordonndes 
du  centrc  A du  cercle  inscrit  seront 


OP  “ X,  AP  = y. 

Nous  avons 

ZP*-=3iÖ*— ÖP*-=  (AO-\-OP){AO—OP). 
Puisque  AO  ~ a—z  et  que  les  dgalitds  (1)  donnent 


o+i 

OP=  — —t 
e 

—<h 

OP=  j 

il  vient 

A O 1 tt  - 1 

o-|-  b 

a-\-b  — c 

2bz 

A U » a — Z -p 

* z 

c 

Q ^ Z ^ 

c 

c 

J /I  /IP  0t  “ 1 

a-\-c 

a-|-c  — b 

2ez 

b * 

-a=.  j 

T 

Nous  en  conclnons  que 
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d’oü 

(II) 


y*  = AP* 


2bz  2cz 

T'T 


4z», 


„ iabc  2abc 

J'  = “ o»-f-6»  + c»  “ 


Ainsi  la  perpendiculaire  abaiss^e  du  centre  du  cercle 
inscrit  sur  le  diam^tre  du  demi-cercle  donu6  est  6gale 
au  diamätre  du  cercle  inscrit. 


L’abscisse  OP  = x est  donn6e  par  l’une  ou  l’autre  des  deuz 
^galit^s  (1),  desquelles  on  tire 

_ a-\-h  2(o-|-4)aÄ 

OU,  puisque  o — 6 = 0,  d’oü  2o6 — a*  = b*  — c*, 

4o(6»  — c»)  2a*(b  — e) 

® “ a*-f-6»+c*  “ a*  — bc 

3.  Lien  des  eentres  du  cerele  tangent  aux  trois  demi-cereles. 
Pour  avoir  l’^quation  de  ce  lieu,  il  nous  suffirait  d’61iminer  6 et  c 
entre  les  deux  6galit6s  (II)  et  (III)  et  l’identite  64-c  = a-  Nous 
robtiendrons  plus  rapidement  de  la  maniöro  suivantc. 

y 

Dans  les  deuz  relatious  (1)  rempla^ons  z par  ^ et  OP  par  z ; 
elles  deviennent 

(a-f*6)y  = 2a«-|-2ex, 

(o-j-c)y  = 2o6 — 26®. 

Ajontant  et  rctranchant  successivement,  nous  obtcnons 

3ay  = 2a*  — 2(6  — c)®, 

(6  — c)y  = — 2a(6  — c)  -J-  2a®, 

d’oü  nous  tirons 

2(6  — c)x  = 2a* — 3ay, 

(6  — c)  (y  -j-  2a)  = 2o®. 

n nous  sufbra  de  multiplier  en  croix,  pour  ^liminer  b — e.  Nous 
trouvons  ainsi,  en  divisant  par  a,  qne 

4®*  = {2o  — 3y)(2o-|-y), 
on 

(IV)  4®*+3y*+4ay  — 4a*  = 0 

est  l’eqnation  du  lieu  chercb6. 

Ainsi,  lorsqne  le  point  de  division  D du  diam^tre  EF 
se  ment  sur  ce  diam^tre,  le  centre  A du  cerclo  tangent 

2» 
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Doittor:  LiPu  dfs  centres  des  eerdes  inscrüs  a un  trianpl» 


anx  trois  demi-cercles  d6crit  une  cllipse,  dont  les  axes 
sont  l’un  parallele  au  diani6trc  EF,  et  Tantrc  dirigd 
suivant  la  perpendiculaire  men^e  ä EF  par  le  centre  O 
du  demi-cercle  donne. 

Cette  ellipse  coupe  les  deux  axes  de  coordonn6es  aux  points 

2a 

j,  0,  X = +a;  X — 0,  y = et  y = 2a. 

4.  Elements  de  Tellipse.  Le  centre  de  uotre  lien  göometriqne 
(IV)  s’obtient  en  6galant  ä z6ro  les  deux  d6riv6es 

8i,  6y+4a 

de  son  6qnation.  Les  coordonndes  du  centre  de  l'cllipse 
sont  donc 

2a 

(2)  z = 0,  y = — g- 

Ainsi  le  centre  de  l’ellipse  est  situ6  snr  la  perpen- 
diculaire menöe  par  le  centre  O an  diam6tre  EF,  k une 
distance  an-dessons  de  ce  centre  O 6gale  au  tiers  du 
diam^tre  EF. 

L’equation  de  l’ellipse  rapportec  ä son  centre  sora  par  suite 

+ Sy”  — = 0 


(3) 

ou 


oü  l’on  a 

(4) 


12a:>‘-f  9y'‘ - 16a»  = 0, 
2a 


y 


y + - 


Les  deux  demi-axes  de  l’ellipse  sont 
2a 


2t_  g, 


(5)  A — yg. 
d’oü  on  tire  ponr  la  demi-distance  focalc 

(6)  C- 


Nons  voyons  ainsi  que  le  centre  du  demi-cercle  denn 6 
CSt  Tun  des  foyers  de  rellipsc. 


Les  ^quations  des  deux  directrices,  rapportdes  au  centre 
de  Tcllipse,  sont 

(V) 


2t» 


8a 


=±3 
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Kapport4cs  au  ccntrc  O du  domi-cercle  dunu6,  cllos  out  pour 
öqDatious 


on 

(8) 


y = 2a 


et  y = — 


10a 
3 ■ 


5.  Triangle  dont  les  soinniets  sont  le  centre  A du  cerele  tan- 
;ent  et  les  eentres  B,  C des  denx  deml-cereles  constrults  sur  les 
dlamitres  ED  = 2i , DF  = 2c.  Nons  avons  pour  la  surface  de  ce 
triangle 

AP 

S = BC.  = (A-|-  c)z  = az 


au 

(9) 


„ 2a*Ac  a*bc 


SoicDt  o,  ß,  y les  trois  c6t6s  du  BC,  CA,  AB  du  triauglc  ABC, 
2p  SOU  p6rim6tre,  R le  rayon  du  cercle  circonscrit,  r le  rayon  du 
cercle  inscrit;  et  r',  r",  r"'  los  rayons  des  trois  cercles  ex-inscrits. 
Nous  avons 

o = 6-fc,  ;}  =■  c + a,  y-=b-\-z\ 

d’oü  nons  tirons 

p = fi-j-c-f-a  = a-j-*, 
p — o ■=  p — ß =■  b,  p — y = c. 


II  nons  vient  par  cons^qucnt 


r 


az 

o-j-* 


p — o z 


f/_  ^ ^ 

^-p-ß-  b’ 


Pnisquc 


S az 
p—Y~  c' 


et  qne  - 


a+2  i_|_“ 


1 _ 1 I g*+**+c*  _ + ^ 

^ * I 26c  Ac 


Dous  tronvons  que 
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DoMtorx  Lieu  dt$  centre*  de$  cercles  inscriu  a un  trionp/e 


(10) 


r -=> 


4c 

a 


Ainsi  le  diam^tre  da  cercle  inscrit  dans  notre  tri- 
angle  est  la  qaatri6me  proportionnelle  an  diamötrc  da 
demi-cercle  donn6  et  aux  diam^tres  des  deaz  aa.tres 
demi'cercles. 


L’6galitö 

(11) 


z 


a 


proave  qne  le  cercle  ex-inscrit,  qai  est  oppos6  i l’angle 
J3AC  a m6me  rayon  qne  le  demi-cercle  donn6. 

Les  denx  antres  relations  nons  donnent 


(12)  r"- 


2a*c 

a«-}-4*-|-c* 


o*c  III  2a*4  0*4 

o*  — 4c’  *"  o*-j-4*-j-c*  o* — 4c 


Le  rayon  R da  cercle  circonscrit  est  donn6  par  la  formale 
AB.AC  oa 

4ifa  ■=  (4-}-a)(c+a), 

qne  Ton  peat  6crire 


mais  il  est  ais6  de  voir,  d’apr^s  la  valear  (I),  qae 


il  vient  donc 
oa 


1 

' a oc  ’ 


a ab 


4Ä  = 


2o4c  (a*-f-4*)(o*-j-c*) 
o*-j-4*-|-c*  ’ o*4c  ’ 


(13) 


2aR 


(o*-f4*)(o»-fc*) 
a»-|-6*+c»  ■ 


Les  valenrs  (12)  oa  lears  iqaivalentes  y,  »■"’=  — nous 
donnent 

1 , ^ c 4-J-c 

r"  r"  oa  oa  ” oa  ’ 


(14) 


1 1 


t^  — z 


Ainsi  l’invcrse  du  rayon  du  cercle  tangent  aux  trois 
demi-cercles  est  6gale  ä la  somme  dos  inverses  des  ray- 
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ons  des  deax  cercles  ox-inscrits  au  triangle  ABC,  qni 
sont  oppos^s  aax  angles  B et  C. 


Paisque 


il  vient  anssi 


on 

(15) 


abc 

1 o*  — ar  a — r 

X aV  ar  ‘ 

1 _ 1 _ 1 
2 r a' 


6.  Tolnme  engendr^  par  la  snrface  eomprlse  entre  les  trols 
deml’cereles,  en  tonrnant  antonr  da  dlamdtre  EF.  Ce  surface  a 
d’abord  poar  expression 

(16)  S = J rt(o* — i* — c*)  = nbc. 

Dans  sa  r^Tolntion  eile  engendre  le  volnme 

V •=  |n(a* — 6* — c’) ; 
mais,  pnisqne  o = i+c*  avons 

a»_j8_c»  „ 3i*c+3ic*  “ 3i<K6+c)  — 3aJc. 

U nons  Tient  donc  poar  ce  volome  l’expression  remarqoable 

(17)  P=4«aic. 

On  a par  snite 

5'X4o. 

Le  Tolnme  V',  qni  est  engendrä  par  la  r6Tolntion  dn  cercle  A, 
tangent  aax  trois  demi-cercles,  est  d’aillears 

V'  = na*Ana  = 4nV 
oa 

K'-=  (2«2)*.2-, 

il  a donc  ponr  mesare  le  prodait  dn  carr6  de  la  circon- 
f^rence  par  le  rayon. 
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Do$tor:  Oistances  des  sommets  (Tu«  triangU 


ni. 

Distances  des  trois  sommets  d’un  triangle 
au  centre  du  cerele,  qui  passe  par  les  pieds  des 
trois  hauteurs  du  triangle. 


Par 

Georges  Dostor. 


1.  Ddsignons  par  BC  =>  a,  CA  = i,  AB  = c Ics  trois  cöt^s  du 

triangle  ABC.  Des  sommets  A,  B,  C abaissons,  snr  les  cöt4s  oppo- 
s6b,  les  perpendiculaires  CC, ; les  points  .4,,  C,  seront 

les  pieds  des  trois  bautenrs  du  triangle  donne;  üs  sont  les  sommets 
d’un  triangle  .djZijCi,  qu’en  Allemagnc  on  appelle  Hoehendreiock 
et  que  les  Anglais  nomment  Triangle  ortbocentrique.  Le 
cercle  circonscrit  i ce  triangle,  ou  le  cerclc  des  ncufs  points,  a fixe 
l’attention  de  beaucoup  de  geometrcs. 

Nous  nous  proposons  de  d6tcrminer  les  distances  des  sommets 
A,  B,  C du  triangle  donnö  au  centre  O,  du  cercle  circonscrit  ä ce 
triangle  AjitiC, ; ainsi  que  la  distance  de  ce  centre  O,  au  point  de 
Concours  H des  hauteurs  AA,,  BBj,  CC,. 

2.  Repr6sentons  par  Äj  le  rayon  du  cercle  circonscrit  an  tri- 
angle A,if,C, ; par  rj  le  rayon  du  cercle  inscrit;  et  par  r,',  r,",  rj® 
les  rayons  des  cercles  ex-inscrits. 

Les  points  A,  B,  C etaut  les  ceutres  des  trois  cercles  ex-inscrits 
au  triangle  A,SjC,  et  le  point  H etant  le  centre  du  cercle  inscrit 
dans  le  meme  triangle,  nous  avons,  d’apr^s  le  th^oreme  d’Euler 

AO,* Ä,*4-2Ä,r,",  CO,*  = 2Ä,rj"{  , 

(2)  HO,*  = Ä,*  — 2Ä,r,. 
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3.  Consid6rons  le  triangle  AB^Ci,  qui  a la  droite  SjC,  pour 
base  et  r,'  pour  banteur;  nons  avons  sa  snrfaco 


mais  on  sait  quo 


. Tj'  = . ACi . sin  ^ ; 


B,C,  = aCOaA  ; 
d’aillenrs  les  denx  triangles  rectangles  ABBi,  ACC^  donnent 
AB^  = ccos^,  AC^  = icos^  ; 
l’6galit6  pr6c6dente  devicnt  donc 


(3) 


AccoSi4 


sin  A 


bc cos  A 
~2R~’ 


eo  appelant  R le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  donu6  ABC. 

On  sait  aussi  que  le  rayon  A,  da  cercle  circonscrit  au  triangle 
A^B^C^  est  la  moiti6  dn  rayon  R du  cercle  circonscrit  au  triangle 
donn6  ABC,  c’est-4-diro  que 

R 

«.=2- 

, . , , „ . , R iccosil  , 

Mcttant,  a la  place  de  Äj  et  r,,  leurs  valeurs  ^ et  — — daus 


la  premiere  des  relations  (1),  nous  obtcnons  l’6galit6 

7^* 


R^  ^ Accosvl 


un  bien 


4^2’ 
4AO,^  = Ä*-t-26ccos.4. 


Puisquc  26c  cos  i4  = — “*i  nous  trouvons  ainsi  que 

i 4AO]^  =■  Ä*+6*+c*  — o*, 

(I)  ( = Ä*  + c»+n>— 6», 

I 4ÖÖ;»  = Ää  + a*+6*-e*. 

Teiles  sont  les  formales  cherchdes. 

4.  Les  formales  (I)  dtant  ajoutees  donnent 

(II)  4AOJ‘-i-4^^‘+  4CÖ,^  = 3Ä*+o*+  6*+c='. 

5.  Dans  la  relation  (2)  remplagons  2Rj  par  son  6gal  R;  eile 
devicnt 

4HO,»  = R^—4Rr^ 

OU,  puisque  r,  = r/+r,"+r/-4Ä«g^ri"+r/'-2it, 

(4)  4HÖ*  - r,"). 


V 
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Doitor:  DUlances  des  sommels  eTun  triangle  etc. 


Or  de  la  valeor  (3)  on  tire 

4Rrj'"=  2icCOB^, 

de  Sorte  qne  Ton  a 

4Brj'  — — o*, 

4Rr,"  = c*  + a*— 6«, 

4Är,"  — a*4-6‘  — c*; 

et,  en  sgoatant, 

4Ä(r,'+r,"+0  - a*+b*+c*. 

La  relation  (4)  se  r6dnit  donc  ä 

(III)  4^,»  = 9Ä*  — {a»+6‘+c*). 

5.  Si  DOOS  iaisons  la  sommc  de  (II)  et  (III),  nous  troavcrons 
que 

(IV)  ÄOt*+'BÖi*+CÖt*+mi*  = 3RK 
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IV. 

Les  trois  quadrilateres  convexes  d’Albert  Girard, 
(jui  ont  memes  cot^s,  meme  surface  et  sont 
inscriptibles  dans  le  meme  cercle. 


Par 

Georges  Doetor. 


1.  L’nn  des  prdcnrseurs  de  Descartes,  Albert  Girard,  qui  moumt 
ä Lejde  cn  1633,  a dnoned  dans  sa  Trigonomdtrie  nne  proposi- 
tion  sur  le  qaadrilatdrc  inscriptible,  qnc  eite  M.  Chaslcs  dans  son 
Aperqn  historique  (Notes,  page  440),  et  qui,  d’aprds  Ini,  n’a  pas 
dtd  reprodoite  depois. 

Le  thdordme  du  gdomdtre  hollandais  exprimo  la  solntion  du 
probldmc  suivant: 

Constroire  nn  qnadrUatdre  inserlptible  daos  nn  cercle  aree 
qnatre  droltes  a,  h,  c,  d,  dont  chaenne  est  plus  petite  qne  la  somme 
des  trois  autres. 

Albert  Girard  a tronvd  qn’il  existo  trois  qnadrilatdres  inscrip- 
tibles, qni  ont  les  memes  edtds  a,  i,  c,  d;  que  ces  quadrilatdres  ont 
mdme  snrface,  sont  inscriptibles  dans  le  meme  cercle  et  ont  deox  ä 
denx  nne  diagonale  commnne. 

2.  Nons  nons  proposons  de  rdsondre  la  mdme  qncstion  d’abord 
par  an  proeddd  trds  dldmentaire,  puis  an  moyen  des  formales. 

3.  Sapposons  qae  le  qnadrilatdre  soit  inscrit  dans  an  cercle, 
dont  nons  reprdsenterons  le  rayon  par  ß.  Soient  2a,  2fi,  2y,  2d  les 
angles  an  centre,  que  l’on  forme  en  joignant  les  qnatre  sommets  an 
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Dostor:  Les  trois  quadrtlathes  de  Girard. 


ccntre  O du  ccrcle  circonscrit,  ot  qui  sont  respcetiveraent  opposes 
aux  c6t6s  a,  b,  c,  ri. 

Qoel  qnc  Boit  l’ordrc  de  sncccssion  de  ces  cöt^s,  nous  avons 
tonjours 

(1)  a = 2i2sina,  b = 2/^sin^,  c = 2Asin}',  d = 2Äsin^, 
oü  les  angles  o,  ß,  y,  d sont  assnjettis  k la  condition 

(2)  «+/J+y-|-d  = n. 

4.  Trois  cas  pcut  so  präsenter  ponr  la  disposition  des  cötes 
a,  b,  £,  d,  suivant  que  Tun  a des  cötes  est  opposö  au  cötd  c,  au 
c6t6  d ou  bien  au  cötö  b. 


Premier  cas.  Los  cötös  se  suivent  dans  l’ordre  a,  b,  c,  d.  ^ 

Marquons  des  lettres  M ot  N les  extrdmitös  du  cötö  a et  por-  ( 
tons  les  lettres  P et  Q aux  deux  autres  sommets. 

Los  quatre  angles  consöcutifs  du  quadrilatöre  seront  övidcmment  i 

(3)  M=ß-{-y,  iV=y  + d,  i>=  d+rf,  Q = a + /3;  j 

pendant  que 

(4)  QIM  = NIP  = |3  + d,  MIN  = PIQ  = « + y, 

oü  I desigue  le  point  d’intersection  des  deux  diagonales,  seront  les 
angles  de  ces  diagonales. 

Si  et  F sont  les  angles,  qui  sont  compris  entre  les  cötes 
opposes  a et  c,  b dt  d du  quadrilatöre,  nous  aurons  naturellcment. 
en  vertu  de  (2)  et  (3), 

I Ä = n — (iV+P)  = rt  — (y+2d-f  n)  = ^ — d, 

( F = 7t  — (A/-|-iV)  •=  7t  — (jS-|"2y+d)  — o — y. 


Les  longueurs  des  diagonales,  qui  sont  issues  des  sommct  M et 
iV,  c’est-ä-dire,  des  oxtrömites  du  cötd  a,  sont  d’ailleurs 


: , (6)  ® = 2Äsin(y-|- d),  3/ = 2Äsin(d-t-n). 

3' 


5.  Denxiöme  cas.  Les  cötes  sont  rangds  dans  l’ordro 
a,  b,  d,  c. 

Marquons  les  sommets  consdcutifs  des  lettres  M',  N',  P',  Q'\ 
et  süient  I'  l’intersection  des  diagonales,  x'  et  y'  les  longueurs  de 
ces  diagonales. 
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Dans  le  qnadrilat^re  M'N'P'Q'  les  anglos  compris  entre  Ics 
cötes  adjacents  sont 

(7)  M'=^ß  + Ö,  N'=ö  + y,  P'=y+a,  Q'=o  + /S; 


cenx  des  diagonales  sont 

(8)  Q'J'M'=  N’I'P'=  ß+y,  M'I'N'==  P'1'Q'=  n + i-, 

et  les  anglcs  E'  et  F'  compris  entre  les  c6t6s  oppos6s  o et  rf,  i et  c 
ont  ponr  valenr 

t £•  = n-(N'+P’)  = «-(5  + 2y+o)  = ß-y, 

\F’=7C  — (M'+N')=7t  — (ß  + 2ä  + y)  = a—ö. 

Les  diagonales,  issues  des  sommets  M'  et  seront 

(10)  i' = 2Äsin(y+d),  y' = 2üsin(o+y). 

Si  nous  comparous  (7)  et  (3),  nous  voyons  que,  par  la  permu- 
Ution  des  cöt6s  c et  rf,  les  angles  iV  et  Q se  conservent  dans  Ic 
nonveau  qnadrilat^rc  M'N’P'Q,  mais  que  les  deux  antres  angles  M' 
et  P'  deviennent  6gaux  aux  angles  des  diagonales  dans  lo  quadri- 
latfere  MNPQ.  D’ailleurs  les  angles  des  diagonales  dans  lo  quadri- 
latöre  M'N'P'Q'  sont  pr6cisemcnt  6ganx  aux  angles  M et  P dans 
le  qnadrilat6ro  MNPQ. 

Si  l’on  rapproche  (10)  de  (6),  on  verra  que  l’uno  * des  diago- 
nales se  conserve,  mais  que  l’autre  change. 

6.  TrolsWme  cas.  Les  quatro  cöt6s  cons6cutifs  sont 

o,  c,  b,  d. 

Soient  M",  N",  P",  Q"  les  sommets  consdeutifs  de  ce  qnadri- 
latire;  I"  l’intersection  des  diagonales;  x",  y"  les  longueurs  de  ces 
diagonales. 

Dans  le  quadrilatire  M"N"P"Ci'  les  angles  form6s  par  les  c6t6s 
adjacents  sont 

(11)  M"  = y\-ß,  N"^ß-\-i,  P"=S-\-a,  Q''=a-fy; 


cenx  des  diagonales  sont 

(12)  = N"I"P"  = y + d,  bri"N"  = P”I"Q"  = o-f/J. 


Les  angles  E'  et  F",  compris  entre  les  cötes  opposes  o et  b, 
e et  d,  ont  pour  valeur 

i = n-(N"+P")  = «-((3-1- 2(5+0)  - y—ä, 

\ F"=n-{M"+N")  = ;r-(y  + 2|S+a)  - a-ß. 
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Doston  Les  trois  quadrilateres  de  Gtrard, 


Lea  diagonales,  issnes  des  sommcts  M"  et  N",  ont  poor  longaenr 
(14)  x"  - 2ä sin(o 4- y),  y"  = 2Ä  sin(/34-  y). 

Si  nons  comparons  ces  r^sultats  ä cenx  dn  premicr  cas,  nons 
voyons  que,  par  la  permutation  des  c6t6s  i et  c,  les  anglea  M"  et 
P"  restent  6gaux  aux  angles  M et  P;  lea  angles  iV"  et  Q"  deviennent 
6ganx  aux  angles  compris  entre  les  diagonales  dn  quadrilat6ro  MNPQ,\ 
tandisque  les  angles  formds  par  les  diagonales  se  transforinent  dans 
les  angles  iV  et  Q de  ce  quadrilatdre  MNPQ. 

La  diagonale  y se  conserre,  attendu  que 
ain(ß  + y)  = sin(o  + d); 

l’autre  diagonale  x devient  prdcisemcnt  la  diagonale  y',  dans  laquelle 
s’est  changd  y,  en  passant  du  premior  quadrilatdre  au  sccond. 

7.  Dans  lo  premier  et  le  second  quadrilatdre,  les  cercles  cir- 
conscrits  passent  par  les  sommeta  de  triangles  dont  les  cötes  sout  a,  d 
et  x;  de  meme  dans  Ic  premier  et  le  troisidme  quadrilatdre,  les  ccr- 
clos  circonscrits  passent  par  les  sommets  de  triangles,  dont  les  trois 
edtes  sont  6,  c et  y.  Donc  les  cercles  circouscrits  aux  trois 
quadrilatdres  sont  traeds  avec  le  meme  rayon. 

8.  Les  hauteurs  des  triangles  OMN,  ONP,  OPQ,  OQM  sont 
respectivement 

Äcoso,  Äcos^,  Äcosy,  Äcosd; 
les  snrfaces  de  ces  triangles  sout  par  suite 

iÄ*sin2o,  iß*sin2^,  iÄ*sin2y,  iÄ*sin2d. 

Donc  les  trois  quadrilatdres  ont  mdme  surface. 


9.  On  pent  arriver  trds  rapidement  aux  memes  rdsultats  ä l’aido 
des  formules  que  nons  avons  donndes  dans  ces  Archivos  (Tome 
XLVIII,  1868,  page  245  et  snivantes). 


1"  Si  les  cdtds  consdeutives  du  quadrilatdre  sont  a,  b,  c,  il,  on  a, 
commo  Ton  sait 

, X ad-4-bc 

/<E\  — . — U . • 


xy^ac+bd,  - = 


d’oft  l’on  tire 

, (ae-\-bd){ad-{-bc)  „ (ac-j-id)  (oA-j-ed) 

* = ~ä^d ’ 


od-j-Ac 


Si  nons  rompla^ns  le  produit  xy  par  s’a  valeur  (15)  dans  Ift 
formule  gdndralc  de  la  surface  ‘4 
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S-  ^1/40:*^*— (a*— 4*+e*  — d*)*, 
noos  tronToroDS  qne 

165*  = (2oc+ 2M)‘ — (a*— 4» -f  c*  — d*)* 

= (2ac+24d  + o*  — 4*+<f*  — d*)(2oc+24d— o*+4*— c*+d*) 

= [(a  + c)*-(4-d)*][(4+d)*-(a-c)*]. 

Dicomposant  en  factenrs  et  posant 

fl-|-4“j-C”f“d  * 2pf 

on  a 

(II)  5 = (p  — o)(p  — 4)(p  — c)(p  — d). 

Cette  expression  est  ind^pendante  de  l’ordre  de  Bnccessioii  des 
c4Us  a,  4,  c,  d;  doDC  les  qaadrilatöres  inscriptibles  qni  out 
niemes  cöt6s,  ont  aassi  meme  snrface. 

La  sarface  dn  qnadrilatire,  dont  les  cdUs  cons^cntifs  sont  a,  4, 
c,  d,  se  compose  de  deux  trianglcs,  ayant  ponr  cöt6s  a,  4,  x et 
e,  d,  z;  on  a donc,  d’apr^s  an  thiordme  connn, 

„ o4x  , edx  (ai-{-ed)x 
+4Ä  ” 4Ä 

On  en  d^dnit 

Di 

* “ 165*  ' 

et,  en  remplaqant  z*  et  5 par  lenrs  valeurs  (I)  et  (II), 

(o4-f-cd)(ac-[-4d)  (o<l-|-4c) 

” 16(p  — o)(p  — 4)(p  — c)(p  — d) 

Les  expressions  (II)  et  (III)  ne  changent  pas  par  la  permntation 
arbitraire  des  cötis  a,  4,  e,  d.  Donc 

Tons  les  qnadrilatSres  inscriptibles,  qni  ont  les 
mSmes  cöt6s  mais  dispos6s  dans  un  ordro  qaelconqno, 
ont  anssi  mSme  snrface  et  se  trouvent  inscrits  dans  le 
mgme  cercle. 

Les  diagonales  dn  qnadrilatöre 

(a,  4,  e,  d)  ont  le  prodnit  xy  — ac-\-hd, 

(o,  4,  d,  e)  „ „ „ zy  = ad-\-be, 

(o,  c,  4,  d)  „ „ „ y»  — o4-|-cd; 

on  |4  donc,  en  mnltipliant. 
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Doslor;  I^a  troia  quadrHatbrea  <ie  Girard. 


on,  cn  vertu  de  (III) 

= 16Ä*S*  i 

Oll  en  tiro 

(IV)  xyz  = 2S.2n. 

Ainsi  le  produit  des  trois  diagonales  de  nos  qnndri- 
latferes  est  6gal  au  double  produit  de  Icur  surfacc  com- 
mune par  le  diamdtre  du  cercle  circonscrit. 

Des  rccherches  curieuses  peuveiit  etre  entrepriscs  au  sujet  de 
ces  quadrilatfircs ; nous  en  laissons  le  soin  au  lecteur. 
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V.  . 


üeber 


die  Autiösung  der  trinoiniachen  Gleichungen 
durch  kettenbruchähnliche  Algorithmen. 


Bei  Gelegenheit  der  34.  Versammlung  deutscher  Philologeu  und 
Schulmänner,  welche  im  vorigen  Jahre  in  Trier  stattfand,  machte 
Herr  Dr.  S.  Günther  auf  die  schou  im  Jahre  1834  von  Stern  [Theorie 
der  Ketteubrüche,  Berlin,  G.  Reimer]  angegebene  Methode  der  Auf- 
lösung trinomischer  Gleichungen  durch  unendliche  kctteubruchäbnlichc 
Algorithmen  aufmerksam;  wie  in  dem  Bericht  über  die  Verhandlungen 
der  Versammlung  [Leipzig  bei  Teubnor  1880,  Seite  190]  zu  sehen, 
erklärten  sämmtliche  anwesenden  Herren,  von  einer  solchen  allge- 
meinen Nähemngslösung  keine  Kenntniss  zu  besitzen,  was  nmso  mehr 
zu  bedauern  ist,  als  dadurch  gewiss  mehrere  Ungenauigkeiten , die 
sich  in  dem  Bericht  vorfinden,  vermieden  worden  wären.  Ungenau  ist 
z.  B.  die  Bemerkung,  dass  die  rcducirte  trinomische  Gleichung: 


für  ungerade  m drei,  für  gerade  m zwei  reelle  Wurzeln  besitze,  was 
durchaus  nicht  allgemein  der  Fall  ist,  wie  z.  B.  bei  Serret  (Höhere 
Algebra,  deutsch  von  Wertheim,  Leipzig  1868, 1.  Seite  218)  zu  finden; 
ferner  wurde  in  der  Versammlung  das  Bedenken  geäussert,  ob  nicht 
der  Algorithmus  bei  Auflösung  der  bekannten  Formel  aus  der  lien- 
tenreebnung: 


Von 


K.  E.  Hoffmann. 


x"‘  ^px  — q = 0 


T«il  LITL 
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= 


Kg"—!) 

9—1 


nach  q den  offenbar  unbranchbaren  Wert  3 = 1 liefere,  was  mit  der 
Bemerkung  abgetan  wurde,  dass  dieser  Wert  durch  die  Struetnr  des 
Ausdrucks  ausgeschlossen  erscheine,  während  im  Gegenteil  die  von 
Herrn  Günther  angegebene  Formel: 


M 


gerade  nach  dem  Wert  g “ 1 convorgirt,  wie  im  Folgenden  gezeigt 
werden  soll.  Ferner  findet  sich  in  dem  erwähnten  Bericht  als  inter- 
essante Identität  abgeleitet: 


n 


n 


VTT. 


was  aber  wie  ebenfalls  gezeigt  werden  soll,  gar  keine  Identität  ist. 

Schon  früher  beschäftigte  ich  mich  mit  solchen  Algorithmen,  war 
aber  ebenfalls  auf  die  von  Herrn  Günther  angeführten  Bedenken  ge- 
stossen,  weshalb  ich  von  einer  Veröffentlichung  meiner  darauf  bezüg- 
lichen Untersuchungen  Abstand  nahm;  angeregt  durch  den  Bericht 
über  die  Trierer  Versammlung  griff  ich  nun  das  Studium  dieser 
Functionen  neuerdings  auf,  und  da  es  mir  gelang,  die  gegen  den 
Algorithmus  namentlich  bezüglich  der  Convergenz  oder  Divergenz 
noch  obwaltenden  Bedenken  zu  beseitigen  und  insbesondere  den  Nach- 
weis zu  liefern,  welche  Wurzel  der  trinomischen  Gleichung  durch 
den  betr.  Algorithmus  gefunden  wird,  glaubte  ich,  die  Resultate 
meiner  Untersuchungen  hiermit  bekannt  geben  zu  sollen. 

Um  nun  auf  die  Sache  selbst  zu  kommen,  so  sind  es  hauptsäch- 
lich zwei  wesentlich  verschiedene  Algorithmen,  die  praktische  An- 
wendung finden  können;  ist  nämlich  die  Gleichung  allgemein  in  der 
Form: 

f(x)  -=  = 0 

gegeben,  so  kann  man  dieselbe  in  der  Form: 
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= — q 

darstellcn  und  erhält: 

M 

V ’ 

wobei  man  dem  x im  Radical  den  Anfangswert  iq  “ 0 geben , den 
zugehörigen  Wert  x,  des  Radicals  berechnen  und  x,  neuerdings  für 
X einsetzen  kann-,  oder  man  schreibt  f(x)  in  der  Form: 


und  erhalt: 

B) 

wobei  mau  im  Radical  von  dem  Anfangswerte  xj  = oo  ausgehend  suc- 
cessive  Näherungswerte  für  x finden  kann. 

Ich  betrachte  sofort  den  allgemeinen  Fall 

1)  /(x)  =■  0, 

weil  die  Untersuchung  sich  in  allgemeiner  Weise  durchführen  lässt, 
und  die  speciellcn  Fälle 

2)  i"  -\-px  -)-  5 = 0 und 

3)  x™-\-px”'~^-\-q  =•  0 

sich  daun  leicht  aus  dem  allgemeinen  Falle  ableiten  lassen.  Serret 
untersnebt  a.  a.  0.  die  Bedingung  dafür,  dass  die  Gleichung  1)  bei 
ungeradem  m und  n drei  reelle  Wurzeln  besitze;  der  Vollständigkeit 
wegen  mag  die  Untersuchung  hier  kurz  reprodneirt  werden. 

Man  hat 

f'{x)  = nix’"~*-|-npx"“* 

und  erkennt,  dass  /"'(x)  = 0 ausser  einer  jedenfalls  geraden  Anzahl 
von  Wurzeln  x = 0 nur  noch  die  Wurzel 


4) 


X 


r m 


bat;  soll  diese  Wurzel  reell  sein,  so  muss  bei  ungeraden  m und  n 
p jedenfalls  negativ  sein.  Ich  schreibe  deshalb  die  Gleichung  in  der 
Form: 

5)  /(x)  — x"  — po!"-\-  9 = 0, 

dann  wird  f\x)  zu  Null  für 

8* 


Digilized  by 


36  Uo/fmann:  Uebtr  die  Auflösung  der  trinomUcheH  Gleichungen 


und  wenn  dann  die  Gleichung  5)  drei  reelle  Wurzeln  hat;  so  mOsscn 
dieselben  in  den  Intervallen 

m— n m— H 

liegen;  damit  aber  die  Gleichung  5)  wirklich  drei  reelle  Wurzeln  be- 
sitze, ist  erforderlich,  dass 


,(-i/^)>o  »d  /(+i/|)<o 

sei;  beide  Bedingungen  liefern  aber  nach  kurzer  Reduction: 


Für  den  speciellen  Fall: 

x"  — px  -j-  5 = 0 
erhält  man  die  Bedingung: 


für  den  Fall: 
die  Bedingung: 


£r>(.-i-ir 

ac*"  — “ Ü 

fP  r > 3 


und  endlich  ftlr  die  Gleichung  3.  Grades: 
X* — px-\-q  = 0 

die  bekannte  Bedingung: 


Man  erkennt  zugleich,  dass  die  Gleichung  5)  fUr  positive  q zwei  posi- 
tive und  eine  negative,  dagegen  fttr  negative  q zwei  negative  und  eine 
positive  Wurzel  hat. 

Wendet  man  nun  den  Algorithmus  A an,  so  wird 


N 


X 
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uud  die  einzelnen  Nähernngswerto  sind: 


etc. 


Man  erkennt  sofort,  dass  ebenso  x,  >>  x,  u.  s.  w.  all- 

gemein Xr  !>  Xr-1  ist. 


Aber  aus  der  Bedingung  6)  leitet  man  ab: 


m— n 


oder 

^ m — n 1 //n 

W P" 

m— H 

folglich  ist 

^ m — nl//n\" 

m fU) 

m— « 

p ^ m f \m)  ^ 

und  endlich 

da  aber 

N M m— M 

Vl<V^V^ 

so  erkennt  man, 

dass 

ist  Setzt  man  nnn  in  z,  statt  z,  den  vergrösserteu  Wert 
folgt,  dass  am  so  mehr 

N 


-K5 

^ m 


oder 

1 

r p- 

n 

m 

**<1 
n N 

? 

ist;  da  aber 

y m — 

n ■ p 

IR — N 

Vl<V 

f 

m — n 

. l/^ 

m 

r m 

ist,  so  folgt,  dass  auch 
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"p 

tn 


sein  muss;  analog  weiter  schliessend,  erkennt  man  leicht,  dass  alle 
folgenden 


sein  müssen;  da  dieselben  aber,  wie  oben  gezeigt  wurde,  beständig 
wachsen,  so  müssen  sie  sich  notwendig  einer  festen  Grenze  I nähern, 
d.  h.  es  muss 


r p— J"-" 


P—S 

werden;  hieraus  erhält  man  aber 

4"*— = 0, 

mithin  ist  | eine  Wurzel  der  Gleichung  5)  und  zwar,  da  alle  x,  in 


dem  Intervall  0 bis  -|- 


K: 


"P  i: 


liegen,  ist  | die  kleinste  positive  Wurzel. 


In  ganz  analoger  Weise  lässt  sich  zeigen,  dass  für  negative  q der 
Algorithmus  die  der  Null  am  nächsten  liegende  negative  Wurzel 
liefert 

Wendet  man  dagegen  den  Algorithmus  B an,  so  wird 


m — n 


und  die  einzelnen  Näherungswerte  sind: 


m— » 

'i  = Vp, 


etc. 


Man  erkennt  unmittelbar,  dass  hier  x,  x,  und  ebenso  xj  <[  x, 
und  allgemein  xr<xr-i,  d.  h.  dass  die  Näherungswerte  beständig 

abnehmen ; aber,  da  — <C  1,  sieht  man  auch,  dass 

m— n 

dann  ist  aber  auch,  wenn  man  in  xj  für  xj  den  kleineren  Wert 

m— 

l/~  einsetzt, 
r m ’ 


Digitized  by 


durch  kettenhrurhähnliche  Algorithmtn. 


39 


“1  > — 

VW 

nnn  folgt  aber  aus  der  Bedingnng  6),  dass 

m— « 

m — n 

^ • y 

ist;  setzt  man  dann  statt  rj  diesen  grösseren  Wert  ein,  so  ist  um  so 
mehr,  wie  man  nach  kurzer  Reduction  findet: 

m— »*  m— n 

^ > |/p  — oder  I,  > |/^ 

In  derselben  Weise  weiter  schliessend,  findet  man  nun,  dass  auch 
alle  folgenden 

m~H 

^■>y^ 


sein  mflssen;  da  dieselben  aber  beständig  abnehmen,  so  müssen  sie 
sich  wieder  einer  festen  Grenze  | nähern,  in  welcher  man  dann  wie 
oben  eine  Wurzel  der  Gleichung  5)  erkennt,  und  zwar  ist  diese,  da 

m— M 

alle  zr  in  dem  Intervall  +1/—  bis  -j-a  liegen,  die  grösste 

f m 

positive  Wurzel  der  Gleichung.  In  ganz  ähnlicher  Weise  lässt  sich 
auch  zeigen,  dass  man  die  (algebraisch  genommenen)  kleinste  negative 


m — n 

Wurzel  finden  kann,  wenn  man  die  V negativ  nimmt. 


Für  negative  q erhält  man  bei  Anwendung  des  Algorithmus  B 
die  grösste  positive  Wurzel,  wobei  sich  die  xr  dieser  Wurzel  von 
beiden  Seiten  nähern,  also  wie  bei  gewöhnlichen  Kettenbrüchen;  denn 
man  hat  dann 


also: 


< 


9 

m—n 

VW 
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also  jedenfalls  r»  r,  aber  auch  unter  einer  bestimmten  Grenze ; 
dann  erkennt  mau  aber  weiter,  dass  x,  sein  muss , während  es 
zugleich  > Xj  ist  u.  s.  w.  Man  könnte  hier  noch  einwenden , dass 
sich  möglicherweise  die  xr  in  diesem  Falle  zwei  verschiedenen  festen 
Grenzen  nähern  könnten ; dass  dies  aber  nicht  möglich  ist,  sieht  man 
aus  folgendem:  angenommen,  es  existirten  zwei  solche  Grenzen  ( und 
ij,  wobei  man  I > voraussetzen  kann,  beide  aber  positive  Zahlen 
sind,  so  hätte  man: 


und 


Beide  Gleichungen  liefern  entwickelt: 


nnd 


f i"  — 2>i"  — 5 = 0 


woraus  man  durch  Snbtraction  der  2.  von  der  1.  Gleichung , 


— fi")  “ 0 

findet;  hieraus  wtlrde  aber  folgen,  dass 

£"  p— 

sein  mtlsste,  was  nicht  möglich  ist,  da  nach  der  über  £ und  £,  ge- 
machten Voraussetzung  der  links  stehende  Bruch  > 1 ist,  während 
man  rechts  einen  echten  Bruch  hat;  die  Annahme  zweier  Grenzwerte 
ist  also  unzulässig,  und  die  xr  nähern  sich  der  grössten  positiven 
Wurzel  der  Gleichung 

X”* — px”  — 5 = 0 

von  beiden  Seiten.  Ueberhanpt  kann  man  bemerken,  dass  sowohl 
beim  Algorithmus  A als  auch  bei  Ji  die  Annäherung  an  die  Wurzel 
der  Gleichung  von  beiden  Seiten  erfolgt,  also  wie  bei  gewöhnlichen 
Kettenbrüchen,  wenn  das  Radical  nur  positive  Zeichen  enthält,  wäh- 
rend im  entgegengesetzten  Falle  die  Convergenz  nur  von  einer  Seite 
her  erfolgt. 

Bis  jetzt  betrachtete  ich  nur  solche  trinomische  Gleichungen,  in 
welchen  m und  » beide  ungerade  Zahlen  sind;  die  Behandlung  der 
andern  Fälle,  in  welchen  eine  dieser  Zahlen  oder  auch  beide  gerade 
sind,  geschieht  aber  genau  in  derselben  Weise;  ich  übergehe  deshalb 


■V 
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hier  die  Untersuchung  uud  will  nur  einige  allgemeine  Bemerkungen 
Uber  die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  und  die  zugehörige  Bedingung, 
welcher  p uud  q genügen  müssen,  hier  folgen  lassen. 

I.  m ungerade,  « gerade.  f(x)  =-  x"‘-\-px"-\-q  = 0. 

f'(x)  wird  Null  für  i=0  (eine  ungerade  Anzahl  von 

m— H 

Wurzeln  = 0)  uud  für  z = ^ Die  Intervalle,  inner- 

halb welcher  reelle  Wurzeln  liegen  können,  sind: 

m — n 


Bei  positivem  p liefert  die  Bedingung  /(O)  0 die  For- 

derung eines  negativen  q\  bei  negativem  p muss  q positiv 
sein;  ausserdem  erhalt  man  die  Bedingung  6). 


II. 


I»  gerade,  n ungerade. 

f'(x)  •=  0 hat  eine  gerade  Anzahl  von  Wurzeln  z = 0, 


ausserdem  die  Wurzel 
sind: 


m~n 


die  Wurzelintervalle 


m— *1 


die  Gleichung  kann  also  nur  2 reelle  Wurzeln  haben  und 
man  findet  wieder  die  Bedingung  6)  für  die  Realität  der 
Wurzeln. 


III.  m gerade,  n gerade. 

/'(z)  wird  Null  für  eine  ungerade  Anzahl  von  Wurzeln 

m — n 

z = 0,  ausserdem  für  z = + j/ — für  positive  p kann 

man  höchstens  zwei,  für  negative  p dagegen  vier  reelle 
Wurzeln  erhalten;  im  ersten  Falle  muss  q negativ,  im  an- 
dern positiv  sein.  Die  Wurzelintervallo  sind  im  letzteren 
Falle: 


H» — H m—n 


und  die  zugehörige  Bedingung  ist  wieder  die  6). 
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Die  Untersnchung  der  Näherungswerte  gestaltet  sich  wie  oben, 
weshalb  ich  die  speciellere  Betrachtung  hier  unterlassen  kann. 

Oben  wurden  nur  positive  Wurzeln  betrachtet;  man  erkennt  aber, 
dass  für  gerade  Wurzelexponenten  den  Radicalen  auch  das  negative 
Zeichen  beigelegt  werdeu  kann,  und  mau  dadurch  auch  zu  den  nega- 
tiven Wurzeln  der  triuomischeu  Glcichuug  gelangt;  in  jedem  einzelnen 
Falle  findet  mau  aber  ähnlich  wie  oben,  dass  der  Algorithmus  A nur 

«I 

eine  solche  Wurzel  liefern  kann,  welche  in  dem  Intervall  — 
bis  0 liegt,  während  eine  Wurzel,  die  in  dem  Intervall  — oc  bis 

m — n 
np 

~ liogt,  nur  durch  den  Algorithmus  B gefunden  werden  kann. 

Mau  kann  also  das  Resultat  vorstehender  Untersnehnng  folgender- 
massen  anssprechen: 

Alle  reellen  Wurzeln  der  trinomischen  Gleichungen  lassen  sich 
durch  die  betrachteten  kcttenbmchäbulichen  Algorithmen  finden,  so 

m— w 

zwar,  dass  der  Algorithmus  A die  in  dem  Intervall  — j/^bis 

m — n 

-f-  \/'^  liegenden  Wurzeln  liefert,  während  man  alle  ausserhalb 
dieses  Intervalles  liegenden  Wurzeln  durch  den  Algorithmus  B findet. 

Dieser  Satz  lässt  sich  auch  noch  ausdehnen  auf  diejenigen  trino- 
mischeu  Gleichungen,  welche  nur  eine  reelle  Wurzel  besitzen. 


Wendet  man  nun  die  gewonnenen  Resultate  auf  die  oben  er- 
wähnte Formel  der  Rentenrechnnng: 


r(5"— 1) 

«<1  = — r 


an,  woraus,  da  es  sich  um  die  Bestimmung  des  Zinsfactors  q bandelt, 
die  Gleichung: 


g»+> 


0 


folgt,  so  ist  die 
besitze: 


Bedingung,  dass  dieselbe  3,  resp. 


2 reelle  Wurzeln 
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welche  aber,  da  r > ^o,  jederzeit  erfüllt  lat;  das  Intervall,  innerhalb 
dessen  die  durch  den  Algorithmus  A gelieferten  Wurzeln  liegen,  ist 


letzterer  Grenzwert  ist  aber,  da  r > - o,  immer  > 1 ; da  nun,  wie 

man  sofort  erkennt,  die  Gleichung  die  Wurzel  1 bat,  so  folgt  un- 
mittelbar, dass  die  von  Herrn  Günther  gegebene  Formel 


sein  muss.  Dieses  Resultat  ist  aber  auch  geradezu  an  der  Strnctnr 
des  ganzen  Ausdrucks  zu  erkennen  und  nicht  durch  dieselbe  ausge- 
schlossen, wie  in  Trier  behauptet  wurde.  Man  erhält  vielmehr  die 
verlangte  Wurzel  der  Gleichung  durch  den  Algorithmus  B in  der 
Form: 


und  erkennt  zugleich,  dass  diese  Wurzel  zwischen  den  Grenzen 


liegen  muss. 


n o-f-r 
»-|-1  a 


und 


a-j-r 

a 


Man  erkennt  aber  auch  weiter,  dass  die  in  dem  öfter  erwähuten 
Bericht  gegebene  Gleichung: 
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unrichtig  sein  müsse;  denn  der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite,  stellt 
die  nach  dem  Algorithmus  A gebildete,  also  kleinste  positive  'Wurzel 
der  Gleichung: 

a;"+*-f-ax  — 6 «=  0 

dar,  während  man  rechts  die  nach  demselben  Algorithmus  gebildete 
(also  wieder  die  kleinste)  Wurzel  der  Gleichung: 

x"+i-|-aa:“  — b - 0, 

erhält;  beide  Wurzeln  sind  aber  keineswegs  identisch. 

Der  Fehler,  der  bei  Aufstellung  dieser  Formel  gemacht  wurde, 
liegt  darin,  dass  man  ans  der  Gleichung 

a:"+i-j-ox — h = 0 
durch  die  Substitution  o:  = | die  Gleichung 
a:"+t-j-a4:» — 4 = 0 

ableitete,  während  in  der  Tat  sich  durch  diese  Substitution  die  Glei- 
chung: 

j.n+1  — - J.K  — 7=0 

O O 

ergibt.  Man  erhält  aber  Identitäten  ganz  allgemeiner  Art  in  folgen- 
der Weise.  Die  Gleichung 

*"•  — j>x“  -j-  </  “ 0 

geht  durch  die  Substitution  ® ^ über  in 


um  nun  Identitäten  zu  erhalten,  braucht  man  nur  für  die  eine  Glei- 
chung den  Algorithmus  A und  für  die  andere  U anzuwenden  und  das 
eine  Resultat  dem  reciproken  Werte  des  anderen  gleichznsetzen;  man 
findet  auf  diese  Weise: 


H 
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m— « 


Es  liegt  nun  die  Frage  iialie,  was  die  Algorithmen  für  eine  Be- 
dentung  erlangen,  wenn  der  Ausdruck  unter  einem  Wurzelzeichen  mit 
geradem  Exponenten  negativ  ausflillt,  was  insbesondere  dann  eintritt, 
wenn  die  Gleichung 

z“  px"  -|-  3 = 0 

keine  reellen  Wurzeln  besitzt;  in  diesem  Falle  bestätigt  sich  die  sich 
unmittelbar  aufdrängende  Vermutung,  dass  man  durch  Anwendung  der 
besprochenen  Algorithmen  zu  imaginären  Wurzeln  gelangt.  Die  Be- 
handlung Hesse  sich  in  ähnlicher  Weise  wie  oben  dnrehführen;  doch 
will  ich  mich  jetzt  darauf  beschränken,  einfach  auf  die  Tatsache  hin- 
gewiesen zu  haben,  die  eingehende  Untersuchung  als  Gegenstand  einer 
späteren  Arbeit  mir  vorbehaltend. 

Bei  der  praktischen  Anwendung  der  Algorithmen  leisten  die 
Ganss’schcn  Additions-Logarithmen,  bei  Berechnung  imaginärer  Wur- 
zeln die  Moivre’sche  Formel  gute  Dienste. 

Zweibrücken,  16.  Juli  1880. 
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Hoppe:  Ueher  Parallelen  ge/tchlosaener  Cvrven. 


VI. 

Ueber  Parallelen  geschlossener  Curven. 

Von 

R.  Hoppe. 


Sei  « eine  beliebige  Cnrvc,  welche  in  L anf^lngt  nnd  in  L mit 
derselben  Tangcntialricbtnng  und  Stellung  der  Schmiegungsebene  endigt, 
f gf'i  f’9'^’1  die  Kichtungscosiuus  ihrer  Tangente,  Haupt-  und 

Binormale  nach  den  x,  & ihr  KrUmmungs- und  Torsionswinkel 

(d.  i.  Integrale  der  Contingenzwinkel  von  Normal-  und  Schmiegungs- 
ebene), die  Accente  bezüglich  auf  Differentiation  nach  t.  Dann  sind 
die  Gleichungen  einer  Parallele  mit  . im  Abstand  c: 

aCj  = ®-j-c(/'cos^  — Isin^)  (1) 

analog  für  y und  *.  Dem  Punkte  L entspreche  anf  der  Parallele 
im  Anfang  3f,  im  Ende  N. 

Hier  sind  x,  y,  z,  f,  g,  h,  f\  g',  h',  l,  m,  n periodisch,  dagegen 
die  durch  Integrale  definirten  «,  t,  & im  allgemeinen  nicht.  Ist  « 
eine  ebene  Cnrve,  so  ist  9 constant,  folglich  sind  auch  iiyt^i  perio- 
disch, und  M,  N fallen  zusammen;  Parallelen  ebener  geschlossener 
Curven  sind  demnach  stets  geschlossen  nnd  eben,  auch  wenn  sie  nicht 
in  derselben  Ebene  liegen. 

Die  Parallelen  doppelt  gekrümmter  Curven  s worden,  wie  aus 
Gl.  (1)  erhellt,  geschlossen  sein,  wenn  9 eine  gleichlange  Periode 
mit  X,  y,  t hat,  aber  anch  wenn  cs  bei  jedem  Umlauf  um  4R  oder 
ein  Vielfaches  davon  wächst  oder  abnimmt.  Beide  Fälle  müssen  indes 
unterschieden  werden,  weil  eine  wesentliche  Folge  mit  einem  solchen 
increment  verknüpft  ist. 
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Gehen  wir  von  einer  ebenen  Urcurve  aus  und  deformiren  die- 
selbe stetig,  bezeichnen  mit  9q  den  Anfangswert  von  9,  mit 
den  Endwert,  so  ist  ursprünglich  o = ü.  Verändert  sich  dann  a 
während  der  Deformation,  so  durchläuft  N in  M beginnend,  wie 
Gl.  (1)  zeigt,  stetig  einen  Kreis  um  L in  der  Normalebcne  und  er- 
reicht den  Anschluss  in  zuerst  wieder  für  o = + 4R.  Denken 
wir  nun,  letzteres  angenommen,  die  Curven  s und  «,  als  nndurch- 
dringlichc  Fäden,  so  umschlingt  eine  die  andre  derart,  dass  sie  wie 
ananflösliche  Kettenglieder  in  einander  hangen.  Auch  wenn  der  Kreis 
um  L mehrmals  von  N durchlaufen  wird,  löst  sich  die  Kette  nicht, 
vielmehr  wird  daun  die  Umschlingung  eine  mehrfache.  Da  nun  zwei 
gesondert  liegende  Fäden  nicht  ohne  Durchdringung  durch  Bewegung 
und  Biegung  in  den  Kettennexus  gebracht  werden  können,  so  folgt, 
dass  dio  geschlossene  Parallele  einer  geschlossenen  ebenen  Curvc, 
die  sie  ja  wegen  des  constanten  Abstands  nicht  durchdringen,  d.  h. 
überschreiten,  kann,  im  geschlossenen  Zustande  durch  keine  Defor- 
mation in  eine  doppelt  gekrümmte  für  a = 4R  übergehen  kann. 

Machen  wir  jetzt  zur  Voraussetzung,  dass  Urcuiwe  und  Parallele, 
ursprünglich  oben,  beständig  geschlossen  bleiben,  so  sind  nur  solche 
Deformationen  möglich,  für  welche  o =>  0,  mithin  9 periodisch  ist. 

Nun  entsteht  die  Frage:  Giebt  es  überhaupt  geschlossene  Curven 
von  durchgehender  Stetigkeit  der  Variation  der  Tangente  und  Schraie- 
gnngsebene,  für  welche  9 nicht  periodisch  ist?  Vor  näherer  Unter- 
snehnng  wird  mau  cs  für  wahrscheinlich  erklären,  dass  nur  in 
speciellen  Fällen  9 auf  seinen  anfänglichen  Wert  gerade  am  Ende 
der  Cnrve  znrückkehrt.  Gleichwol  findet  man  für  die  einfachem 
Fälle,  wo  die  Integrationen  sich  ausführen  lassen,  stets  periodische 
9,  welche  auf  die  Vermutung  eines  allgemeinen  Gesetzes  bringen. 
Dass  gleichwol  9 nicht  immer  periodisch  ist,  erhellt  n.  a.  aus  fol- 
gender Betrachtung. 

Die  Gleichungen 

X = (pa  — 6cosfi<p)cosp  j 

y -=  (pa — öco8p9>)sin(p  > (2) 

3 = isinpqp  ' 

wo  p positive  ganze  Zahl,  stellen  eine  geschlossene  Curvc  dar,  welche 
den  Kreis 

X = pa  cos  ; y -=  p«  sin  qp  ; 3 =-  0 (3) 

p mal  im  constanten  Abstand  =6  umwindet,  und  die  ans  p con- 
gruenten  Stücken  besteht;  denn  sic  vollendet  ihren  Lanf^  wenn  qp  am 
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4R  wächst,  erleidet  aber  nur  eine  Drehung  = -R  um  die  * Aze  bei 

4 " 

einem  Increment  = - R. 

f* 

Verlegt  man  den  Coordinatenanfang  durch  Substitution  von  — x 
für  X in  den  Anfang  des  Grundkreises  (3),  so  geht  für  f»  = a>  dieser 
in  die  y Axe,  die  Curve  (2)  in  die  Schraubenlinie 

X = b cos  ip;  y = atb',  z = bsiDit> 

über,  wo  für  ftqp,  das  in  endlicher  Entfernung  endlich  bleibt,  if'  ge- 
schrieben ist;  der  erste  der  n congruenten  Teile  der  Curve  aber 
bleibt  in  dem  endlichen  Intervall  = 0 bis  i(/  4R. 


Die  Torsion  der  Schraubenlinie  ist  bekanntlich  constant,  und 

zwar,  wenn  man  die  Krümmung  negativ  setzt, 

* 

fl  — 

= = ■/<»*+** 

demnach  ist  der  Torsionswiukel  in  der  Ausdehnung  des  genannten 
Curvcnstücks  gleich  der  positiven  Grösse 

4Ro_ 


folglich  ist  derselbe  auch  für  ein  endliches  hinreichend  grosses 
noch  positiv  endlich  und  in  der  Ausdehnung  der  ganzen  geschlossenen 
Curve  fl  mal  so  gross. 


Hieraus  ist  zunächst  ersichtlich,  dass  letzterer  über  jede  Grenze 
hinaus  Werte  haben  kann.  Sei  für  irgend  ein  endliches  n im  Anfang, 
d.  i.  für  g)  — 0,  “ 0,  am  Ende,  d.  i.  für  =4R,  d = 

dann  ist 


4Ra 


(»*  = '») 


eine  Grösse  die  alle  Werte  zwischen  0 und  4R  stetig  durchläuft,  wenn 

7 von  ü bis  00  variirt.  Dies  wäre  aber  nicht  möglich,  wenn  nicht 
h 

^ für  eine  unendliche  Reihe  von  Werten  fi  gleichfalls  mit  ^ stetig 

variirte.  Wir  können  demnach  schliessen,  dass  9/j  für  kein  darin 
begriffenes  fi  auf  Vielfache  von  4R  beschränkt  ist. 


Machen  wir  hiervon  Anwendung  auf  die  ursprüngliche  Frage,  so 
ist  erwiesen,  dass  die  Parallelen  geschlossener  Curven  nicht  immer 
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geschlossen  sind,  und  dass  sie  die  Urcurve  beliebig  vielfach  umwinden 
können. 

Dass  stets  alle  Parallelen  derselben  Curvc  bezüglich  auf  beide 
Fragen  in  gleichem  Falle  sind,  dass  sie  also  entweder  alle  geschlossen 
oder  alle  nicht  geschlossen,  alle  von  gleicher  Anzahl  der  Umwindun- 
gen sind,  ist  unmittelbar  aus  der  allgemeinen  Gleichung  der  Parallelen 
zu  ersehen. 

Einen  etwas  nähern  Einblick  gewährt  wohl  die  Untersuchung  des 
Einflusses  eiuer  unendlich  kleinen  Deformation  einer  Curve  auf  den 
Torsionswiukel.  Wir  gehen  der  Einfachheit  wegen  von  einem  Kreise 
ans  uud  schalten  au  der  Stelle  eines  unendlich  kleinen  BogcnstQcks 
eine  doppelt  gekrümmte  Curvc  ein.  Diese  erfülle  die  Bedingungen, 
dass  erstlich  die  Coordiuaten  sich  nach  i>ositivcn  ganzen  Potenzen 
des  das  ausgcschaitete  Intervall  gleichzeitig  vollendenden  Kreisbogens 
entwickeln  lassen,  und  dass  daun  die  eingeschaltete  Curve  in  beiden 
Endpunkten  den  Kreis  in  3.  Ordnung  osculirt.  Hierdurch  nämlich 
wird  sowol  die  Variation  der  Tangente  und  Schmiegungsebeue,  was 
eigentlich  schon  hinreichte,  als  auch  die  der  Torsion  in  durchgängiger 
Stetigkeit  erhalten. 

Die  Gleichungen  der  eingeschalteten  Curve  lassen  sich  dann  in 
voller  Allgemeinheit  folgeudermasseu  aufstelien : 


wo 


I = simp-j-par, ; y = 1 — cos(p-j-pji ; a = pw, 

p = — <»)* 


a der  Endwert  von  <p,  und  a-„  aj  Keihensummen  von  der  Form 
. . . Die  Accente  mögen  sich  auf  Differentiation 
nach  tp  beziehen,  und  r*  unendlich  kleine  Reste  fcter  Ordnung  (wenn 
o,  q>  erster  0.)  bezeichnen. 


Im  Anfang  schreiben  wir  noch  kürzer: 

I = sin  (p  -(- 1 ; y =•  1 — cos  <p  -j-  »j 

wo  daun  l',  |"...  bzhw.  8.,  7.,  6.  . . . Ordnung,  und  tj  und  a in 
gleichem  Falle  mit  | sind. 

Die  erste  Differentiation  giebt: 

i'=  C0S9-}-|';  8in()P-[-?j';  a' = a' 

Die  Summe  der  Quadrate  ist: 

«'*  = l-|-2(4'co89)-f-*j'8inq[i)-|-r,4 

woraus : 

^ = 1 — (4'cos  q>  -J-  ti'sin  v)  -f  r,4 

Teil  LIVl.  * 
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and  nach  Multiplication  erhält  mau  als  Richtungscosinus  der  Tan- 
gente: 

/=  cos(p-{-(^’am(p  — r|'coa<p)iiu(p-\-r^^ 
g=  siu(p  — (l'singo  — »j'cos(p)cos(p-l-r,4 
A = z' — a'(|'cOS(p-|- t;'8in<p)-t-rj, 

Die  neue  Differentiation  crgiebt: 

/'  — sin <p  l'sin  2gp  — i;'cos '2<f>  (^''sin  (p  — tj"coa  (p)sin  9> r ja 

g'  = cos  ip  — ^'cos  2<p  — ij'siu  2(p  — (|"sin  g>  — ^'cos  <p)cos  tp  r,j 
A'  =■  z” — a"(^'co8(p-|-  »)'siu(p)-l-a'(|'8in(p  — Jj'cOS(p) 

— a'(^"cos  cp  -|-  »/"sin  cp)  + r,„ 

Die  Summe  der  Quadrate  ist: 

t'’*  = 1 — 2(^'cos<p-l- i/'sinip-|-^"sin(p  — V'cos<p)-j-r,3 

woraus: 

p = 1 4'cos  cp  -f-  ti'aiu  <p  -|-  |"sin  cp  — ij"cos  ?>  -(-  r,g 

und  nach  Multiplication  erhält  man  die  Richtungscosinus  der  Haupt- 
normale : 


g - = — sin  g)-f-  (l'siu  cp  — rj'coa  <p)cos  <p  r^^  (4) 

= cosip-j- (l'siucp — ij'sinqp)sing)-t-r,3 
0A 

g^  — s"-l-a'(|'8in(p  — t/'cosqp— |"co8(p— ij"sinip) 

-t-3"(4"sin(p  — V'cos(p)-}-r,g 

Ans  den  Richtungscosinus  der  Tangente  und  Hauptnorroalc  findet  man 
die  der  Binormalc,  deren  erster  wird: 


9 * ’ 

\dg  3A  = 3"sin(p  — a'cosg) 
i St  St 

-}-  »'[(l'coscp  -(-  t/'siu  <p)cos  tp  — (^"cos  cp  -|-  »/"sin  <p)sin  (p] 

-|-s"[ — (l'sincp — »/'cos(p)cos<p^-(J"sin<p—  »/"cos(p)sin(p]-|-r,9 

Dies  wieder  differentiirt  giebt: 


— = (a'-j- s^lsin  ip -f- s'[ — |'sin2(p-l-»/'cos2qp 

-|-(4"siu  cp  — »/"cos  (p)sin  cp  — (|“'cos  cp  -|-  »/"sin  <p)sin  qs] 
-}-a"[(|'sin  cp  — »/'cos  ^)sin  cp  (|'"sin  cp  — »/"cos  qp)sin  <p] 

+»•[-  (l'siu  gj  — i?'co8  9)co8  tp  -|-  (|"sin  tp  — V'cos  <p)sin  qp]  -|-  r,g 
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and  nach  Division  durch  (4): 

9'  = (s'-|-z*)  (1  + |"sin  <f>  — ij"cos  (p) 

+ (l'+  i")  (/'sin  g>  — *'co8  <p)  — (>?'+ »)'”)  (/'cos  flp  + *’sin  <p) 

— {3+*” — 3'(|"cos<p  + ij"8in<j))-j-3"(|"8in(p — tj'*cos(p)l' 

— 2z'(|'cos ip  + »j'sin (p)  3"(|'sin <p  — »/'cos q>) 

Da  nun  die  Functionen  »/",  /'  für  ip  = 0 und  (jp  = o in  2.  Ord- 
nung verschwinden,  so  ist  der  Toraionswinkel  über  dos  eingeschaltete 
Intervall,  mithin  auch  über  die  ganze  Curvc  genommen: 

a 

9a  = /{ — 2*'(J'coS(p-}-»/'8ini)p)-|-3"(^'8in9  — ij'cos9)]S(p-f-r,9 
0 

Setzt  man 

y,  = B-\-Ii^<p-{-  B^cp^  . 

3j  = C -f-  C^<p  -f-  Cftp* 

K)  ist  die  niedrigste  vorkorameude  Orduung  die  13  te;  von  da  bis  zur 
löten  entwickelt  ergiebt  sich: 

9a  =/l  — BCpy-i-[(AC-  BjC—  BC\)py<p  — B,Cpp" 

0 

-2(^C’-|-  BC,)p'*]  + [U,  C- BtC+  iBC-i-ACi  — B,  C^—BCtlp'p'y 
-}-(il,C—  2By-By^)pp"cp  — 2lByy-\-BC^-{-A^C-\-BC)p*cp 
- (2B,C, -f /IC, -f- 2.1C, -f- 2.1,  C)/.p']  1 3<p -I- . . . 

nod  nach  teilweiser  Integration,  wo  die  integrirten  Terme  verschwinden: 

9a  = D ^p'*dtp-\-E  f p'*tpdtp  -f- . . . 

Die  Werte  der  Coustauten  sind: 


D = \(By—  BC^)  — \AC 
E = 3/f,C—  äC,  — 4il,C—  .IC,  — }//C 

Kan  bat  man: 

p'*  = 16<p®((p  — o)*|49((p  — «)-}-o*| 
Sabstituirt  man  aep  für  cp,  so  kommt: 


l 


9a  = 16a*®/  {ijp®(l  — g>)*  — 4(p*(l  — (p)’j  (D-\- Eaep)dq> 
0 


16o«|/3 


r(r7)» 

_iö’l  . £| 

fn  rs 

4r8r9\i 

1 f 14 

ri6  J + ' 

i,  /15 

ri7  )] 
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Hoppe:  üeber  PttralUUn  geschloseener  Curven, 


Demnach  hat  eine  Deformation  eines  anendlich  kleinen  Stücks 
eines  Kreises,  bei  beständig  festgchaltener  Stetigkeit  der  Tangente, 
der  Sebmiegungsebene  und  der  Torsion,  im  allgemeinen  (d.  b.  wenn 
D nicht  null  ist)  eine  äusserst  kleine  Aenderung  15tcr  Ordnung  im 
Torsionswinkel  zur  Folge,  und  eine  Parallele  mit  der  deformirten 
Curve  trifft  nach  Umlauf  in  äusserst  kleiner  Entfernung  vom  Anfang 
die  anfängliche  Normalebcne. 

Es  wird  sich  nun  zeigen,  dass,  wenn  man  von  einer  doppelt  ge> 
krUmmten  Curve  aasgeht,  der  Einfluss  der  Deformation  unter  sonst 
gleichen  Umständen  wesentlich  grösser  ist.  Im  vorigen  Falle  näm- 
lich war  der  Einfluss  der  in  p linearen  Terme  noch  null,  und  wir 
mussteu  bis  zu  2.  Potenz  von  p,  p',  ...  fortentwickeln;  dies  ist  hier 
nicht  mehr  der  Fall. 


Die  Urcurve  sei  «,  die  deformirte  , das  deformirtc  Stück  er- 
strecke sich  von  « = 0 bis  » = e.  Innerhalb  dieses  Intervalls  seien 
die  Coordinaten  des  laufenden  Punkts  von  <j: 

= yi  — y+’j; 


Die  Osculation  3.  Ordnung  an  beiden  Enden  wird  stattfinden,  wenn 
man  setzt: 


i — p(o-fa,«-f .. .) ; 
Zur  Abkürzung  sei 


Si“ 


p “ — e)^ 

?l  „ ^ j.  ^ 

8»  ’ “ da  ' « “ da 


und  der  Accent  bezeichne  die  Differentiation  nach  t. 

Die  erste  Differentiation  ergiebt: 

die  Quadratsumme,  mit  Weglassung  der  höhem  Potenzen  von  p : 

= l + äf/li+yiJi-l-Äf,) 

woraus: 

= 1— 

und  nach  Mnltiplication  mit  (7): 

fl  = /’+li— 

9i  “ 

*1  “ A+ti— 
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Nach  neuer  Differentiation  erhält  man: 

/(/ll +?*?!+ Afi)' 

9i  *=  9'-\-Vi — ?'(/?! + 

“ *’+?!* 


and  als  Quadratsninme : , 

(I?)  = ^ + ^(f%'+9'Vs+h%')  - ms+9Vi  +Hs) 

woraus : 

hiermit  die  vorigen  Gleichungen  multiplicirt  giebt: 

fl  = f'+ii'-nfV+9'Vi'+h%')-f(fis+9Vi  + hts)' 

Al'  ” + 

Ans  den  Richtangscosinns  der  Tangente  und  Hanptnormale  findet  man 
auf  bekannte  Weise  die  der  Binormale,  deren  erster  lautet: 

h = l-mi-\-grii  + K,)-l{f'V-\-g'sii'+h%') 


9'  Vi 

A'  f, 

nnd  nach  neuer  Differentiation  (nebst  Vorzeichenwccbsel): 


A'  = r|l-(/fi  + <7»?i+A{:, )-(/'{, '+A,'+A'J/)1®' 


+ *(/'Si4-ff’?i+Ati)'+^(/’'fi'+ff'’?i'+A'fi')' 


9 Vi 
A ti" 


Vt\ 

ii\ 


^f\l-(fi^  +9Vi+Hi)-(fV+9’Vi’+'‘V)l»' 

+ ^f'(^i  +fi”) + (^'~h  A)  (»li  + Vi")  + (iA'—  g)  (tj  + fl") 

+ !(1  -f*-fi*)Si-if9+f'9‘)rii-  (/A+f'A')fi'l^' 

+ \(ff'-ff')Si  + (9f'-f9')Vi  + i>^f'-fl^')ii  1^' 

=/1[l-2(/'li'+/i,i'+A'fiO]ö'+/(«,4^i'')-H»(%+%'')-|-«(ti-Ki'’)l 

+{,'<^-A/{,  + <7i?,+Afi)''»' 


Dies  dividirt  durch  den  obigen  Wert  von  /■,'  giebt: 
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+ i (£j  + 5i”) + v") + "(Si  "1"  fi") 

oder: 

9d,  = 0^+0(ifj'+nn;i'+nfi') + + 


und  integrirt  von  « = 0 bis  * =■  e,  wo  der  zweite  Term  der  Rechten 
verschwindet: 


(8) 


Nimmt  man  den  Anfang  des  Bogens  s zum  Anfang  der  xyz,  die 
Tangente,  Haupt-  und  Binorraale  dieses  Anfangs  bzhw.  zu  den  Axen 
der  X,  y und  *,  und  entwickelt  die  Coordinaten  nach  Potenzen  von  * 
bis  zur  vierten,  so  erhält  man,  wenn  der  Kürze  wegen  die  Anfaugs- 
werte  von  9'  und  *'  und  die  der  Derivationen  mit  *,  *'  und  f»,  (*', 
ft"  bezeichnet  werden: 


X 


Gfi»"*"  8n* 


y=  ö7.— 


ft'*3 


2ft  6fi* 


z 


3ft'»\  s* 
ft*  / 24fi^ 


und  nach  zweimaliger  Differentiation  erst: 


dann : 


1 i_  8'*^ 

^ 2>»"^  2ft« 


g -= 

h = 


« 

f* 


3ft'^ 

>'*  /6fi» 


t 

»' 

g' 

f 


* 3^'*» 

fl*"*"  2u‘ 


3ft;*\  ^ 

7*  Jv 
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woraus  durch  Determinanteubildung: 

^ tu*  /h'  Xfi'\ 

»'  “ 2f.>+  \3 

' _ _*1 
^ ) 2^» 


Dies  cingoführt  giebt  bis  zu  erster  Potenz  von  t: 

*K»')  — p(ö+£»)3» 


D = 


f** 


’r') + ^ + ¥’) 

und  nach  Gl.  (8)  erhält  man; 


9j  — »—fp{D  + E»)d^  = e^fs*{l—s)*(D  + Ee»)d« 
0 0 


“ \ ^ rio  + ^ rii 


6.30 


(D+iKe) 


Die  Differenz  &j  — 9 bleibt  offenbar  nngeändert,  wenn  » über 
das  defonnirte  Intervall  hinaus  variirt.  Sind  also  die  Parallelen  der 
Urenrve  gtrschlossen,  so  drückt  die  gefundene  Unendlichklcine  9.  Ord- 
nung den  Bogenabstaud  des  Endes  der  Parallele  vom  Anfang  naeh 
Deformation  für  die  Einheit  des  Radius  aus,  sind  jene  es  nicht,  den 
Zuwachs  des  Bogenabstands. 
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Werner:  Ort  der  KinJalUpunhte  von  Strahlen^  die  concentrische 


VII. 

Bestimmung  und  Untersuchung  der  Curve, 
welche  die  Punkte  verbindet,  die  auf  concentrischen, 
reflectirenden  Schalen  liegen  und  der  Bedingung 
genügen,  dass  die  von  einem  festen  Punkte  aus- 
gehenden Lichtstrahlen  daselbst  so  reflectirt  wer- 
den, dass  sie  alsdann  durch  einen  zweiten  festen 
Punkt  gehen. 

Von 

Honn  Wilhelm  Werner, 

Assistent  im  KOnigl.  gcodfttischen  Institut. 


Im  Arbeitsplan  des  Kgl.  preussischen  gcodiUischen  Instituts  war 
für  den  Sommer  1878  die  Verbindung  Helgolands  mit  dom  Festlando 
durch  ein  trigonometrisches  Nivellement  vorgesehen.  Zu  diesem 
Zwecke  wurden  auf  den  Stationen  Helgoland,  Neuwerk  und  Wange- 
rooge gleichzeitige  und  gegenseitige  Zonithdistanzen  gemessen*). 
Als  anzuvisirendo  Objecte  diente  auf  allen  3 Stationen  Heliotropen- 
licht.  An  einzelnen  Tagen  der  Bcobachtuugspcriode  sah  man  im 
Fernrohr,  ausser  dem  vom  Heliotropeuspiegcl  reflectirten  Sonnen- 
bilde, noch  ein  zweites  Bild,  vertical  gegen  das  erstoro  verschoben 
und  in  grösserer  Zonithdistanz  als  das  Hauptbild,  auftauchen. 
Boi  cntsprechendeu  Beobachtungen  auf  dem  Festlando  sind  zuweilen 
ähnliche  Erchoinungen  wahrgenoramen,  und  zeigten  sich  die  Ncbcn- 
bildcr  nicht  nur  in  vcrticaler,  sondern  auch  in  horizontaler  Richtung 
gegen  das  Hauptbild  verschoben.  In  letzterem  Falle  ist  die  Ent- 


•)  Vergleiche  hierüber  „Gcneralbcricht  pro  1878“. 
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stehang  der  Ncbenbilder  rein  auf  Luftspiegelung  zurückzuführen*). 
In  ersterem  Falle  wurde  die  Entstehung  der  Nebenbilder  durch  rein 
örtliche  Verhältnisse  bedingt,  indem  eben  die  Bcobachtungsstationen 
auf  Inseln  liegen,  die  zwischen  sich  die  Mecresfläche  haben,  so  dass 
das  Nebenbild  aufznfassen  ist  als  entstanden  durch  nochmalige  Re- 
flexion auf  dem  Meeresspiegel.  Da  nämlich  von  allen  Punkten  der 
Sonne  Strahlen  auf  den  Spiegel  des  Heliotropen  fallen,  so  wird  auch 
ein  kleines  Sonnenbild  entstehen  für  alle  die  Punkte,  welche  inner- 
halb eines  Kegelmantels  liegen,  dessen  Spitze  im  Heliotropenspiegel 
liegt  und  dessen  Spitzenwinkel  gleich  ist  dem  scheinbaren  Sonnen- 
durchmesser. Schneidet  also  die  Mecresfläche  diesen  Strahlenkegel, 
so  wird  es  auch  einen  Punkt  der  Meeresoberfläche  geben,  in  welchem 
das  Licht  so  reflectirt  wird,  dass  der  reflectirte  Strahl  durch  den 
Beobachtungsort  geht,  durch  welchen  auch  die  vom  Heliotropenspiegel 
reflcctirtcn  Strahlen  direct  gehen. 

Es  waren  die  Objecte  gegenseitig  nur  in  Folge  der  Refraction 
des  Lichtstrahls  sichtbar,  so  dass  das  Object  an  einzelnen  Tagen 
scheinbar  ans  dom  Wasser  emporstieg.  Anfangs  wurde  es  noch  teil- 
weise durch  die  Mecrcswellen  verdeckt.  Bei  zunehmender  Refraction 
oder  beim  Fallen  des  Meeresspiegels  verlor  dann  das  Hauptbild  seine 
im  allgemeinen  scheibenförmige  Gestalt  und  wurde  immer  mehr  und 
mehr  in  die  Länge  gezogen,  bis  cs  sich  schliesslich  in  zwei  Bilder 
trennte.  Der  Winkel  zwischen  beiden  Bildern  ist  auf  der  Beobach- 
tungsstation Nouwerk  bis  zu  1'  beobachtet  worden. 

Es  soll  nun  in  folgendem  versucht  werden,  den  Ort  der  Punkto 
zu  finden,  welche  das  von  der  einen  Station  auffallende  Licht  nach 
der  andern  Station  rcflectiren;  und  zwar  unter  der  Annahme,  dass 
die  reflectirenden  Flächen  concentrische  Kugolschalen  sind,  und  dass 
das  Licht  sich  geradlinig  fortbewegt,  also  die  Refraction  unberück- 
sichtigt bleibt. 


*)  Diese  Erscheinungen  sind  am  ausfübrlicbeten  von  Biot  in  seinem  Werke : 
Rcchcrcbes  sur  les  Kefractions  extraordinaires , qni  ont  lieu  prbs  de  l’horison. 
Paris  ISIO.  behandelt,  und  hat  Biot  seine  Besultnte  dann  praktisch  vollständig 
bestätigt  gefunden  bei  seinen  Beübachtnngen  in  D&nkircbcn  zum  Zweek  der 
französischen  Gradroessung. 

Ausserdem  Brandes:  Beobachtungen  und  theoretische  Untersuchungen  aber 
die  Strahlenbrechung. 

Ferner  findet  man  in  versehiedenen  Bänden  von  Gilbcrt’s  Annalen  hierauf 
Beiflglicbes. 
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M'erner:  Ort  rlrr  KinfalUpnnltU  von  StrahUn.  dir  concentrUchr 


Aufgabe : 

Es  seien  drei  Punkte  A,  B,  C,  welche  in  einer  Ebene  liegen, 
fest  mit  einander  verbunden.  Es  sei  C der  Mittelpunkt  concentrischcr 
spiegelnder  Ringe.  In  A befinde  sich  eine  Lichtquelle.  Es  soll  der 
Ort  derjenigen  Punkte  gefunden  werden,  für  welche  die  reflectirten 
Strahlen  durch  den  Punkt  P gehen.  Es  wird  angenommen,  dass  das 
Licht  sich  geradlinig  fortbewegt. 

Nimmt  man  ein  rechtwinkliges  Achsensystem  an,  dessen  Ursprung 
im  Punkte  A ist,  und  dessen  positive  x Achse  durch  den  Punkt  B 
geht,  so  sind  die  drei  Punkte  gegeben  durch  die  Coordinaten 

= 0 B : X = ( Ci  x ^ l 
2/  — Ü y = 0 y = V 

Bio  allgemeine  Gleichung  einer  Geraden  hat  die  Form 

y = ax-\-b 

wo  a die  Tangente  des  Winkels  ist,  den  dio  Gerade  mit  der  x Achse 
bildet,  gezählt  in  dem  Sinne  von  der  positiven  x Achse  über  die 
Richtung  der  positiven  y Achse.  Damit  dieselbe  Gerade  durch  einen 
Punkt,  desseu  Coordinaten  ar,  y,  sind,  gehe,  muss  sein 

y — “ a(*  — »i)- 

Dio  Gleichungen  der  vom  Punkte  A ausgehenden  Lichtstrahleq 
haben  also  dio  Form 

1)  y = ax 
wo  a die  Richtung  des  Strahls  bestimmt. 

Damit  die  reflectirten  Strahlen  durch  den  Punkt  B gehen,  müssen 
sie  der  Gleichung 

2)  y = a\x  — ?) 
genügen. 

Endlich  müssen  die  Geraden,  welche  durch  den  Punkt  C gehen, 
der  Gleichung 

3)  y — r)’^a"(xS) 

.genügen. 

Ist  nun  P ein  Punkt,  welcher  das  von  A auffallende  Licht  nach 
B reflectirt,  so  müssen  seine  Coordinaten  xy  den  Gleichungen  1)  2) 
3)  genügen.  Ferner  müssen  dio  Neigungswinkel  der  3 Geraden  der 
Art  sein,  dass  die  Reflexionsgesetzo  erfüllt  werden:  danach  muss  CP 
als  Normale  <ler  spiegelnden  Fläche  den  Winkel  APB  halbircn. 
Die  Bedingung  hierfür  lässt  sich  wie  folgt  aufstollen. 
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Es  ist 

o'  = o-j-2jJ;  ß = a” — o das  gibt 

o' = — o-|-2o"  oder  2(«"=o-l-a'  oder  auch 


2tgtt"  ^ tg«4-tgu'  . 

' 1 — tgV' 1 — tgo.tgo' ' 

fflr  die  Tangenten  die  entsprechenden  Werte  aus  den  Gleichungen  1) 
2)  3),  nämlich 

tg  ct  = fl  ; tg  n'  = a'  ; tg  et"  = n"  gesetzt,  gibt 


5) 


2a"  fl-|-a' 

1 — fl"*  1 — flo' 


oder 


2n*(l  — aa')  = (1  — a"*)(a4-a') 


Diese  Bedingung  muss  erfüllt  sein,  damit  im  Punkte  P die  von  A 
auffallenden  Strahlen  nach  B reflectirt  werden. 

Aus  den  Gleichungen  1)  bis  3)  erhält  man 


a = 


y 

x-V 


’j—y 
X — i 


Setzt  man  diese  Werte  in  Gleichung  5)  ein , so  erhält  man  eine 
Gleichung  zwischen  x und  y,  welche  dann  den  Ort  aller  Punkte  P 
bestimmt. 


Es  entsteht  dann 

oder 

{zy-\-y{x  — f)]  [(iE —I)*  — (y  — »))*]  = 2(y  —ti)(x  — i)  [a:(x  — f)  — y*] 

Löst  man  die  Klammem  auf  und  fasst  die  entsprechenden  Glieder 
zusammen,  so  erhält  man  folgende  nach  Potenzen  der  Veränderlichen 
I,  y geordnete  Reihe 

6)  2x*i,  4-  y*(£-  2i ) + x>y(t- 2{) + 2y*x,j + 2xy(f»  - ,,*)  - 2x*n(H-f) 
+ 2y^y(S-S)  + 2x£S^-yi(i»-tl»)  = 0 
welche  zur  Bestimmung  der  einzelnen  Punkte  P dient. 

Die  Bedingnug  dafür,  dass  die  von  A ans  in  P auffallenden 
Strahlen  nach  B reflectirt  werden,  kann  noch  auf  andere  Weise  auf- 
gestellt  werden.  Halbirt  nämlich  die  Gerade  CP  den  Winkel  APB, 
so  müssen  auch  die  von  C auf  die  Geraden  I und  II  gefällten  Nor- 
malen einander  gleich  sein. 


GO 


VKerner;  Ort  der  Einfallspunkte  von  Strahlen,  die  concentrische 


Ist  eine  Gerade  bedingt  durch  die  Gleichung 
y = ax-\-b 

SO  muss  eine  Gerade,  welche  zur  ersten  normal  ist  und  durch  den 
Punkt  C geht,  der  Gleichung 


y—n 

X — I a 

genügen.  Fällt  man  von  einem  Punkto  eine  Normale  auf  die 
Gerade,  so  ist  die  Länge  der  Normalen  bestimmt  durch 

p — (ij — y)cosa  — (£ — x)sina 

oder  auch 


-iL. 

COSa 


also  ist 


IJ— — (f  — ®)tgo 


und 


coso  = 


1 

yi+ig»« 


r/  — y—(i  — x)tga 

yi  + tg*a 


üm  die  Länge  der  Normalo  p von  C auf  I zu  erhalten,  hat  man 
tg«  = a zu  setzen,  und  dem  Werte  von  y = 0 entspricht  x = 0,  da 
I durch  den  Ursprung  geht,  also 


7) 


r/  — Io 

vnFa* 


und  um  den  Wort  der  Normale  von  C auf  II  zu  erhalten,  ist  tg«  = a' 
und  für  y = 0 der  entsprechende  Wert  x = f zu  setzen,  gibt 


p//  -= 


y—(i—SW 

yr+a“ 


Setzt  man  nun  pi  = pn  und  führt  für  o und  a'  die  entsprechenden 
Werte  aus  Gleichung  1)  und  2)  ein,  so  erhält  man 

y t ^ tt  y\ 

Löst  man  diese  Gleichung  auf  und  reducirt  nach  fallenden  Potenzen 
von  X und  y,  so  erhält  man  die  Gleichung  6),  wie  sie  oben  gefun- 
den ist. 

Ein  dritter  Weg  zur  Herleitnng  der  Gleichung  für  die  Punkte  P 
ergibt  sich  durch  folgende  Betrachtung: 
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Damit  die  im  Punkte  P von  A aus  cinfallenden  Strahlen  nach 
ß reflectirt  werden,  muss  die  Gerade  CP  den  Winkel  APIi  halhircu. 


Da  nun  bei  der  Ellipse  die  Normale  für  einen  Punkt  derselben 
den  Winkel,  den  die  beiden  Leitstrablen  in  diesem  Punkte  bilden, 
halbirt,  so  kann  auch  P angesehen  werden  als  Punkt  einer  Ellipse, 
deren  Brennpunkte  in  A und  B liegen.  Es  läuft  also  die  Aufgabe 
darauf  hinaus,  den  Ort  aller  Punkte  zu  finden,  die  einzeln  confocalen 
Ellipsen  angehören  und  die  der  Bedingung  genügen,  dass  die  in  die- 
sen Paukten  errichteten  Normalen  der  Ellipsen  alle  durch  einen 
festen  Punkt  C gehen. 


Gezeichnet  man  die  Halbachsen  der  Ellipse  mit  a und  b,  welche 
Werte  mit  den  unter  diesen  Buchstaben  früher  bezeichneten  Werte 
nichts  gemein  haben,  und  die  Exentricität  der  Ellipse  mit  c,  so  dass 
eben  c*  = o* — 1*  ist,  dann  ist  die  Gleichung  der  Ellipse,  bezogen 
auf  den  einen  Brennpunkt  als  Ursprung,  von  der  Form 


9) 


(x  — c)>  y' 


+ 


4* 


Die  Gleichung  der  Normale  einer  Curve  ist 


wo  eben  XY  die  laufenden  Coordinaten  der  Normalen,  und  xy  die 
Coordinaten  der  Curve  sind.  Aus  9)  ist 


eingesetzt  gibt 


(ix y a* 

dy  X — c 4* 


Y-y  = y 


X—c  ^ 
X — c 4* 


Die  Bedingung  ist,  dass  die  Normale  durch  den  Punkt  C geht,  also 
muss  die  Gleichung  der  Normale  auch  bestehen  für  und  AT=f ; 
eingesetzt  gibt 

im  » “* 

10)  r,-y~y~^^ 


als  Gleichung  der  gesuchten  Normale. 

Eine  ähnliche  Gleichung  würde  man  erhalten  für  eine  Ellipse 
mit  den  Halbachsen  a'b’  und  den  Coordinaten  x’y’. 

Eliminirt  man  non  ans  Gleichung  9)  und  10)  die  Werte  a und  4, 
so  erhält  man  zwischen  x und  y die  Gleichung  der  gesuchten  Curve. 

Die  Exentricität  e ist  constant  für  alle  Ellipsen. 
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Setzt  man  der  Kürze  halber 
{x  — c)*  ■=■  A 

so  erhält  man  aus  9)  und  10) 


(ij— y)(a  — e)  = C 
yK\-x)  = U 


A 


C 


a 


D 

Ä*  “ 


0 


und  aus  diesen  beiden  Gleichungen 


oder 


AD+BC  j ,,  AD+BC 
X und  A*  = V. 


Setzt  man  nun  für  A,  B,  C,  D die  Werte  zurück  und  streicht  den 
gemeinschaftlichen  Factor  y{x  — c)  hinweg,  so  erhält  man: 

— Jf)({  — i)  -=  [(>)  — y)(a:  — c)  — — i)][(i— o)(f— i)  + y(»7 — y)] 

Diese  Gleichung  aufgelöst  und  nach  fallenden  Potenzen  von  x and  y 
geordnet  gibt 


-f-a:»?£2c  — yc(£*  — 7]*)  =0 

Nun  ist  ja  aber  die  Ezcentricität  c ■=  g.  Setzt  man  diesen  Wert 

ein,  so  erhält  man  wieder  die  Gleichung  unter  6). 

Bei  der  Herleitung  der  Gleichung  6)  ist  über  die  Lage  von  C 
keine  die  AUgomoinheit  einschränkende  Annahme  gemacht  Nimmt 

man  nun  an , dass  C von  A und  B gleichweit  entfernt , also  £ = g 
ist,  so  gebt  die  Gleichung  6)  über  in  folgende: 

11) 

2xh]-\-2y*xr)  + 2xy(^  — ri*^  — 3x*til  — y^tii-{-xj^tl  — yt(^  — tl*^  = 0 

Diese  Gleichung  3.  Grades  zerfällt  daun  in  eine  Gleichung  ersten 
und  eine  Gleichung  zweiten  Grades.  Die  Gleichung  ersten  Grades 
stellt  eine  Gerade  dar,  deren  Gleichung  ist 

12)  X - I 
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sod  dividirt  man  11)  durch  x — g,  so  erhält  man,  nachdem  man  noch 
den  gemeinschaftlichen  Factor  2 fortgelasseu, 


13) 


— 0 


Dies  ist  offenbar  die  Gleichung  eines  Kreises,  dessen  Mittelpunkt  die 
Coordinaten 


X 


2 


und  y 


rf- 


r* 

4 


hat.  Es  wird  die  Gleichung  13)  erfüllt  für  x = 0 und  y = 0,  also 
ist  der  Radius  des  durch  13)  bestimmten  Kreises  bestimmt  durch 


Die  Gleichungen  6)  resp.  12)  und  13)  geben  den  Ort  aller  Punkte, 
die  mathematisch  den  Bedingungen  der  Aufgabe  genügen.  Jedoch 
geben  nicht  alle  Punkte  reelle  Bilder  im  Punkte  B.  Fasst  man  die 
Aufgabe  dabin,  dass  nur  an  der  äussern  Begrenzung  der  concen- 
trischen  Schalen  Reflexion  der  von  A auffallenden  Lichtstrahlen  statt- 
ündet,  so  genügen  nur  diejenigen  Punkte  der  Curvc,  die  innerhalb 
des  Dreiecks  ABC  liegen.  Alle  Punkte,  deren  Ordinaten  y grösser 
als  n oder  für  welche  y negativ  ist,  geben  nur  dann  reelle  Bilder  in 
B,  wenn  die  Reflexion  an  der  iunern  Begrenzung  der  concentrischen 
Schalen  statttindet.  Alle  übrigen  Punkte  geben  kein  reelles  Bild  im 
Punkte  B.  Für  alle  diese  Punkte  gehen  die  reflectirten  Strahlen 
nur  rückwärts  verlängert  durch  B.  Construirt  man  die  der  Gleichung 
6)  entsprechende  Corve,  indem  man  für  die  Werte  itji  die  Verhältnisse 

15)  1 = 4;  i)  = 10;  J = 10 

annimmt,  so  erhält  man  eine  Curve  von  der  Form  der  P'ig.  2. 

Will  man  die  durch  Gleichung  6)  gegebene  Curve  auf  ihre  un- 
endlich entfernten  Punkte  und  Asymptoten  untersuchen,  so  bringe 
man  Gleichung  6)  auf  Polarcoordinaten,  indem  man 


* = r . cos  <p 
y = r . sin  (p 

setzt.  Alsdann  erhält  man  eine  Curve  wieder  vom  dritten  Grade  für 
r and  tp. 

V 
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Allo  Geraden,  welche  die  Curve  in  einem  unendlich  entfernten 
Punkto  schneiden,  sind  unter  eiuauder  {larallel.  Die  Richtung  dieser 
Geraden  erhält  man,  wenn  man  die  Gleichung  der  Curve  durch  Polar- 
coordinateu  ausgedrückt,  nach  falleuden  Potenzen  von  r ordnet,  dar- 
auf durch  die  höchste  Potenz  durchdividirt  und  hierauf  r — oc  setzt. 

Fuhrt  man  diese  Manipulationen  aus,  so  erhält  man  zur  Bestim- 
mung von  tp  die  Gleichung 

2ij cos V + (f — 2J)  siu’ip -|-  (f—  2^) cos^ip  sing?  -V  sin*go  cos7>  — 0 
oder  auch 


16) 


(J— 2f)tgV 2;)tggp-f  2»;tg*gi-f-2»;  = 0 oder 
tgV  + tg  V -f  tg  g.  -f  ^ ® 

2ij 


oder  tggp  = 3 und  der  Kürze  halber  durch  G bezeichnet 

s’-f  C?.j*+i+G’  = 0. 

Dieser  Gleichung  genügt  der  Wert  —G  für  i. 


Dividirt  man,  um  die  obigen  Werte  zu  erhalten,  die  Gleichung 
durch  z-f-G,  so  erhält  man  die  Gleichung 

a*-j-l  = 0 oder  a ~ i. 


Also  hat  die  vorliegende  Gleichung  nur  einen  unendlich  ent- 
fernten Punkt,  die  übrigen  zwei  sind  imaginär.  Die  Richtung  der 
Geraden,  welche  die  Curve  in  dem  unendlich  entfernten  Punkte 
schneiden,  ist  bestimmt  durch 

Qtj 

17)  z = — G oder  tg<p  =•  — 

Führt  man  die  Werte  aus  Gleichung  15)  ein,  so  erhält  man 
tp  = 950  42'  38". 

Um  die  Gleichung  der  Tangente  im  unendlich  entfernten  Punkte 
der  Curve  zu  bestimmen,  ist  erst  die  allgemeine  Gleichung  der  Tan- 
gente aufzustellen. 

Die  Gleichung  der  Tangente  hat  die  Form 

wo  XY  die  laufenden  Coordinaten  der  Tangente  und  xy  die  Coordi- 
naten  der  vorliegenden  Curve  sind. 

'V 
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Ist  F(xy)  = 0 die  Gleichung  der  Curve,  und  versteht  man  unter 
F'(x)  und  F'(y)  die  partiellen  Ableitungen,  so  hat  die  Tangenten- 
gleichung die  Form 

Y—y=  — ~~(X  — x)  oder 

YF'iy)-irXF'{x)  = yF'(y)-\-xF'{x) 

Hat  man  aber  eine  homogene  Function  vom  n.  Grade,  so  ist 

yF\y)-\-xF'(x)^nF{xy). 

Dasselbe  findet  auch  statt,  wenn  die  Function  nicht  mehr  homogen 
ist,  denn  alsdann  kann  mau  die  vorliegende  Gleichung  als  Summe 
homogener  Functionen  aufl’assen  und  es  ist  daun 

18)  F{xy)  = fHi.ry)-\-fH-\{xy)  . . .fi{xy)-\-fii{xy)  — 0 

wo  eben  f„-p{xy)  die  Summe  der  iu  der  vorliegenden  Gleichung  vor- 
koramonden  Glieder  der  n—p.  Ordnung  ist 

Also  ist  dann 

yF'{y)-\-xF'(x)  — nfn{xy)-\-{n  — X)fn-\(xy)-\-  . . . 1 ./i(*g) 

Ans  Gleichung  18)  ist  aber 

Mxy) {/■«-i(a:y)+  . . . fi{xy)+ft){xy)) 

Oder  auch 

“ — [l/»-l(a-j)-f  2/’H_2(!cy)  ...  (n— l)/i(ity)-}-n/o(ii:y)] 

gibt 

YF’{y)+XF'(x)-\-f,,-l{xy)-^ifn-t(xy)  . . . -Sf-(n-\)f^{xy)-\stUxy)  - 0 

dieses  ist  dann  die  allgemeine  Tangentenglcichnng  fttr  irgend  eine 
Curve. 


In  nnserm  vorliegenden  Falle  ist  n — 3 und  das  Glied  f(^{xy) 
flUlt  fort,  da  in  Gleichung  6)  kein  absolutes  Glied  vorkommt. 

Bestimmt  man  die  Werte  F'(x),  F' (y)  ■.  f^{xy)  x ff^xy)  aus  Glei- 
chung 6)  und  setzt  die  so  erhaltenen  Werte  oben  ein,  so  erhält  man 
als  Tangentenglcichung  der  Curve  die  Gleichung: 

19)  r[3],»{J-2|)-l-**(£-2l)-|-4x3,i,-|-2*({»-i,»)-Hy>)(£-0-t«*-»»*)] 
-|-jr[6*»»/-f-2®i,(f-2f)-}-2i,»j?-l-2y(s*-»;»)-4*i?(|-l-i)-l-2£|»j] 
-f2zy(J*-ij*)-2x»,(|-l-£)-l-2g*t?(|-£)-f4i£|tj-2*f(4*-i,*)  = 0 


Um  nun  die  Tangente  für  den  unendlich  entfernten  Punkt  zu 
erhalten,  bat  man  wieder  Polarcoordinaten  einznftthren,  die'Gleichung 
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nach  Potenzen  von  r zu  ordnen,  darauf  durch  die  höchste  Potenz 
von  r durchzudividiren  und  hierauf  r = x zu  setzeu.  Führt  man 
diese  Manipnlationen  durch  und  dividirt  noch  durch  cos*<p  durch,  so 
erhält  man 

20)  y[3(  J-2^)tgV-H»jtgqP+(t-2^)]+^[2,;tg»H-2(f-  2|)tgv+6i)] 

+2t!(|-{:)tgV+2U*-r)‘')tg<)p-2,/(^+ä:)  - 0 

als  Gleichung  der  Tangente  für  den  unendlich  entfernten  Punkt. 

Den  Wert  von  tgcjp  kennt  man  nun  aus  Gleichung  17). 

Setzt  man  diesen  Wert  ein,  so  erhält  man,  nachdem  man  die 
entsprechenden  Glieder  zusammenfasst 


■ 4«*  r Hn*  1 »j* 


als  Gleichung  der  Tangente  im  unendlich  entfernten  Punkte. 

Es  ist  diese  Gerade  bestimmt,  indem  man  ihre  Schnittpunkte  mit 
der  X und  y Achse  bestimmt,  indem  man  das  eine  mal  K = 0 und 
sodann  X = 0 setzt. 

Fuhrt  man  die  Werte  aus  Gleichung  15)  ein,  so  erhält  man 
101  y+ 1010  A+ 5300  = 0 

oder  für  K = Ü ist  A = 5 . 248  und 
für  A = 0 ist  y=  52.48 

welches  dem  Werte  aus  17)  tg(p  — 10  entspricht. 


Aus  Gleichung  19)  kann  mau  nuu  gleich  die  Werte  bestimmter 
Tangenten  herleiteu.  Dividirt  man  mit  dem  Klammerwert  von  1' 
durch,  so  erhält  mau  in  dem  Quotienten  von  X den  Wert  der  nega- 
tiven Tangente  des  Winkels,  den  in  Rede  stehende  Gerade  als  Cur- 
ventangente  mit  der  Y Achse  bildet.  Um  diejenigen  Punkte  der 
Linie  zu  finden,  deren  Tangenten  der  X resp.  F Achse  parallel  sind, 
hat  man  dann  diesen  Quotienten  = 0 resp.  = oo  zu  setzen  und  er- 
hält dann  eine  Gleichung  vom  zweiten  Grade  zwischen  x und  y, 
deren  Werte  auch  der  Gleichung  G)  genügen  müssen,  also  ist  somit 
X und  y bestimmt. 

So  erhält  mau  aus  Gleichung  15}  für  die  Punkte  der  Curve, 
deren  Tangenten  parallel  zur  X Achse  sind,  die  Coordinaten 

*■ 
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X = 4.3  und  y — 10.028 

DDll 

x = 2.3  „ y 1.099 

Die  Gleichung  6)  wird  erfüllt,  wenn  man  x = 0 und  y =■  0 setzt, 
also  ist  der  Ursprung  oder  A ein  Punkt  der  Cnrve.  Ebenso  wird 
die  Gleichung  6)  erfüllt  durch  die  \\  erte  x = y = »/  und  i = E 
Dod  y 0,  also  sind  auch  C und  B Punkte  der  Curve. 

Es  soll  nun  die  vorliegende  Cnrve  auf  Doppelpunkte  untersucht 
werden. 

Ist  ein  Doppelpunkt  vorhanden,  so  müssen  durch  diesen  Punkt 
ach  zwei  Tangenten  an  die  Curve  ziehen  lassen,  also  muss  die  Glei- 
cbong  der  Tangente  für  den  in  Rede  stehenden  Punkt  vom  zweiten 
Grade  sein. 

Für  irgend  einen  Punkt  der  Curve  ist  der  Winkel  den  die  Tan- 
gente für  diesen  Punkt  mit  der  x Achse  bildet,  bestimmt  durch 

dx~  F'(y) 

Damit  ein  Doppelpunkt  vorhanden  ist,  muss  die  rechte  Seite  der 
Gleichung  die  unbestimmte  Form  {{  annehmen.  Ist  dies  der  Fall,  so 
erhalt  man  zur  Bestimmung  der  Tangente  in  dem  fraglichen  Punkte 
die  Gleichung 

'FVv"(*y)tg*v-f-2F„"(xy)tgt-f  Fxx"(xy)  = 0. 

Oder  wenn  man  die  Monge’schen  Bezeichnungen  einführt 

* , l/**  Tt  — * iV«* Tt 

22)  tgt  = — - ± ^ -g  - oder  tgt  j 

wo  t die  2.  partielle  Ableitung  erst  nach  x und  dann  nach  y von  F(xy)^0 


t 11  11  y y 11  11 

11  11  11  11  11  11  ® *11  11 


Also  ein  Doppelpunkt  muss  so  beschaffen  sein,  dass  seine  Coor- 
dinaten  einmal  der  Gleichung  6)  genügen;  sodann  müssen  dieselben 
auch  die  ersten  partiellen  Ableitungen  der  Gleichung  6)  einzeln  zu  0 
machen. 

Die  Kiammerwerte  von  Y und  X ans  Gl.  19)  sind  nun  nichts 
weiter  als  die  partiellen  Ahlcitnngen  nach  y und  x.  Es  werden  diese 
Werte  zu  0 für 

23)  x = 4 und  y ■=  »/• 

Also  ist  ' Punkt  C ein  Doppelpunkt  der  Curve.  Da  die  durch 
Glcichnne  ''ne  Cur  vom  dritten  Grade  ist,  so  kann  sie  nur 
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einen  Doppelpunkt  haben;  denn  hätte  die  Cnrve  2 Doppelpunkte,  so 
würde  eine  Gerade  dnrch  diese  2 Punkte  gelegt,  die  Curvc  in  4 
Punkten  schneiden,  da  ja  die  Doppelpunkte  doppelt  gezählt  sind,  je- 
doch eine  Gerade  kann  eine  Curvc  dritter  Ordnung  höchstens  in  3 
Punkten  schneiden. 

Um  nun  tgr  zu  bestimmen,  ist  in  nnserm  Falle 

, 2z({:- 2|) -f  4y7, -f  2(1*  - V,*) 

r ~ 12*y+2y(f-2|)-4i?(f-f  I) 
t = 6y(f— 2t)-f-4*y-l-4y(l  — 

Nach  23)  bat  der  Doppelpunkt  die  Coordinaten  i — {;  y = »j.  Setzt 
man  diese  Werte  ein,  so  erhält  man 

2(V+?t-^*) 

r - -2,(f-2^) 
t = 2r,(i-2l). 

Setzt  man  diese  Werte  in  Gleichung  22)  ein,  so  erhält  man 


24)  tgx 


Unter  Berücksichtigung  des  speciellcn  Falles  ans  Gleichung  16)  ist 
dann 

t = 4®  34'  26"  und  x = 94«  34'  52". 

Kennt  man  nun  den  Radius  der  rcflectirenden  Kugel,  so  sollen 
die  Coordinaten  der  spiegelnden  Punkte  P bestimmt  werden.  Die  Kugel 
wird  dnrch  die  Ebene,  die  durch  A und  B und  den  Mittelpunkt  C 
der  Kugel  geht,  in  einem  grössten  Kreise  geschnitten,  dessen  Glei- 
chung k = 0 ist. 

Es  sind  dann  x und  y Functionen  des  Radius  R der  Kugel  und 
der  Coordinaten  S und  t/  des  Mittelpunktes  C.  Es  müssen  nun  die 
Punkte  P,  einmal  auf  der  Curve  durch  Gleichung  6)  gegeben,  so- 
dann auf  dem  Kreise  K liegen.  Beide  Curvcu  schneiden  sich  höch- 
stens in  6 Punkten.  Aus  beiden  Gleichungen  kann  man  x und  y 
dnrch  RSr/  bestimmen  und  erhält  dann  für  x und  y allgemein  eine 
Gleichung  vom  6.  Grade. 

Einfacher  kommt  man  zu  einem  Resultate  auf  folgende  Weise. 

Eine  Cnrve  dritter  Ordnung  wird  von  einer  Geraden  in  höchstens 
3 Punkten  geschnitten.  Hat  die  Cnrve  einen  Doppelpunkt  und  mau 
legt  durch  diesen  Gerade,  so  können  diese  die  Curve  ausserdem 
höchstens  noch  in  einem  Punkte  schneiden.  Im  vorliegenden  Falle 
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fUlt  nun  der  Doppelpunkt  mit  dem  Centmm  dor  Kugel  zusammen. 
Also  läuft  die  Aufgabe  darauf  hiuaus,  diejenigen  Geraden  zu  bestim- 
men, welche  die  Gurre  Gl.  6)  in  gleichen  Entfernungen  R vom  Punkto 
C aus  schneiden. 

Bildet  eine  Gerade,  die  durch  den  Punkt  geht,  mit  der  x Achse 
den  Winkel  <p , so  sind  die  Coordinaten  eines  Punktes  P dieser  Ge- 
raden, welcher  um  R von  C entfernt  ist,  bestimmt  durch 


Damit  der  Punkt  P ein  Punkt  der  Curvc  ist,  müssen  seine  Coor- 
dinaten  auch  der  Gleichung  der  Curve  genügen.  Setzt  man  die  Werte 
von  25)  in  Gleichung  6)  ein  und  führt  die  Mnltiplication  aus,  so 
zeigt  sich,  dass  einmal  die  Summe  der  constanten  Glieder  = 0 wird, 
sodann  werden  auch  die  Cofficienten  von  coa  tp  und  sinip  =0.  Führt 
man  die  Werte  nach  Potenzen  der  cos  und  sin  von  <p  zusammen,  so 
erhält  man  die  Gleichung: 

2i|Ä*cos*^p-|-Ä’{J — 2^)sin®(p-f-Ä*(f — 2£)cos*(p8in<p-l-2Ä*»)sin*(jpcos(p 


25) 


1 = 1 — iZ  cos  9 
y = t]  — Raintp. 


-f{2JZ*{?; — — 2£»//Z*)cos*(p 
4{2R»J‘— 2Ä»iJ— 2Ä*i)»]sin«pcos(p=0 

oder  durch  iZ*cos’(]P  dnrehdividirt 

- 2£)  -I-  tg*9  2Ä7,  -f-  tg  (p  RU  - 2£)  + 2r,R 


C0S(p‘-^  ' • ■ o-r  V» 

Setzt  man  der  Abkürzung  wegen 


R(£-2|)  = A;  2( /,«  + ££- 1»)  -C 
R2ii  — S; 


so  entsteht 


Atg’(p-f  B tg*<p 4-  A tg  ip-f  R = tgV - C.  tg  — 7j 


gibt 


(i-ftg*(p)[Atg(p-f  iz]  =yi-t-tg*<p  tgv— f-'tgep— 


durch  yi-|-tg»y  dorchdividirt  gibt 


Vl-ftg>9[Atg(p-f  R]  — tgV— Gtg«p— 


Digilized  by  Google 


70  Werner:  Ort  der  ßinfalhpunkte  von  Strahlen^  die  concentrUche 


Es  genügt  der  Gleichung  also  der  Wert 

Vl  + = 0 oder  tg  <p  = i 

folglich  sind  2 der  6 Schnittpunkte  imaginär  und  cs  verbleiben  noch 
4 Schnittpunkte. 

Formt  man  dann  die  obige  Gleichung  weiter  um,  so  erhält  mau 
für  tgg>  die  Gleichung 

26)  tgV^*  (l  - %)  + tg*.p  2a(^B+^ 

+ tgV(J3*-C'*+yl=‘  [l  + ^*])-f-tg,>2.4(fi  0 

welche  Gleichung  für  tg(p  noch  4 Werte  liefert. 

Diese  Gleichung  weiter  zu  verfolgen,  ist  in  diesem  allgemeinen 
Falle  nicht  ratsam,  da  bei  bekanntem  Äcj;  die  Glieder  sich  in  ein- 
zelne absolute  Werte  zusammenfassen  lassen  und  dann  für  die  spe- 
cielle  Auflösung  der  Gleichung  26)  rascher  zum  Ziele  führen. 

Kennt  mau  dann  die  Werte  für  tgqo,  so  kennt  man  auch  cos?) 
und  siu()D  und  kann  dann  mit  Hülfe  von  Gleichung  25)  auch  x und  y 
bestimmen. 

Es  ist  aber  dann 

27)  tgo-=--,  tgo'=— ^ oder  auch  tgo'=tg«— 

t f 

Ist  z =•  2 zerfällt  die  Gleichung  6)  in  die  Gerade  ^ = 2 

und  den  Kreis,  so  wird 

tgo'  = — tgOf, 

wie  ja  sofort  einleuchtet 

Würde  man  Gleichung  26)  allgemein  auflösen,  so  würde  man  er- 
halten 

tgqp  =f{RSt]t), 

also  auch  z und  z in  Fnnctiou  von  Ririi,  also  auch 

tgo  = <p{R^i]t)  und  tgo'  = ifiR^vt) 

alsdann  könnte  man  die  Aenderung  von  o und  o'  direct  bestimmen 
für  eine  gegebene  Aenderung  von  R.  Oder  auch  umgekehrt  die  Aen- 
derung bestimmen,  die  R erfährt  für  eine  beobachtete  Aenderung  der 
Winkel  o und  o'. 

Hiermit  wäre  für  die  gemachte  Annahme,  dass  die  Lichttrajectorien 
gerade  Linien  seien,  die  gestellte  Aufgabe  gelöst. 


Schalen  aus  einem  festen  Punkte  narh  einem  zweiten  reflectiren 
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Um  den  beobachteten  Unterschied  der  Zenithdistanz  des  Haupt- 
büdes  und  Xebenbildes  in  die  Rechnung  einführen  zu  können,  reicht 
obige  Durchführung,  welcher  die  Annahme  einer  geradlinigen  Fort- 
bewegung des  Lichtes  zu  Grunde  liegt,  nicht  ans.  Man  weiss  viel- 
mehr, dass  die  Bahn  des  Lichtstrahls  beim  Durchgänge  durch  die 
Atmosphäre  eine  krumme  Linie  ist,  bestimmt  durch  die  Constitution 
der  Atmosphäre.  Also  abhängig  von  Druck  und  Temperatur  und  von 
der  gesetzmässigen  Aenderung  dieser  Grössen  mit  zunehmender  Höhe. 
Würde  nun  die  Gleichung  der  Luftcurve  bekannt  sein,  so  wäre  auch 
die  Gleichung  der  Temperatur  für  einen  beliebigen  Punkt  dieser  Curve 
gegeben,  und  unter  der  Annahme,  dass  die  Spiegelung  auf  einer  Kugel 
statt  hatte,  Hesse  sich  der  Ort  der  spiegelnden  Punkte  nach  den  bei- 
den ersten  Verfahren  wieder  herleiten.  Das  dritte  Verfahren  ist  ohne 
Weiteres  nicht  anzuweuden.  Denn  es  liegen  die  einzelnen  P wol 
noch  auf  Ellipsen,  für  welche  die  Normalen  in  P durch  den  gemein- 
samen Punkt  C gehen,  aber  die  einzelnen  Ellipsen  haben  verschiedene 
Excentricität.  Es  werden  die  Brennpunkte  dieser  Ellipsen  erhalten, 
wenn  man  die  Tangenten,  gezogen  an  die  Lichtcurveu  im  Punkto  P, 
verlängert,  bis  sie  die  Verbindungslinie  von  A und  B schneiden. 

Die  Hauptsebwicrigkeit  besteht  oben  darin,  die  Gleichung  der 
Liebteurve  ans  den  jedesmaligen  meteorologischen  Angaben  zu  be- 
stimmen. Ist  dies  geschehen,  so  könnte  die  Beobachtung  des  Winkels 
zwischen  Hauptbild  und  Nebenbild  dazu  dienen,  dieses  aufgcstellte 
Refractionsgesetz  zu  controUren. 
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August*.  Ut'ber  eine  Vernibjfmeinerung 


VIII. 

Heber  eine  Verallgemeinerung  der  Gauss’aehen 
Methode  der  mechanischen  Quadratur. 


Von 

F.  August  in  Berlin. 


Die  von  Gauss  (Comin.  Gotting.  T.  III.)  gegebene  Methode  der 
mechanischen  Quadratur,  welche  später  vou  Jacob i (Grelle  J.  Bd.  I. 
301  bis  308.)  in  sehr  eleganter  Weise  begründet  ist,  geht  von  der 
Entwickelung  der  zu  integrirenden  Function  in  eine  nach  den  natür- 
lichen Potenzen  der  Variablen  fortschreitende  Reihe  aus.  Hierin 
liegt  eine  gewisse  Beschränkung,  da  man  nicht  im  Staude  ist,  den 
besonderen  Charakter  der  Function  irgend  wie  bei  der  Methode  zn 
berücksichtigen,  selbst  wenn  er  sich  in  der  Reibcnentwickelnug  durch 
das  Fehlen  gewisser  Glieder  bcmerklich  macht.  Es  ist  aber  jene  Me- 
thode mit  gewissen  Modificationen  auch  auf  den  Fall  zu  übertragen, 
wo  die  zu  iutegrirende  Fuuetiou  eiue  Potenzreiho  ist,  bei  welcher  die 
Exponenten  eine  arithmetische  Reihe  bilden,  ohne  dass  cs  nötig  ist, 
dass  dieselben  die  natürlichen,  oder  auch  nur  dass  sic  ganze  Zahlen 
seien;  nur  müssen  selbstvcrstäudlich  die  Integrale  aller  Glieder  der 
Reihe  endlich  sein,  und  hierzu  ist,  wenn  mau  die  Null  als  untere 
Integrationsgrenzc  wählt,  notwendig  und  hinreichend,  dass  alle  Ex- 
ponenten grösser  als  — 1 sind. 

Da  diese  Erwcitcruug  für  die  mechanische  Quadratur  mitunter 
zu  gewissen  Vereinfachungen  führt  und  wenigstens  in  gewissen,  be- 
sonders wichtigen  Fällen  den  Charakter  der  zn  integrirenden  Function 
berücksichtigt,  und  da  sic  auch  in  anderer  Hinsicht  einiges  Interesse 
bat,  so  will  ich  dieselbe  hier  besprechen,  und  zwar  will  ich  zunächst 
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die  J a c 0 b i ’ sehe  Methode  in  der  angedeuteten  Weise  verallgemeinern 
und  dann  das  Problem  in  anderer  Weise  lösen.  Durch  die  Ver- 
gleichung beider  Methoden  ergiebt  sich  eine  bemerkenswerte  Ent- 
wickelung einer  gewissen  Determinante.  Schliesslich  will  ich  einige 
Anwendungen  der  erweiterten  Methode  andeuten.  Bei  dem  ersten 
Teile  habe  ich  cs  für  nötig  gehalten,  auch  solche  Teile  der  Jacobi- 
schen  Arbeit,  die  keiner  Modiheatiun  bedürfen,  zu  reproduciren,  um 
das  Verständniss  nicht  zu  erschweren,  und  da  ich  nicht  ganz  dieselben 
Bezeichnungen  beibehalten  habe.  Ich  bemerke  ausdrücklich,  dass  in 
diesem  Teile  alles,  was  nicht  zum  Zwecke  der  angedcuteten  Erwei- 
terung dient,  im  Wesentlichen  der  Jacobi’schen  Entwickelung  nach- 
gebildct  ist. 


Verallgemeinerung  der  Jacobi’scheu  Entwickelung. 
Sei 

1)  FM  — »1  + . . . , 


wo  II  und  d positive  sonst  ganz  beliebige  Constante  sind,  eine  durch 
eine  endliche  oder  in  dem  zu  betrachtenden  Integrationsgebiet  mit 
Ausschluss  des  Wertes  x — 0 convergente  Reihe  dargestellte  Function 
von  X.  Es  handelt  sich  um  das  Integral 

k 


f 


F(x)  dx. 


Setzt  man 


II) 


^ = f,  a. = «,  (.•  = 1,  2,  3,  . . .) 


SO  wird 

1 _i 

III)  FM  = A— «,J-f  ...)===  V(f) 


also 

IV) 
wo 

V) 


J=‘j'  + • • •)• 


Giebt  man  nun  dem  Argument  x n verschiedene  Werte  x,  x, . . . x«, 

I 

setzt  entsprechend  II)  x.  = und  bildet 


5* 
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Augnnt:  Ufhtr  eine  VeraUgemeinerung 


so  ist 

VIT>  ÜKL  fkW.  L . l . /l^-)  _1  . r 


wo  r eine  für  alle  betrachteten  Argumente  convergente,  nach  ein- 
fachen Potenzen  von  £ fortschreitende  Reihe  ist. 


Entwickelt  mau  jeden  der  Partialbrüche  nach  faUenden  Potenzen 
von  £,  also  z.  B. 


/(£.)  _J_ 


und  nennt  die  Summe  dieser  PartialbrOche  Cr,  so  ist 


m 


V+G, 


und  es  enthält  V die  Glieder  mit  positiven,  U die  Glieder  mit  nega- 
tiven Exponenten. 

Dieselbe  Entwickelung  erhält  man  auch,  indem  man  nach 

fallenden  Potenzen  entwickelt  und  diese  Entwickelung  mit  /(£)  multi- 
plicirt  Hierdurch  kann  man  V darstellen.  Setzt  man 


VIII)  ^ Aj|-(*+2)+  . . . , 

eine  Reihe,  die  bekanntlich  recurrircud  ist,  so  dass  die  Coefficienten 
sich  leicht  bestimmen  lassen,  so  ergiebt  sich  in  der  angedenteten  Weise 

IX)  V =-  ttM  + i A, -f-efH+2(A,  £-}- Aj)-|-fi(H+3(Aj£’‘-l-A,{ Aj) . 

-f  «2«  (A,  A,£"-2  . . . A«)-f-  . . . 

Man  bemerkt  dass,  wenn  die  gegebene  Function  eine  endliche  Reihe 
ist,  diese  Entwickelung  abbricht,  und  zwar,  wenn  die  gegebene  Func- 
tion 2n  Glieder  bat,  mit  dem  zuletzt  hiugeschriebcnen  Gliede. 


Nun  ist 


/(£.)  = 


F{xi) 

_ l 


also,  da 


der  Gaiisa*achen  Methode  der  mechanischen  Quadratur. 
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k 

J F{x)dx 
0 


h£ 


1 


F(x,) 


1 


Setzt  man  also: 


X) 


XI) 


1 

tri  ./  I — £, 
Sii  * <p\li)  « 


di 


Ci 


and 

-j-/*  K£'-J9>(£),«  = zJ, 

n 


30  kommt 

h 

in ) ^ F(x)  fix  = h S c,  F{xi) 

0 

Die  Coustanten  Cj,  c,  ...  c„  sind  nur  von  der  Wahl  der  Argu- 
mente Xi  oder  ii,  sowie  von  /i  und  3 abhängig,  aber  nicht  von  den 
Werten  der  Coeffleienten  a oder  n und  ihr  Wert  kann,  namentlich 
da  <p(J)  durch  (f  — li)  teilbar  ist,  leicht  ermittelt  werden.  Die  For- 
mel XII)  giebt  also  die  Darstellung  des  gesuchten  Integrals  durch 
eine  Snnimc  von  n Gliedern  — deren  jedes  gleich  dem  Werte  der 
Function  F(x)  für  ein  bestimmtes  Argument,  multiplicirt  mit  der 
Grösse  des  Intervalls  A und  einer  von  den  Coefficionten  a unabhän- 
gigen Constanten  ist  — plus  dem  Integral 

Nun  besteht  die  New  ton’ sehe  Methode  der  näherungsweison 
Berechnnng  eines  Integrals  darin,  dass  man  das  Integral  J vernach- 
lässigt, während  in  aller  Strenge  im  Allgemeinen  J nur  dann  Null 
ist,  wenn  die  gegebene  Function  F(x)  nur  aus  n Gliedern  besteht. 

Es  entsteht  jetzt  die  Frage,  ob  man  nicht  durch  eine  besondere 
Wahl  der  Argumente  xi  oder  ii  die  Genauigkeit  möglichst  vorgrössern 
kann.  Da  es  sich  auch  hierbei  um  eine  allgemeine  Methode  bandelt, 
bei  der  die  besonderen  Werte  der  a nicht  in  Betracht  kommen  sollen, 
so  kann  man  diesen  Zweck  erreichen,  indem  man  die  Bedingung  stellt, 
dass  der  Fehler  d unabhängig  von  a«+i,  on-fz  ■ . ■ «2»  sei,  dass  also 
die  Formel  auch  dann  noch  genau  bleibe,  wenn  die  Function  aus  2» 
auf  einander  folgenden  Gliedern  besteht.  Setzt  man  in  die  Formel 
für  d (XI)  den  Wert  von  V ans  IX)  ein,  so  erkennt  man,  dass  die 
gestellte  Bedingung  darauf  hinauskommt,  dass 
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1 i 

f <p{i)  = 0,  J' V 9(S)  di  = 0, 

1 1 

f S'+i<p(i)d;  =0  ...r r'+—2(p({)df  = 0 
0 a 

wird,  oder  wenn  man  setzt 

XIII)  J*-i  <p{S)  ■= 
dass 

1 1 

XIV)  J' il>(S)dS  ■ 0,  J' St(;(«)dS  = 0, 

1 1 

EV(S)<«J  -=0  ...  = 0 

0 0 

Nun  hat  Jacobi  durch  wiederholte  partielle  Integration  eine 
Formel  gewonnen,  welche  für  den  vorliegenden  Zweck  so  geschrieben 
werden  kann: 

f (1)  (2)  (3) 

XV)  uvdi  — u ^ vd\  — V,' ^vdi*-\-u"^vd^^ 1~  • • • 


-{-( — l)™  »*(’") 


(m  + 1)  f IM  + I) 


(») 

wo  tt  und  V Functionen  von  | sind  und  das  Zeichen  vdi^  das 

i-fachc  Integral  der  Function  v zwischen  0 und  | nach  bedeutet; 
so  dass  z.  B. 

(S)  < f f 


Setzt  man  in  XV) 

n = {"‘,  V = 

so  erhält  man  bei  ganzzahligem  m 

i (1)  (2) 


^\”'}\>{l)di  = £"^y^(5)<^|  — 4- l)y^(l)<^s’ h- 

0 

(m+1) 

+ ( — l)"*m!  J iKS)ft|’"- 
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Setzt  man  hierin  der  Reihe  nach  m =■  1,  2,  3 ...  (» — 1)  nnd  nimmt 
znr  oberen  Grenze  1,  so  erbiUt  man  eine  Reihe  von  Relationen,  aus 
denen  man  leicht  erkennt,  dass  die  Glcichnngen  XIV)  ersetzt  werden 
können  dnreh  die  Gleichungen 
XVI) 

(1)  (2)  (8)  («) 
j' = 0,  y* ^(1)4* = 0,  y = 0. . yV(i)di» = o, 

wenn  nach  AnsfUhrnng  aller  Integrationen  f — 1 gesetzt  wird. 

Setzt  man 


so  mnss 


’td),  »'(1),  «"(4) . . . «<»-•'({) 

für  1 = 1 verschwinden,  und 

re(*)(|)  = = |'-‘<p(l) 

sein.  Da  alle  Integrationen  znr  Berechnung  von  n(|)  zwischen  den 
Grenzen  0 und  ^ auszuführen  sind,  so  ist  n(^)  darstellbar  als  Pro- 
duct von  S'“*+"  nnd  einer  ganzen  rationalen  Function  nten  Grades 
von  4,  und  da  für  1 = 1,  t({)  und  die  (n — 1)  ersten  Ableitungen 
von  n(^)  verschwinden,  mnss  Jt(S)  den  Factor  (|  — 1)"  enthalten. 
Also  ist 

wo  c eine  Constante  bedeutet;  diese  Constante  bestimmt  sich  der 
Gleichung  XIII)  entsprechend  so,  dass  der  Coefticiout  des  höchsten 
Gliedes  in  tg(|)  gleich  1 ist,  also 

1 

— 1 -f  27.)  (£ — 2 + 2») : :t  (£ — 2) 

1 — 1)"3 

(f  — 1-|~277)(£  — 2-j-27i)...  (£  — n) 


Mithin  ist 
XVII)  7g(4)  = 
und 

XVIII)  q>(£) 

oder  entwickelt: 
XVIII') 


4*-' d"4'-‘+”(4-l) 

(£  — 1 “I“  2tj)  (£  — 2 -J-  27.)  . . . (f  -|-  7i) 


U-ll  (_£-h»-l  Ki+«-2j  /7.\ 

f£-j-7. — 1)(£-|-7I 2)  ...  £ 


(£-f-27. — 1)(£-|-27i — 2) . . . (e-j-w 
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Augutt:  Utber  eine  Verallgeintincrutig 


Setzt  man  also 


(p(i)  « 0, 


so  erhalt  man  eine  Gleichung  nten  Grades  zur  Bestimmung  derjenigen 
n Werte  für  welche  die  Newton’sche  Näherung  im  Allgemeinen 
die  grösste  Genauigkeit  erwarten  lässt. 

Die  Frage  nach  der  Realität  und  Grösse  dieser  Wurzeln  lässt 
sich  folgendermassen  behandeln. 

Da  rt{l)  für  I = 0 von  der  Ordnung  (t — l + ")i  für  | = 1 von 
der  Ordnung  n verschwindet,  so  muss  für  einen  Wort  zwischen 
0 und  1 (der  weder  gleich  Null  noch  gleich  1 ist)  verschwinden  und 
dabei  sein  Zeichen  wechseln,  und  muss  den  Factor 
enthalten.  Wenn  n — 1 nicht  Null  ist,  ist  auch  t — 2-|-n  sicher 
positiv,  und  n'{i)  verschwindet  auch  für  0 und  1.  Also  muss 
für  zwei  verschiedene  im  Innern  des  Intervalls  von  0 bis  1 liegende 
Werte  verschwinden  und  beidemal  sein  Zeichen  wechseln,  und  muss 
ausserdem  den  Factor  ^''^+"(1 — 1)"~-  enthalten,  also  auch  für  0 
und  1 verschwinden,  wenn  n — 2>0  ist.  Daraus  folgt,  dass  »"(i) 
für  drei  verschiedene  im  Innern  des  Intervalls  liegende  Werte  mit 
Zeichenwechsel  verschwindet  und  die  Factoren  — 1)"~*  ent- 

hält. Durch  «malige  Wiederholung  dieses  Schlusses  findet  man,  dass 
für  n verschiedene  zwischen  0 und  1 liegende  Werte 
von  f verschwinden  muss,  dass  es  aber  den  Factor  (S  — 1)  nicht  mehr 
enthält,  und  dass  es  teilbar  ist  durch  aber  keine  höhere  Potenz 
von  S,  wenn  in  dem  andern  Factor  nur  positive  Exponenten  zugelassen 
werden;  (es  könnte  demnach  für  f = U unendlich  werden,  nämlich 
wenn  r <C  1 ist).  Also  verschwindet  <p{i)  = für  dieselben 

n Werte  im  Innern  des  Intervalls,  wie  aber  nicht  für  ^ = 0. 


Die  Gleichung  = 0 hat  also  lauter  verschiedene  reelle  Wur- 
zeln, deren  Werte  sämmtlicb  zwischen  Null  und  Eins  liegen. 

1 1 

Die  entsprechenden  Werte  a-, a-,  . . . a» , nämlich  . . . 

sind  zwar  im  Allgemeinen  vieldeutig,  aber  jo  einer  der  Werte  für 
jedes  dieser  Argumente  ist  reell  und  positiv  und  liegt  zwischen  Null 
und  h,  die  andern  erhält  man  daraus  durch  Multiplication  mit  einer 

Um 

Einhcitswurzel  von  der  Form  e ^ ; hierdurch  geht  aber  F(xt)  über 


Ci 

in  F(x,)e  , und  c,  in  — » so  dass  der  Ausdruck  ciFfx,), 

- j-  t.«- 1) 

e ^ 

auf  den  es  allein  ankommt,  immer  derselbe  wird.  Mau  darf  deshalb, 
ohne  die  Allgemeinheit  der  Lösung  zu  beeinträchtigen,  auch  für  die 
Xi  die  n verschiedenen  reellen  zwischen  0 und  h liegenden  Werte 


/I 
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uehmeu,  welche  durch  die  Gleichungen  n = h\,^  bestimmt  werden. 
Far  den  speciellon  Fall  d = 1,  ebenso  für  6 = J,  i etc.  tritt  über- 
haupt keine  Vieldeutigkeit  auf. 

Es  handelt  sich  nuu  noch  darum,  dio  Grösse  des  Fehlers  J zu 
berechnen. 


Es  ist  nach  XI) 


h>‘  , 


Benutzt  man  nun  die  Formel  XV),  indem  man  setzt  m =■  n — 1, 
« = K,  » — ip(f),  berücksichtigt  man  ferner,  dass  die  n ersten  Inte- 
grale von  für  ( = 1 verschwinden,  und  setzt  für  ip  schliesslich 
seinen  Wert  ans  XVII)  ein,  so  kommt 

1 

A/*  (—1)"  Z' . rf"F 


d (£“^2n — l)(s-|-2n — 2)  . . . (f-j— n) 


Setzt  man  ferner  in  Formel  XV)  u = (f — 1)"+',  so  verschwinden 
ti,  u'  ...  m(*)  für  f = 1,  also  wird 


1 


(M  + l) 


(^— 1)"+Iticlf  = (— !)"•+>  J' {m->fl)\  di J 


d*V 


Wenn  man  nun  für  m = (n — 1),  o — setzt,  und  die 

/y*  1 

Gleichung  mit  l)(sH-2n-2)  ■..'(»+«)  «•- 

halt  man 


(■) 


d (S“|-2ti — l)(€-j-2n — 2)  . . . (s-|-n) 
Nun  folgt  aus  Formel  IX) 


/ft^V 


Dieser  Ausdruck  ist  nmal  nacheinander  zwischen  0 und  i zu  intc- 
griren,  und  schliesslich  ist  f '==  1 zu  setzen , um  das  in  der  Formel 
für  d enthaltene  Integral  zu  erhalten.  Man  findet 
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Äugunt:  Vther  einr  V erallge.mtiner^tnp 


XIX)  ^ 


/"+«■— 1\ 

A"  1 1 

l « ) 

d /£— »+i  y=j,2.s'.'*.^' 

\ » ) 

LI  «+1  / 

-1. 


C+r^) 


C) 


/t— l+2n+.-l\^-  + • ■ ■ + /£-1+2„4-1\^‘  I 

V «+1  ) I ..+1  ) J 


oder 


1 f 

XIX')  ^ — r-7,-T+;^.+. 


LC-lS'"*") 


+ 


A^-\-  . . . 


Diese  Summe  erstreckt  sich  auf  soviel  Glieder,  als  in  der  Function  n 
mit  Weglassung  der  2n  ersten  auf  einander  folgenden  enthalten  sind. 

Die  Grössen  A sind,  wie  bereits  bemerkt  wurde,  die  Coefticicntcu 

der  reenrrirenden  Reihe,  welche  man  erhält,  wenn  man  nach 

fallenden  Potenzen  von  ( entwickelt.  Es  ergiebt  sich  also  nach  be- 
kannten Methoden: 


! Aj  = 1 

1-+-» — 1 /n\ 


XX) 


t-fn— 1 fn\  . , 


(,4_2„-li)(*-f2«-2)V2)"‘*  - 


A ^+"— 1 (n\.  I (*+’> 


(£-f-n-l)(t-|-n-2) 


-l)(*-|-2n— 2)\2, 


At—2 


(t-(-2n — l)(t-}-2H — 2)  . . . (£-|-7i)\n/ 


Die  hieraus  zu  berechnenden  Werte  sind  in  XIX)  einznsetzen  um 
den  Wert  von  A vollständig  durch  die  gegebenen  Grössen  aus- 
zudrücken. 
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Dies  ist  die  Verallgoracinerung  der  Ja cobi’scben  Entwickelung. 
Um  die  letztere  daraus  zu  erhalten  hat  man  nur  («  = 1,  d = 1 also 
t — 1=0  zu  setzen,  wodurch  die  Formeln  einfacher  werden.  Zu 
bemerken  ist  noch,  dass  Jacobi  die  obere  Greuze  A = 1 gewählt  bat, 
und  dass  der  Ausdruck  fUr  J hier  durch  Benutzung  der  Biuomial- 
coefticienten  unwesentlich  anders  erscheint,  als  der  entsprechende 
bei  Jacobi. 


Da  die  oben  entwickelte  Methode  der  mechanischen  Quadratur 
ein  genaues  Resultat  liefert,  wenn  die  gegebene  Function  nur  aus 
'2n  auf  einander  folgeuden  Gliedern  besteht,  so  kann  man  die  Werte 
I,  oder  und  c,  auch  auf  andere  Weise  bestimmen.  Man  kann 
Dämlich  zunächst  eine  Function  von  2«  Gliedern  betrachten,  nud  für 
diese  direct  eine  genaue  Formel  aufstelleu,  kanu  dann  diese  Formel 
ils  Näherungswert  für  den  Fall  benutzen,  dass  mehr  Glieder  vor- 
handen sind  und  die  Grösse  des  Fehlers  J für  diesen  Fall  ermitteln. 
Bass  dies  auf  dasselbe  hinauskomint,  wie  die  Jacob i’schc  Methode, 
folgt  aus  dem  Umstamie,  dass  die  c,  und  a-,  unabhängig  von  den 
Coefticienten  nt  sind,  so  dass  es  zu  ihrer  Bestimmung  gestattet  ist 
«äii+i,  «2n+2  u.  s.  f.  gleich  Null  zu  setzen.  Für  den  Fall  einer  ge- 
wöhnlichen Potenzreiho  hat  Herr  Schellbach  in  seiner  Abhandlung: 
üeber  mechanische  Quadratur  (Programm  des  Königlichen  Friedrich 
Wilhelms-Gymnasiums,  Berlin  1877.)  diesen  Weg  eingeschlagcn,  er 
hat  aber,  seinem  Zwecke  entsprechend,  die  Lösung  nicht  für  eine 
beliebige  Gliederzahl  durchgeführt,  sondern  sich  auf  die  einfachen 
und  praktisch  wichtigen  Fälle  beschränkt,  wo  man  zur  Bestimmung 
der  X auf  die  Gleichungen  vom  zweiten  oder  dritten  Grade  geführt 
wird.  Die  allgemeine  Lösung  lässt  sich  aber  auch  auf  diesem  Wege 
vollständig  durchführen  und  zwar  ebenso  verallgemeinert  wie  bei  der 
vorigen  Methode.  Es  ist  nämlich 

k k 


Andere  Entwickelung. 


II  (i+ö  ■■■  fi+(2n— 1)6’ 


Soll  dies  unabhängig  von  den  Coefficicuten  gleich  sein 
A[ci <!>(*, l-j-cjtPfrj)  . . . c«<P(ib)], 


so  müssen  folgende  Bedingungen  erfüllt  sein: 


Ttil  LIVL 


6 
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Ver€illgemeinerun(^ 

XXI) 

+ + • 

hM-i 

■ ■ + c»®»“"'  — 

+ +. 

4*  + . 

Ä/u-l+M 

..-i-CnXn^  1+^  ” ^ + 2d 

ft/«— l+2»(f 

Wir  setzen 

wieder,  wie  oben. 

1 

Xi  — 

und  ausserdem 

ci/*-'  = 

Ä/'-iy, 

6 • 

Dann  gehen  die  Gleichnngen  XX)  Uber  in 

Yi  +y»  +• 

1 

• • + y»  =7 

yA  + + • 

• • + y**^"  “*  t4_i 

xxn) 

yili*  +y*J**  +• 

. . + ynin‘  ” jq;:2 

* 

y,?t2"-'+ys^»^-*  + - 

.■+ynin  =E4.2n-l 

Dies  sind  2n  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  2n  Unbekannten  yt 
und  Si,  aus  denen  sich  dann  auch  die  c,-  und  rt  bestimmen  lassen. 

Die  Elinünation  kann  man  auf  folgende  Weise  bewerkstelligen. 
Man  eliminirt  aus  je  (n-1-1)  auf  einander  folgenden  der  Gleichungen 
XXII)  die  y<;  dadurch  erhält  man,  da  kein  I,-  Null  sein  kann,  die 
n Gleichungen 

1 


xxni) 


111.. 

• ^ * + t 

Il  Is  ^3  • 

1 

••  ««  t-fft+1 

Ix*  1.*  I«*  • 

t i \ 

• • t + Jt  + 2 

= 0 

(fc=0, 1,  2,3...n— 1) 


‘V 


U"  Is"  •••  — 1 
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Die  Gleichung  nten  Grades,  deren  Wurzeln  bis  {m  sind,  kann 
geschrieben  werden 


XXIV) 


111., 

, . 1 1 

Il  I2  • ' 

..  £«  £ 

£1*  £,*  £s*  . 

. . £«»  £* 

1."  £2"  £*"  • 

■ . £«"  £* 

Entwickelt  man  die  Determinanten  auf  der  linken  Seite  der  Glei- 
chungen XXIII)  und  XXrV)  nach  den  Elementen  der  letzten  Spalte 
nnd  nennt  die  Unterdeterminanten  so  kommt 


lÄo-1-  £ £»  Äs 

-Äo  + ^Ä,-j-^Äs 


-f...l"Ä„ 

' f-j-n 


«+»+i 


Ä, 


= 0 


= 0 
= 0 


— r 7 “i“  — i — -^1 H — i — 1 — 1 -^2  “I“ 

l-j-n  — 1 ^ *~l“”  ’ ' * 

woraus  durch  Elimination  der  Ä folgt 


1 

£ 1* 

. . . £" 

1 

c 

1 1 
r + 1 ‘ + 2 

1 

£-{-« 

XXV) 

m = 

1 

1 1 

1 

t + 2 c + 3 

£ + «-1-1 

1 

1 1 

1 

oder  entwickelt 

e-\-n — 1 

£-|-n  £-|-n-|- 1 

£+2«  — 

XXV') 

ä(£)=Po£"+Pi£"- 

-‘+P2£-‘*+  ••• 

Ph-i£+P»  = 

Dies  ist  eine  Gleichung  nten  Grades  zur  Bestimmung  der  n Werte 

I,  . . . £». 


Zur  Bestimmung  der  y,  kann  man  dann  irgend  n der  Gleichungen 
XXII)  benutzen,  die  sämmtlich  in  Bezug  auf  die  yt  linear  sind. 

Wenngleich  diese  Elimination  schon  sehr  kurz  ist,  so  kann  man 
noch  schneller  zum  Ziele  kommen.  Durch  Benutzung  der  Theorie 
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der  reenrrirendeu  Reihen,  welche  ja  auch  in  der  Jacobi’ sehen  Ent- 
wickelung angewendet  werden.  Sind  nämlich  f,  . . . n verschiedene 
Werte,  welche  der  Gleichung 


XXV')  m 4-7’si’-" 

genügen,  und  entwickelt  man  die  Summe 


;>»  = 0 


Yi 


nach  fallenden  Potenzen  von  indem  man  jedes  Glied  der  Summe 
entwickelt  und  dann  die  Glieder  addirt,  so  erhält  man  eine  Reihe 

und  es  ist  allgemein 
XXVI)  = 


Y‘ 


Yi 


auf 


Bringt  man  aber  vor  der  Entwickelung  den  Ausdruck  £ ■ 

1 

P(|) 

einen  Nenner,  welcher  gleich  — wird,  und  entwickelt  dann  nach 

Po? 

fallenden  Potenzen  von  j,  so  erhält  man  dieselbe  Reihe,  welche 
recurrirend  ist,  und  deren  Coeföcienten  folgendem  Gesetze  unter- 
worfen sind 

XXVII)  Pf,üls-^pjB]c~i-\-p2lik~2  PkBii—h  =0 

wo  B-i  B-2  . . . gleich  Null  sind. 

Setzen  wir  nun  für  | und  y die  Werte  aus  den  Gedingungs- 
glcichnngen  XXII)  ein,  so  folgt  aus  XXVI) 


B„ 


£+1  • • • “ £ + 2n  — 1 


also  geben  die  Gleichungen  XXVII),  wenn  man  darin  der  Reibe  nach 
k = n,  n-f-1,  ...  2n — 1 setzt. 


' Po.. 

£-{-« 

Po 


XXVIII)  C£-f  n-f-1  ^ £-1-» 


+ 


+ 


Pi 


+ 


P> 


€-)-7* 1 2 

Pl  , p% 


+ 


£ 

p» 


= 0 


£ -f-  n — 1 f -|-  1 


=0 


_P0  _ I _ Pl 
«0-9,. 1 I jÖ 


,+ 


P» 


£ -|“  2n  — 1 £-|-2n  — 2 £-f-2n  — 3 £-|-n  — 1 


= 0 
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Eliminirt  man  aas  diesen  Gleichungen  und  ans  XXV')  die  Coeffi. 
cienten  p,  so  erhält  man  wieder  die  Gleichung  XXV). 

Es  ist  nun  die  Realität  der  Wurzeln  dieser  Gleichung  zu  unter- 
suchen. 


eine  Function  von  der  Form  F(x),  in  welcher  nur  die  (n-|-l)  ersten 
Glieder  von  Null  verschieden  sind,  daher  ist  das  Integral  dieser 
Function  zwischen  Null  und  A gleich  h£cid-(i,)  und  dieser  Wert  ist 
Null,  weil  d(ar,)  = für  jeden  der  n Werte  von  f,  his  {„ 

verschwindet,  also  muss  dfx)  im  Innern  des  Intervalls  von  0 his  A 
mindestens  einmal  sein  Zeichen  wechseln,  also  muss  ;>(£)  zwischen  0 
und  1 eine  Wurzel  haben,  sie  sei  gleich 

Bildet  man  nun  &(x)[x'*  — so  erhält  man  wieder  eine  Func- 
tion der  Form  F(x),  bei  welcher  nur  die  ersten  (n-{-2)  Glieder  von 
Süll  verschieden  sind,  deren  Integral  sich  also  auch  nach  der  For- 
mel XII)  ohne  den  Rest  ^ berechnen  lässt,  und  auch  den  Wert 
}inll  erhält. 

Daraus  folgt,  dass  die  Function  — x/)d(T)  im  Innern  des 
Inten alls  von  0 bis  A einen  Zcichenwechsel  hat,  der  aber  nicht  bei 
X,  liegt,  weil  in  (x'^ — der  Factor  (x'^ — x,*^)  quadratisch  vor- 
kommt; er  möge  bei  xj  stattiindcu. 

Dann  betrachten  wir  (x'^ — — Xj'O^(x)  und  schlicssen  dar- 
aus, dass  das  Integral  dieser  Function  zwischen  0 und  A den  Wert 
Null  hat,  während  die  Function  selbst  bei  x,  und  x,  ihr  Zeichen 
nicht  wechselt,  dass  sie  für  einen  dritten  Wert  xg  zwischen  0 nnd  A 
verschwinden  muss  u.  s.  f.  Dieser  Schluss  lässt  sich  so  lange  wieder- 
holen, bis  man  auf  die  Fuuetion  (x<^ — xj'')(x''— x, •')...  (x'^ — xm‘^)9(x) 
kommt,  diese  aber  enthält  (2n-|-l)  Glieder,  ihr  Integral  ist  also  nicht 
genau  durch  die  Formel  ohne  den  Rest  J ansdrückbar,  und  der 
Schluss  kann  nicht  weiter  wiederholt  werden;  man  scbliesst  so,  dass 
#(i)  für  n verschiedene  zwischen  0 und  A gelegene  Werte,  also  P(S) 
flir  II  verschiedene  zwischen  0 und  1 gelegene  Werte  verschwindet, 
dass  also  die  Gleichnng  XXV)  lauter  reelle  Wurzeln  hat,  die  sämmt- 
lich  zwischen  0 und  1 liegen.  Die  weiteren  Schlüsse  lassen  sich 
genau  wiederholen.  Es  würde  übrigens  hieraus  auch  leicht  sein,  die 
Gleichnng  für  S in  der  Jacobi’schen  Form  zu  erhalten,  da  aus  einer 
ganz  ähnlichen  Betrachtnng,  wie  eben  dnrehgeführt  ist,  folgt,  dass 


Es  ist 
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1 1 


1 


^ y* ” 0, 

1 

f ■=  0,  . . . 

b 

1 

. . f «'-»(£-{,)  . . . (£-|«^i)JX£)4  = o 

0 

sein  muss,  dass  also  auch,  wenn  mau  setzt  P(f), 

1 1 1 

yWiOK  . . f £"-'tKIM£=0. 

0 a 

Dies  sind  dieselben  Bedingungen  für  /^J),  wie  oben  XIV)  für  ü/({) 
aufgestellt  sind,  also  können  sich  f(S)  und  nur  durch  einen 

constanton  Factor  unterscheiden. 


Man  erkennt  durch  die  Vergleichung  der  verschiedenen  Formen, 
in  die  die  Gleichung  gebracht  werden  kann,  die  bemerkenswerte  Be- 
ziehung, dass  die  Determinante  P(i)  (XXV)  bis  auf  einen  leicht  be- 
stimmbaren constanton  Factor  identisch  ist  mit 


— 1)”] 

Wir  wollen  nun  auch  den  Fehler  in  Betracht  ziehen,  den  man 
begeht,  wenn  man  die  Formel  der  mechanischen  Quadratur  auf  einen 
Ausdruck  anwendet,  der  nicht  nur  die  2»  ersten  Glieder  enthült. 


Wir  setzen  die  Summe  dieser  Glieder  vom  gleich 

E(x),  also 

XXX)  = E(x), 


so  dass 


F(x)  = <D(z)  + E(x)  und 

k k h 


C F(x)dx  = y* 0(x)tlx  -f-y* R(x)<lx. 


Das  erste  der  Integrale  rechts  kann  nach  der  Formel  berechnet  wer- 
den, also  ^ 

y 0(x)€lx  = A[c,fl>(Zi)-4-e,®(Zs)  . . . 

0 


= h [c,F(zJ  -f  c,F(xg)  . . . c„F(z»)]  — h [c,Ä(z,)  -f  c*Ä(zj)  . . . c«Ä(x»)] 
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Setzt  man  also 


so  ist 


h 

^ F(x)dx  ==  A £c.F(x,)-j-z/, 
* 

d = ^ R(x)dx  — h £ciR{xi) 


der  Fehler,  den  man  durch  allgemeine  Anwendung  der  besprochenen 
Formel  macht. 

Setzt  man  fttr  R{x)  überall  seinen  Wert  aus  XXX)  ein,  so  kommt 


r "I 

^ = 02»+i  - A SciXi<‘-W^ 

Vi+(2*+l)rf 


-|-  U2»4S 


oder 


‘ 02»+l 


S [*  + 2n  J 


— A 2:  c.xi^-H(2»+l)rfj 


Ä/i+(2B+l)rf 
+ “2«+l  ^ 


L*  + 2»+ 

oder  mit  Rücksicht  anf  die  Formel  XXVI) 


',-+äqn-^>'S'“"+']+- 


. A>*+2->fr  1 

aXXI)  a 02»+!  — j 


-Ä2*j 


« + 2n 

^u+l2i.+l)<t 


oder 

XXXI') 


Äu+i2»+i)rfr  1 . 1 , 

+ 02B+2— j £-+2H=1- 


^ - y [«2-+1  - R2n)  + «2»+2  (,^L2n+i  ~ + • ■ •] 

Die  Werte  bis  Bin-i  sind  oben  bereits  aufgefOhrt,  die  folgenden 
können  daraus  durch  die  Recnrsionsformel  XXVH)  berechnet  werden. 


Da  P(J)  (XXV)  und  (p({)  (XVIII')  sich  nur  durch  einen  con- 
stanten  Factor  unterscheiden,  anf  welchen  es  nicht  ankommt,  so  ist 
XVII)  gleichbedeutend  mit  der  letzten  Gleichung  XX),  und  wir 
erhalten 
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Auguxt:  (Jeher  eint  Verallgemeiner^tng 


XXXII) 


t+n— 1 ( n\  1 

*+2r,-l\lA+2»— 1 


(,£-f-n— l)(£+n— 2) 


+ (-!)"; 


^(£+2n— l)(t+2n-2)\2/f+2n— 2 
(l-j-n  — l)({-f-n — 2)  . . . t 


7,  h- 


(£+2n-l)(£+2n— 2)  . . . (E-f„)V«/£4-»  ^ 

H ■ (t+n— l)(t4-n— 1)  /n\  1 

' £-f 2n-lVV  U+2«-lj(V+2n-2)bA+^^ 

l”)r+7+i-« 


+ (-!)« 


1){*+«— 2)  ...  £ 


(£+2«— l)(£4-2n— 2)  . . . £-t-„\„y£+„-f-l 


u.  s.  f. 

Das  erste  Glied  des  Fehlers  wird  demnach 


XXXIII) 


1 £+n— 1 (n\  1 

\£+2»  £-f2n-l\lj(£-f2n-l)> 

I (*-{-» — l)(t-|-» — 2)  /n\  1 

(f4-2ti— l)(£+2n— 2j\2/(f4-2«— 2)“ 


Dieser  Ausdruck  ist,  wenn  n eine  grössere  Zahl  ist,  d.  h.  wenn 
man  eine  grössere  Gliederzahl  bei  der  Berechnung  berücksichtigt  hat, 
nicht  so  bequem,  wie  der  Jacobi’sche;  da  man  aber  in  der  Praxis 
die  Formel  nur  anwendeu  wird,  wenn  eine  kleinere  Gliedorzahl  ge- 
nügt, so  ist  der  Unterschied  in  der  Form  nicht  von  allzugrossem 
Belang. 


Bemerkung  über  den  Fall  f = 1. 


Der  Fall  £ = 1,  welcher  bei  der  Jacobi-Gauss’scheu  Formel  und 
allgemeiner  immer  daun  eintritt,  wenn  fx  =>  d ist,  z.  B.  auch  wenn 
f(x)  eine  ungerade  Function  ist,  die  mit  einem  Gliede  der  ersten 
Potenz  beginnt,  ist  in  gewisser  Hinsicht  besonders  ausgezeichnet. 
Die  Gleichung  XIII)  wird  nach  Fortlassung  eines  coustanten  Factors 


XXXIV) 


1)" 


= 0. 


n+i 


Setzt  man  S = “2  ' dieselbe  nach  Multiplicatiou  mit  2" 

über  in 

— D" 

f/jj" 


0, 


oder  wenn  man  entwickelt  und  rj"  von  seinem  Coefficienton  befreit 
XXXV) 


tj" 


”(»—!)  ( «\ 
2n(2«-l)\l/ 


n(n— 1)(h— 2H«— 3)  

2«(2«-l)(2n— 2)(2n-3)’’ 


0. 


der  Gauss’schen  Methode  der  mechatiiechen  Quadratur, 
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In  diese  Form  hat  auch  Herr  Schellbach  in  der  erwähnten 
Abhandlung  die  Jacobi’sche  Gleichung  gebracht.  Die  linke  Seite 


dij" 


ist,  wie  Ivory  gezeigt  hat,  bis  auf  einen  von  x unab- 


hängigen Factor  die  von  Heine  durch  P”(x)  bezeichnete  Kngelfunction. 
(Heine,  Handbuch  der  Eugelfunctioncn,  Seite  10). 


Ist  nun  n gerade,  so  enthält  diese  Gleichung  nur  gerade  Po- 
tenzen, ist  also  in  Bezug  auf  von  Grade 


Ist  n ungerade,  so  enthält  sie  nur  ungerade  Potenzen  von  •>;, 
hat  die  Wurzel  t;  =-  0,  die  übrigen  Wurzeln  genügen  einer  Gleichung, 

die  in  Bezug  auf  vom  Grade  ” 2 ^ ist.  In  beiden  Fällen  ist  die 

Verteilung  der  Werte  von  J symmetrisch  in  Bezug  auf  die 
Mitte  des  Intervalls  von  0 bis  1 und  die  Auflösung  der  Glei- 
chung ist  erleichtert,  so  dass  man  z.  B.  für  n = 4 und  ?i  = 5,  wo- 
durch man  also  bei  8,  respective  10  Gliedern  ein  genaues  Resultat 
erhält,  wesentlich  auf  quadratische  Gleichungen  zur  Bestimmung  von 
I),  respective  f,  geführt  wird. 


Für  n = 4 erhält  man 


XXXVI)  V - (J)  (2)  = 0 


oder 


also  die  vier  Werte 


x-xxvn)  + 


Für  B = 5 


oder 

also 


V*— 2.5»!*+  ^>1  “ 0, 


q = 0 oder  >1*  = 9 ± |/  567 
und  die  fünf  Werte  von  J werden 


1 = ^ und  ^ = ^(1=1/9- 
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Au  gut  t:  Uebtr  eint  Verallgemeintrung 


Es  verdient  auch  bemerkt  zu  werden,  dass  wenn  man  in  dm 

T?  -L  ^ 

Falle  t = 1,  die  Substitution  | Ausführung  der  übrigen 

Entwickelungen  macht,  man  durch  ein  dem  oben  angewendeten  voll- 
kommen analoges  Verfahren  auf  folgende  Gleichungen  zur  Bestim- 
mung von  1/  geführt  wird. 


Für  gerades  n 


xxxvni) 


1 

5 

1 

7 


n — 1 n-|-3 


1 

n+1 

1 

w-f“  3 


2n  — 1 


Für  ungerades  n 


XXXIX)  Jt 


V 

1 

3 

1 

5 


1 

5 

1 

7 


1 

n 

1 

»4-2 


n — 2 


»4"  2 ' ' ’ 2»  — 1 


= 0 


cf"{n* — 1)" 

woraus  folgt,  dass  der  Ausdruck  — — ■ jenachdem  » gerade  oder 

ungerade  ist,  der  linken  Seite  der  Gleichung  XXXVIII)  oder  XXXIX) 
bis  auf  einen  leicht  bestimmbaren  constanten  Factor  gleich  wird, 
oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  dass  die  Determinante 


XL) 


^ = 


» 4“  1 ^ 4”  2 


1 

»4-1 

1 

»4“  2 
2» 
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durch  die  Substitution  J bis  auf  einen  constanten  Factor 

Obergeht  in  die  Determinante  oder  jenachdem  gerade  oder 
ungerade  ist. 


Anwendung  der  verallgemeinerten  Methode  auf  die 
mechanische  Quadratur. 


Ausser  dem  theoretischen  Interesse,  welches  die  Verallgemeinerung 
der  Gauss-Jacobi’schen  Methode  wohl  hauptsächlich  darin  hat,  dass 
sie  auf  eine  ganze  Klasse  von  Gleichungen  führt,  deren  linke  Seite 
sich  durch  eine  Determinante  darstellen  lässt,  und  die  lauter  reelle, 
zwischen  Null  und  Eins  gelegene,  von  einander  verschiedene  Wurzeln 
haben,  ist  zu  beachten,  dass  sie  in  gewissen  Fällen  auch  praktisch 
verwertbar  ist. 


Ich  hebe  zunächst  den  Fall  hervor,  wo  die  zu  integrirende  Func- 
tion sich  in  eine  nach  den  natürlichen  Potenzen  von  x fortschreitende 
Reihe  entwickeln  lässt,  wenn  die  Entwickelung  mit  einer  höheren  als 
der  ersten  Potenz  beginnt,  namentlich  wenn  diese  Potenz  so  hoch 
ist,  dass  die  zuletzt  besprochene  Vereinfachung,  die  bei  der  Jacobi- 
Gauss’schen  Methode  eintreten  kann;  nicht  recht  wirksam  ist. 


Sei  z.  B. 


F(x)  = • ■ • 


dann  ist 


^ = 11 ; d = 1 ; f = 11. 
Mithin  wird  die  Gleichung  zur  Bestimmung  von  £ 


oder 


^ rf£»  ~ ^ 


1 

t 

...  S" 

1 

1 

1 

1 

11 

12 

13 

• • • 11-l-n 

1 

1 

1 

1 

12 

13 

14 

Iti  -f-  n 

1 

1 

1 

10-1- 

n 11  -|-n 

• • • 10-1- 2n 

2,  so 

erhält  man 

zur 

Bestimmung 

= 0 


Gleichung 
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August:  Ueber  eine  Verallyemetnerung 


Dann  ist 


14- 


12 

11 

14‘ 

13  “ 

/36 

^6 

49 

91 

*2  = 

= Als 

und  zur  Bestimmung  von  c,  und  cj  kann  man  benutzen  die  Gleichungen 


Dann  ist 


12 


/ 


F{x)dx  = A[cjF(r,)-|-Ci.f’(xj)] 


Derselbe  ist  genau,  wenn  die  Reibe  nach  vier  Gliedern  abbricht. 
Nach  der  Jacobi-Gauss’schen  Methode  würde  mau  sieben  Functions- 
werte und  die  Auflösung  einer  Gleichung  siebenten  Grades  für  S,  die 
sich  auf  eine  Gleichung  dritten  Grades  für  reduciren  würde, 
brauchen,  um  im  gleichen  Falle  das  Integral  genau  zu  erhalten,  weil 
in  dieser  Methode  der  Fortfall  der  niederen  Potenzen  gar  nicht  be- 
rücksichtigt werden  kann. 


Noch  bedeutender  wird  der  Vorteil,  wenn  noch  mehr  Glieder 
vom  Anfang  an  verschwinden. 

Als  ein  zweites  wichtiges  Beispiel,  wo  die  verallgemeinerte  Me- 
thode zu  einer  wichtigen  Vereinfachung  führt,  führe  ich  den  Fall  an, 
wo  die  zu  iutegrirende  Function  eine  ungerade  Function  ist,  selbst 
wenn  sie  mit  der  niedrigsten  Potenz,  also  der  ersten  beginnt. 


Sei  also 

F(x)  = ajx-f-(7jx3_[_a^a;5_|_a^a;7_|_  . . ., 

hier  ist 

^ = 2;  d = 2;  t-1; 


also  die  Gleichung  zur  Bestimmung  von  £ wird  wie  oben  XXXIV) 

tJ-f-  1 

oder  zf  = 0 (XL)  und  geht  durch  die  Substitution  £ = — ^ *1*0 
Gleichung  XXXV)  über. 

Setzt  man  » = 5,  so  erhalt  man  die  Gleichung  XXXVII)  und 
daraus  die  5 Werte  für  ij  und  £,  wie  dort  angegeben  ist.  Dann  ist 

Xi  — /iV|i  (f  “ 1,  2,  3,  4,  5), 
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nnd  7.ur  Bestimmnag  der  Grössen  a(i  = 1,  2,  3,  4,  5)  kann  man  die 
linearen  GIcichnngen 

^ciXi  = g,  Ectx,^  = -J-.  2,  er,*  = — , 

S CiXp  = -g’  ^ e,*,*  = ^ 

benntzen  nnd  erhält  als  Nähemngswert 

h 

j* F{x)dx  = hEciF(x,). 

’o 

Man  brancht  also  znr  Darstellung  5 Functionswerte,  und  das  In- 
tegral ist  genau,  wenn  die  Reihe  sich  auf  10  Glieder  reducirt. 

Nach  der  Jacobi-Gauss’schen  Methode  müsste  man,  um  in  gleichem 
Falle  das  Integral  genau  zu  erhalten,  10  Fnnctionswerte  benutzen 
nnd  eine  Gleichung  des  lOten  Grades  für  S,  die  sich  auf  eine  solche 
des  5ten  Grades  für  tj*  reducirt,  auflösen. 

Bei  geraden  Functionen  erhält  man  ebenfalls  eine  Vereinfachung, 
die  aber  nicht  so  bedeutend  ist;  man  braucht  zwar  auch  nur  die 
halbe  Zahl  der  Functionsworto,  wie  bei  der  einfachen  Jacobi-Gauss- 
schen  Methode,  aber  die  zu  lösende  Gleichung  erhält  wesentlich  den- 
selben Grad;  da  in  diesem  Falle  ft  = 1,  5 ■=  2,  also  f ==•  -J  wäre, 

7)  1 

und  die  Substitution  i keine  Vereinfachung  hervorbringt. 

Die  angeführten  Beispiele  mögen  genügen,  auf  die  praktische 
Verwendbarkeit  der  verallgemeinerten  Methode  hinzuweison. 
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MütceUen. 


IX. 

Miacellen. 


1. 


Beitrag  zu  den  Gleichungen  des  zweiten,  dritten  und  rlerten 
Grades  mit  rationalen  Wurzeln. 


Im  64.  Teil,  3.  Heft  pg.  299.  des  „Archivs“  waren  die  Wurzeln 
einer  vollständigen  Gleichung  4.  Grades  von  der  Form 


X,  u.  X, 


x*-\-ax*-\-bx*-];-cx-\-d  = 0 

I / a*  — 44  a®  — 4a4  ^ 8c 




-4  + ‘P± 


32  qp 


X,  u.  X. 


® . l/  1 — 44  . a“  — 4o4-|-8c 

■i-9>±y<^+—^+ — — 


gefunden,  wenn  man  unter  z einen  Wurzelwert  der  kubischen  Resol- 
vente  der  Gleichung  4.  Grades  und  unter  V = y ^ versteht. 


1.  Wenn  eine  Wurzel  x^  einer  Gleichung  4.  Grades  rational  ist, 
und  wenn  ein  Wurzel  wort  der  kubischen  Resolvente  dieser  Gleichung 
rational  ist,  so  ist  sowohl  <p,  d.  h. 


I / o*  , ,1  / a*  — 44 a*  — 4fi4  -j-  8i 

y^^-z  als  auch  + 


und  damit  auch  ein  zweiter  Wnrzelwert  der  Gleichung  4.  Grades 
rational. 
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Beweis. 


a , , 1/  , o*  — 44  o* — 4ad -4-8<! 

I.  * = — g 32- 


. a I 1/  1 — 44  o* — 4o4-4-8c 

* + 4“”  + K*+— 8 32^ 

Qnadrirt  man  diese  Gleichung  und  setzt  für 


] 

I ein,  so  erh&lt  man 


gs*  = 


16 


, , ax  a* — 44  o*  — 4<i44-8c  , „ 

■^+2-  -8 


Setzt  man  in  dieser  Gleichung 

V^- 


1/  , a*  — 44  o*  — 4o4-|-8c 

V *■<  "8  32^ 


\ 

* 

t 

I so  ist 


— 44  o*  — 4a4-4-8c  . a 

=*+4  — 9> 


8 


32  gp 


, , ax  , b „ _ o* — 4o4+8c 

+ 32^ 

Moltiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  8gp,  so  erhält  man 


n.  gp  = 


*(o*  — 16a)  — 4o2-|-  o4  — 2c 


4(2x*-}-  aa:-|-4  — 4a) 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  rational,  folglich  auch  die 
Kake.  Weil  hiermit  in  Gleichung  I.  x — ^ rational  ist,  so  muss 

rational  sein,  wodurch  auch  x. 


aach 


, 1/  , o* — 44  a* — 4o4-}-8c 

±|/*+— g 


32  gp 


rational  ist.  Z.  B. 

8<c*  — 3x*+62i+56  •=  0 

für  diese  Gleichung  ist 

*1  = 3;  *»“3};  aj-=  — 8^t 

gPj  = 1 ; V»  “ i i *Ps  “ 3J 
<ri=‘7;  X,  = — 1;  x,  = 4;  X4  = — 2 

Ist  also  PC]  oder  x,  rational,  so  ist  es  auch  xj  oder  X|. 

2.  Welche  Form  hat  eine  Gleichung  2.  Grades,  damit  ihre  Wurzeln 
rational  sind? 
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Au  flösung. 

Man  setze 

I.  a;  = — 2 i oder 


Hieraus  ergibt  sich  die  gesuchte  Form 
2 

II.  **-}-  ax-\-  j — m*  = 0 = — 2 

a 

a und  m sind  beliebige  rationale  Zahlen. 

Setzt  man  in  II.  n = 0,  so  erhält  die  Gleichung  2.  Grades 
die  Form 

X*  — TO"  = 0 oder 

(x-j-n»)(ir  — ”*)  “ 6 also  x,  = — m 
und  X,  ==■  -|-  m. 

3.  Welche  Form  hat  eine  vollständige  Gleichung  3.  Grades,  da- 
mit eine  Wurzel  derselben,  durch  die  Cardanischo  Formel  berechnet, 
2 rationale  dritte  Wurzeln  liefert? 

Auflösung. 

Man  setze 

I.  X = — g ” oder 

(*  + §)  =(»*4-«)® 

Hieraus  ergibt  sich  die  gesuchte  Form  der  Gleichung 
/a*  \ 

II.  x®-|-ai*-("®l  ^ I — — "*"l“  27  — ® 

Hierin  ist 

TO+n 

a m-j-n  m — n / — 

Xj  u.  Xg  = — g — —2—  ± — 2 — 

Vergleicht  man  die  Gleichung  II.  mit  einer  vollständigen  Glei- 
chung 3.  Grades  von  der  Form 
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III.  x*-\-ax*-{-bx-\-c  = 0 

■o  mnss 

o “ a 
a* 

4 = ^ — 3mn 

, , . o* 

c = — OT»  — n*-j-  ^ — amn 

sein.  Nach  diesen  letzten  3 Gleichungen  lässt  sich  ja  m und  n aus  a, 
h und  cberechnen,  so  dass 

3 

rv.  m = i V_J(2a3_9oi_|.27c)^jy(”2a»-9a4-f27c)>'— 4(a»— 3äF~ 

3 

V.  n = i V— J(2a’— 9oH-27c)-iy(Ta3-9a4-f-27c)»— 4(a*-^P 
Wenn  in  den  Gleichungen  I.,  II.  und  III.  a = 0 ist,  so  ist  also 
I.  z “=  n»-)-n 

II.  z*  — 3mnz  — »i*  — «3  = 0 
und  III.  z*-f~4z-j-c  = 0 

somit  auch 


Die  Wurzelwcrte  der  Gleichung  II.  sind  dann 
z,  = m-|-n 

, m-f-n  , m — n , — - 

z,  und  Zj + — 2 - y — 3. 

4.  Welche  Form  mnss  eine  vollständige  Gleichung  3.  Grades 
I.  3^-\-ax*-\-bx-{-c  = 0 

haben,  damit  dieselbe  3 reelle  und  mindestens  1 rationale  Wurzel  habe? 
Auflösung. 

Wenn  die  3 Wurzeln  der  Gleichung  3.  Grades  reell  sind,  so  ist 

II.  Zj  “ — g — pi 

m und  a seien  rationale  Zahlen. 

TeU  uvi.  7 ^ 
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Mincellen, 


Aas  II.  folgt 


(*  + ^)  = [(m+pO  + f”»  — P*)]“ 

(*  + ^)  = (*»+?»■)’+(»»  — P«)*H-3(7n*+;j*l  ^i-f- 
so  dass  die  gesuchte  Form  der  voUständigeu  Gleichang  3.  Grades  ist 

III.  i*-j-aar*-|-3x^^  — m* — -|-  ^ — a(m*-[-p*) — 2(m* — imp*)  = 0 
Hierin  ist 

X,  = — g + 2m 

a 

Xj  = “2  — w — py3 
I3  = — ^ — m + ;)y3 

Setzt  man  in  Gleichung  III.  für  x den  Wert  3a 
und  für  p „ „ 5^3 

so  werden  die  3 Wurzeln  der  Gleichung  3.  Grades  rational  und  diese 
Gleichang  erhält  die  Form 

IV.  x*-f-3ox*-|-3x(o‘* — m* — 35*)-|-«^ — 3o(m*-f'35*)  — 2(m* — 9m5*)  ==0 

Für  diese  Gleichang  ist 

Xj  =■  — o -j-  2m 

X,  ■=■  — a — m — 3^ 

Xg  = — o — m-|-35 

Setzt  man  in  Gleichung  IV.  a = 0,  so  erhält  man  die  reducirte  Glei- 
chang 3.  Grades  mit  3 rationalen  Wurzeln 

V.  y*  — 3y(m--j-3g*)  — 2(m’  — 9m^*)  = 0 

(y  — 2m)(y-j-m  + 32)(y  + m — 39)  - 0 

yj  = 2m 
y,  = — m —3g 
ys  = — m + 3g 


oder 

also 


Es  lässt  sich  nun  leicht  beweisen,  dass  in  Bezug  auf  die  Glei- 
chung IV.  in  den  3 Wurzeln  für  m und  » der  unter  3)  aufgeführteii 
Gleichungen  IV.  und  V.  nämlich 

S 

m = i V— J(2a»  — 9oA  + 27c)-|-iy(^»— 

•N 
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n ■=  I V— 4(2a»  — 9aA  + 27c)— iV(2a=>  — 9aA-f  27c)‘  — 4(a*  — 3i)» 
4(«*  — 3i)*  > (2a»~ 9ai+27c)» 
ist,  wenn  man  unter  a,  h,  c die  Werte 
a = 3o 

b = 3(a* — m*  — 3^*J 
c = o* — 3o(to’‘ -j-35*)  — 2(m’  — 9nui‘) 

versteht  Es  muss  also  sein 

4{9a*  — 9o*+ 9m»+  27g*)3>  [54o*  — 81a(o“  - w»  - 3g») 

-|-27n» — 81o(>n»  — 3g»)  — 54(m*  — 9rog»)]» 

oder 

(m»-l-  3g»)*  > (m*  — 9rog»)» 

(m»-|-3g»)* — (p  = (m*  — 9mg»)» 
cp  ==  3(m»  — g»)» 

Weil  nun  (m» — g»)»  stets  positiv  ist,  so  ist  auch  tp  stets  positiv, 
cs  ist  also  Gleichung  IV.  uur  vermittelst  trigonometrischer  Formel 
za  lösen. 


5.  Welche  Form  hat  eine  Gleichung  4.  Grades 
I* -|- ox» 6* -|- c = 0 

wenn  2 Wurzeln  der  Gleichung  rational  und  2 imaginär  sein  sollen, 
und  wenn  die  Wurzel  der  kubischen  Resolvente,  durch  die  Cardaui- 
sche  Formel  berechnet,  rational  ist. 

Auflösung. 

Die  kubische  Resolvente  der  Gleichung 

I.  x‘-|-ax»-|-te-l-c  = 0 
ist 

II.  ;g(„s.,4.)4-g  = o 


Soll  nun  zur  Berechnung  einer  Wurzel  dieser  kubischen  Resolvente 
die  Cardanischc  Formel  benutzt  werden,  so  muss  diese  Resolvente 
identisch  sein  mit  der  Gleichung 

III.  **-|- 3oz» -[■  3.v(o»  — mn)  — m* — n*-(-o*  — 3amn  = 0 

worin 

2|  = — c-|-m-|-n 


*S  u.  Sa 
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Vergleicht  man  die  beiden  Gleichungen  II.  und  III.,  so  muss  sein 


_ 3a*-3mn 
4* 

= — m*  — n*4-o*  — 3«mti 
64 

Hieraus  folgt 

a — 6« 
e = 12mn  — 3o* 

6 = + 8 y«* — tn* — n*  — 3ermn. 


Wurzeln  der  Gleichung  I.  sind  nun 
X,  n. 

Substituirt  man  in  diese  Gleichung  fttr  a und  b die  vorhin  ermittelten 
Werte  und  für  »den  Wert  — n-j-m-j-n,  so  erhalt  man 


X. 

oder 


_ y — ± 


Xj  u.  I4 


V 


2o-l-TO-J-n  m — n,/ — 5 

2 2 ^ 


Weil  in  der  Gleichung  x*-\-<u:*-^bx-{-c  = 0 

6 = 8 Va*  — m*  — n*  — 3o»nn, 

so  muss  dann  das  obere  Vorzeichen  vor  der  Wurzel  in  der  Klammer 
genommen  werden,  wenn  h positiv  ist;  ist  dagegen  4 negativ,  so  gilt 
das  untere  Vorzeichen. 

Weit  nun  die  Wurzelwerte  der  kubischen  Resolventc  der  Glei- 
chung 4.  Grades 
“"k 


« 
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Zj  n 


— I« 


m-|-n  , m — n , 

-i^+— v-3 


H 

sind,  so  ist 


w-f-*i  tn — n , 

— 2 ^V— 3 


*1=  V=7,+y=7,  j 

V^+V^-V^l 

** — — y~ »1 — y~ *t— V— »s ' 

ond 


wenn  b,  d.  h.  wenn 
Sy  o*  — m*  — »»*  — 3amn 
positiv  ist 


*1=  V^+V^+V=^j 
y^-y=H-y-“^/ 
'.--v^-v^+y=^  ( 

Zt  = —V—H  + V—H  — V—H  I 


wenn  &,  d.  h.  wenn 
8y«* — m* — n*  — 3amn 
negativ  ist. 


Die  Gleichung  4.  Grades 


erhält  non  die  Form 


IV.  X* + 2(»j  + *s  + *s)®*  ± 8icy  — »i»^s  + (»I  + *« + »s)*  — ^1*1  = 0 


Weil  nnn  2 Worzelwerto  der  Gleichung  IV.  rational  sein  sollen, 
ond  weil  die  knhische  Rcsolvente  dieser  Gleichung  durch  die  Car- 
dianische  Formel  berechnet  ist,  so  setze  man 

j,  = — p*  mithin  a — m— n=p* 

«1 («  — <»«■)*  » » + ^-— 3 = (g— (pO* 

*»  — - (9+<P‘)*  » “H 2 ~ ^ T~^~^  “ (5+V>0* 

Hieraus  folgt 

“ “ i(2g*  - 2v*+p*) 

”»=  i(g*— V*— p*+4g<py3) 

B = J(g*  — <p*  — p*  — 4g(py3) 


Wenn  man  die  Werte  für  *„  und  *3  in  die  Gleichung  IV.  setzt, 
so  erhält  man  die  Form  einer  Gleichung  4.  Grades,  in  welcher  2 
Wurzeln  rational  und  2 Wurzeln  imaginär  sind. 
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Form  dieser  Gleichung: 

V.  X*  — 2(2<7*  — 2<p*-\~p*)x*  + 8p(g*  4-  <P*)*  "}■  (4<P*  + p*)  (p*  — 4q*)  = 0 

Substitnirt  man  nun  in  die  vorhin  anfgestclltcn  Systeme  der 
Wurzeln  der  Gleichung  4.  Grades  die  Werte 

V— *1  — p;  V— «»  — 9 — <P»;  V— »s  =■ 

so  ist 


*1  = 

P + 29« 

X,  = 

p — 29» 

Xs  = 

— p + 29 

X4  — 

und 

— p — 29 

*1  = 

p+29 

— 

p — 2q 

*8  ■= 

— p + 29« 

X4  — 

— p — 29« 

wenn  in  Gleichung  V.  8p(q*4-(p*)  positiv 
genommen, 


wenn  in  Gleichung  V.  8p(5*  + 9>*)  negativ 
genommen. 


Die  kubische  Resolvente  der  Gleichung  V.  hat  die  Form 


oder 


VI.  yH-(p‘+25*-2(p»)y*+[2p»(2*-()P*)+(5*+(p«)»l3rfp>(5*4-9P*)*  = 0 

Hierin  yi  = — P* 

yj  = — (9  — 9»»)* 
yz  — — (9+tO* 

Beispiel. 

Es  sei  5 = 1 ; 9 =“  1;  p = 1,  so  erhält  man  die  Gleichung 
X* — 2®*-|-16x  — 15  = 0 

Für  die  Bestimmung  der  Wurzeln  dieser  Gleichung  gilt  System  I. 

Xj  — l4-2t;  X,  = 1 — 2i;  Xg  = 1 ; Xg  ==  — 3. 

Die  kubische  Resolvente  der  Gleichung  4.  Grades  ist 

y*+y*+4y  + 4 = 0;  y,  = — 1;  yj  = 2i;  1/3 2i 

In  dieser  Resolvente  ist  ein  Wnrzelwert  yj  ” — + 

rational,  m und  » sind  aber,  wie  früher  gezeigt,  irrational.  Für 
dieses  Beispiel  ist 

, 1 + 41/3  1-4V3 

ot  ^ 1 i ^ ^ 3 ' ^ **  3 
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6.  Welche  Form  hat  eiue  vollständige  Gleichung  4.  Grades  mit 
2 rationalen  nnd  2 imaginären  Wurzeln,  wenn  die  eine  Wurzel  ihrer 
kubischen  Resolventc,  durch  die  Cardanische  Formel  berechnet, 
rational  ist? 

Auflösung. 

Man  setze  in  die  unter  5.  aufgestellte  Gleichung  V.  den  Wert 
x=y—a,  so  erhält  man  die  verlangte  vollständige  Gleichung  4.  Grades 


y* — 4ay*-|-2y’(3a*— 2y*-f-2<p* — p*)-\-iy[a(2q* — 2<p*-\-p*) — 
±2p(3*+iJ5*)]+o*— 2a»{25*— 29*-t-j)*)+8op(5*-)-g)*) 
+(4qp*-|-p*)(  p’— 45*)  = 0 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind 


H — «+P  + 9>»  \ 
y,  — o-f-p  — <P‘  ( 
yj  = o-p  + 2g  j 
y^  = a—p  — 2q 

und 


wenn  das  obere  Vorzeichen  genommen, 


y,  - a-fp  + 2g 
y,  = a+p  — 2g 
y,  — o— p-f-2<p« 
y4  = a—p—  2<pi 


wenn  das  untere  Vorzeichen  genommen. 


7.  Welche  Form  muss  eine  Gleichung  4.  Grades 
I.  x*-\-ax*-\-bx-j-c  -■  0 
haben,  damit  ihre  Wurzeln  rational  sind? 

Auflösung. 

Zunächst  mflssen  die  3 Wurzeln  ihrer  kubischen  Resolventc 

n.  4cH-^  - 0 

rational  sein.  Weil  also  zur  Lösung  dieser  Gleichung  II.  eine  tri- 
gonometrische Formel  benutzt  werden  muss,  so  muss  die  Gleichung 
II.  die  Form 

in.  3a»*-f  3»(o*-  TO*— 3g*)+«’— 3«(m*-f-3g*)— 2(m>— 9mg»)  = 0 

haben,  nnd  daher  muss  sein 
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oß 

-^0 = 3(o*— m*  — 3?*) 

i* 

^ = a*  — 3a(m*4-  3?*)  — 2(»i*  — 9mq*) 

Hicrans  folgt 

6o  und  ft  =■  ± SVÖ»  — 3o(m*-f  35*)  — 2(w»  - 9mq*) 

Weil  nun  ffir  die  Gleichung  I. 

X,  und  X,  = V — « + 1/  z — ^ -p= 

- r 2 4y_, 

worin  »j  = — a-\-2m  und  a und  ft  die  obigen  Werte  haben,  so  er- 
hält man 

*,  und  X,  - V^  + {V^±y'^) 
xj  und  *4=- V'^+(V^±y-^) 

und  zwar 


*1  y — *3  / • f 

, , , > wenn  ft  positiv  ist, 

*4 — y=^-y=i,-y=^  ’ 

und 


*1  y *i”i“y  ^j'f'y — *s  \ 

xj  = V— / 

^s=~y~*i+y — *s— y~ »s  ( 
=>=4=— y— *1— y=^-i-y^  ) 


wenn  ft  negativ  ist. 


Substitnirt  man  auch  die  Worte  für  a,  ft  und  c in  die  Gleichung 
1.,  so  erhält  diese  die  Form 


IV. 

x*-6Bx»+8xya>-3a(m»+3<7*)-2(m»-9;n5»)-f3t4m4-123*— o*)  = 0 
Berücksichtigt  man,  dass 

»1  = — a-|-  2m 
Zy  = — a — m — 35 
Zj  = — n — m-|-35 


V 
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so  lässt  sich  die  Glcichang  IV.  anch  schreiben: 

V.  + 2 (*,  + 1, + *s)x*  ± fteV  — *iVs+(»i4-*i  — *s'*— '4*1*1  = 0 

Weil  nun  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  rational  sein  sollen,  so  muss 
man  setzen 


x,  = -r» 

«I  = — («— 9>)* 

H (»  + <»>)* 

Hierans  folgt 


r,  « und  q>  sind  beliebige  rationale  Zahlen. 


r»4-2«»-|-2y« 


Ferner  folgt 


2t<p 

« = ir 


and 


*,+«.+*3=-(r*  + 2#*+2<ip*) 

V—*iVa  “ r(**— 9>*) 

(»i  + »s  — *i)’— 4*t»s  = (»■H-2qp)(r  — 2(jp)(r  + 2<)(r— 2»), 
so  ist  hiernach  die  Form  einer  Gleichung  4.  Grades 
x*-{-ax*-\-by-\-e  = 0 

mit  rationalen  Wnrzeln,  wenn  die  Wurzeln  der  kubischen  Resolvente, 
durch  eine  trigonometrische  Formel  berechnet,  rational  sind 

VI. 

i‘-2(r*-f2**+2(p»)z>±8r(/.»— <p*)*+(r+2v)(r— 2<p)(H-ai)(r— 2«)=Ü 


r+2» 
r — 2s 
— r-\-2q> 
' — r — 2q> 

■ »•-|-2qp 
’ p — 2cp 
■■  -r  + 2» 

■ -p— ar 


wenn  8p(«*— <p*)  negativ  genommen. 


wenn  8p(** — ijp*)  positiv  genommen. 


Die  Form  der  knbischen  Resolvente  der  Gleichung  VI.  ist 

Ji+(r‘+2.«+2(p»)»»+j,[2pV+'»>*)  + (**-<>>*)*]+r*(*»-  - 0 
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!/i 

yi 

ys 


Beispiel. 

Setzt  man  in  Gleichung  VI. 


■ — (»  — <)p)* 


r ' 
<P 


SO  erhält  man 


4 

> 3 
1 


X*  — 72®»  — 256®  - 240  = 0 

Xj  = 10;  ®s  = — 2;  xj  “ — 2;  ®4  = — 6 

Die  kubische  Resolvente  dieser  Gleichung  ist 

y’+36y»+384y+1024  = 0 
y,  = — 16;  yj  = — 4;  y»  = — 16. 

8.  Welche  Form  hat  eine  vollständige  Gleichung  4.  Grades  mit 
4 rationalen  Wurzeln? 

Auflösnng. 

Setzt  man  in  der  unter  7.  aufgestellten  Gleichung  VI.  ® = y — a, 
so  erhält  man  die  verlangte  Gleichung 

y* — 4<Ji/»  - 2y»[r»-j-2«»-j-29)» — 3a»J-|-4y[a(r»-|-2«»-|-2(p») — n» 
i2r(«» — (p»)]-f-«* — 2a»(r»-)-2«»-}-2gp»)7f  8ar(«» — <p») 

+(r-j-2<p)(r— 2ip)(r+2»)(r— 2«)  = 0 


y^ 

y* 

y» 

’Ji ' 


a-{-r-\-2<p  j 

a-f-r  — 2(p  ' 

) 

a — r 2«  1 
a — r — 2*  1 


wenn  das  obere  Vorzeichen  genommen. 


’Ji 


wenn  das  untere  Vorzeichen  genommen. 


a -j-  r -|-  2«  J 
y,  = a4-r— 2*  * 
y,  = a— r 4-2(j)  { 
y*  = a— r — 2<p  ; 

Beispiel. 

Setzt  man  in  die  obige  Gleichung  die  Werte 

o = — 1 
r = 3 

% 
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<p  = 3 
« 2 


and  nimmt  das  obere  Vorzeichen  in  der  Gleichung,  so  erhalt  man 

— 64i*  — 16a:-f-240  = 0 
*1=6;  X,  — — 2;  ij  = 2;  I4  = — IC 

Ferner  die  reducirte  Gleichnng  4.  Giadcs 

y«  — 70y*  + 120y+189  — 0 
yi  = 7 ; yj  = — 1 ; »8  = 3;  y*  = — 9 
and  die  kubische  Resolvente 


lieber  die  Ansdelinnng  der  Kepler'selien  Gesetze. 

Unter  den  4 Kepler’schen  Gesetzen  hat  das  dritte  Bezug  auf  ein 
Strahlencentmm,  das  vierte  sogar  auf  Bewegung  in  der  Ellipse.  Fragt 
man  also  nach  den  weitesteu  Bedingungen  ihrer  Gültigkeit,  so  muss 
man  wol  die  Centralattraction  zur  Voraussetzung  machen.  Zur  Ver- 
fSgung  stehen  dann  nur  das  Attractionsgesetz  und  die  Constanten  des 
Bewegungsanfangs. 

Das  erste  Kepler’sche  Gesetz:  Jeder  Planet  bewegt  sich  in  eiuer 
Ebene,  in  der  auch  die  Sonne  sich  befindet  — gilt  dann  bedingungs- 
los, weil  momentane  Bewegungs-  und  Kraftrichtung  eine  Ebene  be- 
stimmen. 

ln  gleichem  Falle  ist  das  dritte:  Der  Radinsvector  des  Planeten 
bezOglich  zur  Sonue  als  Ccntnim  beschreibt  in  gleichen  Zeiten  gleiche 
Fliehen.  Denn  es  folgt  direct  aus  der  Pro]>ortionaliUit  der  Anzie- 
hangscomponenten  mit  den  Projectioneu  des  Radinsvectors , d.  i.  mit 
den  Coordiiiaten.  Die  Constanten  kommen  nicht  in  Rechnung.  Be- 
merkenswert ist  der  Grenzfall,  wo  die  Attraction  null  ist.  Hier  sind 
die  Fliehen  Dreiecke  von  gemeinsamer  Spitze  über  gleichen  Strecken 
einer  Geraden;  der  Satz  gilt  dann  für  jedes  Ceiid»“’»' 


» » -f  .35»»  + 259»  + 225  = 0 
»i=  — 9;  »t  = — 1;  H 25. 


Hamburg  im  December  1879. 


Th.  Sinrnm. 


2. 
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Das  zweite  Kepler’sche  Gesetz  teilen  wir  in  die  2 folgenden: 

a)  Die  Bahn  des  Planeten  ist  eine  Ellipse. 

b)  Die  Sonne  steht  in  einem  ihrer  Brennpunkte. 

Wir  untersncben  also  zuerst  die  Bedingung,  unter  der  überhaupt  die 
Bahn  eines  nach  einem  Centrum  C angezogenen  Punktes  P eine 
Ellipse  ist. 

Der  Anfang  der  xy  sei  C,  die  Ellipse  bestimmt  durch  die  Glei- 
chungen 

I = a-{-oCOSfi;  y = /S-j-isin  ja  (1) 


Bezeichne  r den  Radiusvector,  v das  Potential  der  Anziehung  auf  die  I. 
Masseneinheit,  e die  EzcentricitHt,  y die  Fläcbengeschwindigkeit  I 
Dann  wird  die  Bewegung  durch  die  2 Gleichungen  bestimmt:  I 


3x*-}-0y*  „ xdy — ydx 

= 0t 


0t» 


(2) 


woraus  nach  Elimination  von  0t: 


I 


V 


= 2y» 


0z»  -|-  0y» 
(z0y—  ydx)* 


Diesen  Wert  also  muss  das  Potential  haben,  wenn  P eine  gegebene 
Curve  /"(z,  y)  = 0 durchlaufen  soll.  Führt  man , in  Anwendung  auf 
die  Ellipse,  die  Werte  (1)  ein,  so  kommt: 


c = 2y» 


n»  — «»C0S»ti 

(oA-f-incOSfi  -|-n/Jsinti)» 


(*)  I 


Eine  weitere  Forderung  ist,  dass  » eindeutige  Function  von  r 
sei.  Nun  hat  man: 

r»  = (cf-|-(icos(i)»-}-(/J-}-isin|a)*  oder 

r»  — o»-f-^»-|-6»-j-2oocosfi-|-26/Jsinfi-j-e»cos»f»  (1) 


Untersucht  man  erst  die  Maxima  und  Minima  von  v und  r,  so 
findet  man: 

Sv  j oosin/a— i/Scosfi-[-e»sinftcos|a 
Sn  ^ (a4-f-4  acosfi-j-a^sinf*)» 

0r  . 1 o • ■ 

— a o sin  ja 4 p COS  fi  — «»sin  (i  cos  ja 


woraus : 
Nun  ist 


Sv  = 


4y»a4r0r 

(o4 4 o cot  ja -|- a ^ sin  p)* 
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daher 


(4  o cos  /i  o jJ  sin  f«)’  ^ 4*  a*  -|" 

(4oc0Sfi-f-oj3sinfi)*  = , o*  ß* 
^ (^4)*  > ^ “ ä*~  4» 


üierans  ersieht  man,  dass  der  Nenner  in  (3)  stets  positiv  ist,  wenn 
C innerhalb  der  Ellipse  liegt,  was  wir  fortan  voraussetzen  wollen. 
Es  folgt  dann,  dass  v nnd  r immer  entgegengesetzt  variiren  und  ge- 
meinsame Maximal-Minimal-Pnnkte  haben,  dass  also  von  einem  Mi- 
nimnm  r bis  zum  nächsten  Maximam  and  nmgekehrt  v eindeatig  in 
r ist. 


Soll  non  ttber  diese  Grenzen  hinaas  das  Potential  noch  Gültig- 
keit haben,  so  muss  je  2 Werten  ft  ~ and  n = p,,  welche  gleichen 
r zogehören,  auch  gleicher  Wert  von  v entsprechen.  Sei 


fl,  = x-f  A;  ft,  = x— A 
dann  ergiebt  sich  ans  der  Gleichsetzang 
r*— a*  — ß* — 4*  »=  2aaC0Sft] -|-24}isinfi,-|-e’cOsVi 
— 2aocosfi|-{-24/3sinft,-{-e*cos*fii 
die  rationale  Relation: 

bß  aa 

COS  A a • u 

e^Binx  e'cosx 


w 

(5) 


Es  ist  dann  aach  leicht  die  2 übrigen  Werte  ft,;  ft,  zn  bestimmen, 
denen  dasselbe  r entspricht.  Denn  macht  man  Gl.  (4)  (ft  statt  ft„ 
geschrieben)  rational  in  cos  ft  nnd  dividirt  die  erhaltene  Gleichung 
4.  Grades  durch  (cosft— cosft,)(cosfi  — cosft,)  so  bleibt  eine  Glei- 
chnng  2.  Grades,  deren  Wurzeln  sind: 

aa-\-bßcotx  + V«*sin*x — (aotgx-t-4^1)* 

COSft  = ^5 

zn  deren  Anwendung  wir  jedoch  keinen  Anlass  haben. 

Sei  nnn 


M(i)  = ja* — «*cos*(x-f-A)}(sinxcos  x)* 

W(A)  = jo4-l-iocos(x-j-A)-4-o(Ssin(x-|- A)|sinxcosx 


nnd  entspreche  v «=>  v,  den  Werten  ft  = ft„  ft,;  dann  wird  nach 
Gl.  (3) 

■»,-P,  Af(A)[Af(-A)]»-3f(-A)CA(A)]* 

2f  “ [iV(T)iV(- A)]* 
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Der  Zähler  ist  ratioual  in  cosl,  sinl  und  wechselt  seiu  Vorzeicheo 
mit  1,  folglich  hat  er  den  Factor  sin  1 und  geht  nach  Division  durch 
sinlsinxcosx  in  eine  ganze  rationale  Function  Q von  cosl  Aber, 
welche  wieder  gemäss  61.  (5)  ganze,  rationale  Function  von  cosx, 
sin  X ist.  Als  solche  kann  sie  nicht  für  alle  reellen  1 verschwinden, 
wenn  sie  nicht  für  alle  reellen  x verschwindet.  Daher  kann  man  x 
null  setzen,  obgleich  hier  1 imaginär  wird.  Dann  bat  man: 

, . iß  . üß 

cosAsmxcosx  = -5- ; sm  i sin  x cos  x = — 5- 
«*  ’ «• 


M(i) 


N(l)  = bß 


und  findet  nach  Einführung  in  den  Zähler  des  Ausdrucks  (G): 

— b*ß*{ba  — iaß)*-\-b*  ß*lba-\-iaß)* 
e Q=  ^ 

•=  44® /J’ . ab  aß 

Folglich  sind  « = 0 und  (3  -=  0 die  einzigen  Fälle , wo  Q ==  0 sein 
kann.  In  Anwendung  auf  unsere  Frage  geht  daraus  hervor,  dass  ciu 
in  r eindeutiges  v nie  stattfindet,  wenn  nicht  das  Auziehuugsccntrum 
auf  einer  der  Axen  der  Ellipse  liegt. 


Sei  zuerst  /3  — 0;  daun  lautet  Gl.  (4): 

r*  = o®-|-4®-|-2a<»C08p-l-e*cosV  (7) 

woraus : 

cos  fl  = ’ II*  = e*r*-|-i*(n*  — e*) 

Führt  man  diesen  Wert  in  Gl.  (3)  ein  und  macht  den  Nenner  ra- 
tional, so  wird  der  Zähler: 

^ol(o®-o»)(«*-a*)-oVr*l*  - («»— a»)*la‘(2e»-a*) 

a®)+2e*a*]e»(e»-a*)r»— e«a»r* 

iotm{(e* — «*)[— a*{3e* — o*)-l-2e*]+2eV*l 


Die  zu  gleichem  r gehörigen  2 Werte  von  u können  demnach  nur 
dann  einander  gleich  sein,  wenn  « = 0 ist. 

Die  Maxima  und  Minima  von  r entsprechen  der  Gleichung : 

(00 -{-e*  cos  fl)  sin  fl  = 0 

und  finden  statt  in  den  Enden  der  grossen  Axe  und  in  den  2 sym- 
metrischen Punkten 
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aa 

COSf*  = — ^ 


! 


Letztere  existiren  nicht,  wenn  nach  abs.  W. 


(8) 


I 

I 

I 


Alsdann  wird  cosju  eindeutig  in  r,  und  da  v rational  in  cos  ft  ist, 
anch  t’.  Das  Potential 


V = 


2y*  a*  — «*  cos*ft  / ^ ^ ^ 

b*  (o-l-“COS(i)*  \ a a ) 


entspricht  also  einer  Bewegung  von  P in  der  Ellipse 


(9) 


Damit  aber  diese  Bewegung  eintrete,  ist  nötig,  dass  sie  in  einem 
Punkte  der  Ellipse  in  tangentialer  Richtung  und  mit  der  Flächen- 
geschwindigkeit Y beginne.  Diese  Bedingungen  lassen  sich  dadurch 
ersetzen,  dass  die  Gl.  (2)  für  einen  Zeitpunkt  erfüllt  sind.  Bei  will- 
kürlicher Bestimmung  der  Integrationsconstautcu  würde  man  im  all- 
gemeinen keine  elliptische  Bahn  finden. 

f 

Der  Fall  » = 0 ist  ein  singulärer,  weil  er  der  Bedingung  (8) 
nicht  entspricht.  Hier  sind  alle  4 Scheitel  Maximal-Minimal-Pnnkte. 
Doch  ist 


r*  = 6*-|-e*C08’fi 

a*  — e*COS*fi  „ , — r* 

» “ 2y« - 2y« 


(10) 


Der  Bewegnngsanfang  ist  willkOrlicb,  weil  man  durch  Bestimmung 
von  a und  b ans  beliebigen  Integrationsconstantcn  den  Ausdruck  (10) 
bilden  kann. 

Liegt  C auf  der  kleinen  Axe  der  Ellipse,  so  ist  alles  analog. 
Man  bat: 

‘V 

""o*  (4  + ^sinf.)*  \ b^^"^b 

8in,i=^^^;  o*  ==  a*()3*-|-e‘)-«*r* 


Soll  die  Bahn  ein  Kreis  sein,  so  wird  e = 0,  die  x Axe  kann 
man  durch  den  Mittelpunkt  gehen  lassen,  mithin  ß = 0 setzen.  Dann 
wird  nach  Gl.  (7)  und  (9): 
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ißtctUen. 


r*  — a*-[-o*-|-2ooC0Sfi 

2y*  4y*o* 

^ (o-f-«C0Sft)*  (r*4"<** — “*)* 

Die  Integrationsconstantcn  mfissen  den  Bedingungen  wie  bei  der 
Ellipse  entsprechen. 

Ergänzen  wir  jetzt  das  zweite  Kepler’scbc  Gesetz  durch  die  Be- 
stimmung b),  so  ist  n = — e;  ^ = 0 zu  setzeu,  und  Gl.  (7)  giebt: 


r = a — ecoSfi 
Das  Potential  (9)  wird  nun: 

. = (12) 

Dass  daraus  stets  eine  elliptische  Bahn  hervorgeht,  ist  bekannt.  Man 
siebt  aber  an  diesem  Ausdruck,  dass  bei  verschiedener  Flächeu- 
geschwindigkeit  der  Parameter  der  Ellipse  im  Verhältniss  des  Qua- 
drats derselben  variirt 


Das  ergänzte  2.  Gesetz  lässt  wie  gezeigt  keine  Erweiterung  der 
Gültigkeit  zu. 


Das  vierte  KepleFscbe  Gesetz  setzt,  um  in  Frage  zu  kommen, 
die  elliptische  Bahn,  also  nur  den  Teil  a)  des  zweiten  voraus.  Wollten 
wir  den  Teil  b)  mit  einschliessen,  so  könnte  es  sich  nicht  um  Er- 
weiterung handeln.  Führen  wir  durch  die  Werte  (1)  die  Annahme 
elliptischer  Bahn  in  die  zweite  Gl.  (2)  ein,  so  kommt: 


integrirt: 


(ai-|-4ac0S(i -|-a^sin^)0f»  = 2yBt 
2yt  = o4/ii-f-4asinft  — a/ScoSfi-f-const. 


Das  ist,  bei  gehöriger  Bestimmung  des  Anfangs  der  /i,  von  ganz 
gleicher  Form  mit  der  bekannten  Relation  zwischen  der  Zeit  und  ex- 
centrischen Anomalie  n.  Diese  also  findet  eine  sehr  einfache  Er- 
weiterung. (Fortsetzung  folgt). 


B.  Hoppe. 


■> 
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X. 

Ueber  die  von  Challis  vorgeschlagene  neue 
Integrationsmethode  von  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  und  ihre  Anwendung 
auf  gewisse  ungelöste  Aufgaben  aus  der  Variations- 
rechnung. 


Von 

Magnus  Ehrhorn, 

Ciinilidat  des  höheren  Schulamts  ans  Sumte  hei  Ncuhaus  a.  d.  Elbe. 


Die  vorliegende  Arbeit  enthält  zunächst  die  Untersnehungen,  die 
ich  der  Königlichen  wissenschaftlichen  Prüfungs-Commission  zu  Göt- 
tiugen  zur  Erlangung  der  facultas  docendi  iu  der  Mathematik  cin- 
gerciebt  habe. 

Von  meinem  hochverehrten  Lehrer  Herrn  Prof.  Dr.  Stern,  dem 
ich  für  manchen  freundlichen  Rat  und  Beistand  zu  grossem  Danke 
verpflichtet  bin,  wurde  mir  die  Aufgabe  in  folgender  Fassung  gestellt: 

„Was  ist  in  dem  von  Challis  (London,  Edinburgh  and  Dublin 
Philosophical  Magazine,  July  1871)  angeregten  Streite  über  die  Lösung 
gewisser  Aufgaben  aus  der  Variationsrechnung  das  Richtige?“ 

Dieses  Thema  habe  ich  im  Folgenden  nochmals  bearbeitet  und 
mit  einigen  Ergänzungen  versehen. 
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Wenn  wir  die  genetische  Entwickelung  der  verschiedenen  mathe- 
matischen Discipliuen  verfolgen,  so  finden  wir  meistens,  dass  irgend 
eine  specielle  Aufgabe  den  Anlass  zur  Entdeckung  von  neuen  Zweigen 
der  Wissenschaft  gegeben  hat.  Indem  man  glaubte,  ein  bestimmtes 
Problem  sei  von  besonderer  Wichtigkeit  und  indem  man  daher  auf 
seine  Lösung  alle  Kraft  verwandte,  geriet  man  ira  Laufe  der  Unter- 
suchung auf  Schwierigkeiten,  deren  weitere  Verfolgung  die  vorhan- 
denen Methoden  bedeutend  erweiterte  und  schliesslich  einen  beson- 
deren selbständigen  Zweig  der  Wissenschaft  schuf.  Diese  Art  der 
Entstehung  ist  noch  besonders  in  der  geschichtlichen  Entwickelung 
der  Variationsrechnung  zu  erkennen.  Die  berühmte  Aufgabe,  die 
Curvo  des  raschesten  Falls  zwischen  zwei  in  einer  verticalen  Ebene 
liegenden  Punkten  zu  finden,  welche  von  Johann  Bemonlli  seinen 
Zeitgenossen  gestellt  wurde'),  und  die  sich  daran  schliesseuden  iso- 
perimetrischen Probleme  von  Jakob  Bemoulli*),  welche  die  beiden 
Brüder  so  vielfach  beschäftigten,  leider  aber  auch  in  so  bedauerliche 
Zwistigkeiten  verwickelten’),  gaben  den  ersten  Anstoss  zur  Variations- 
rechnung, welche  dann  von  Euler')  und  Lagrange’)  in  mehreren 
classischen  Abhandlungen  weiter  ausgebildct  und  zu  einem  besonderen 
Zweige  der  höheren  Analysis  erhoben  wurde.  Bei  der  Verfolgung 
einer  beinahe  aus  der  Luft  gegriffenen  Aufgabe  entdeckte  man  die 
wahren  Probleme  der  Wissenschaft. 

Die  Geschichte  dieser  Aufgaben  spiegelt  sich  wieder  in  der  Ge- 
schichte derjenigen  Aufgabe,  die  Veranlassung  zu  der  hier  zu  behan- 
delnden Controverse  gegeben  bat.  Diese  Aufgabe  ist  die  folgende: 
„Zwei  feste  Punkte  so  durch  eine  Curvo  zu  verbinden,  dass  sio  bei 
ihrer  Rotation  um  eine  mit  den  beiden  festeu  Punkten  in  derselben 
Ebene  liegende  feste  Gerade  einen  Rotationskörper  beschreibt,  welcher 
bei  coustauter  Oberfläche  ein  Maximum  oder  Minimum  an  körper- 
lichem Inhalt  ist.“  Diese  Aufgabe  insbesondere  hat  ein  genaueres 
Studium  der  Theorie  der  discontinuirlichen  Lösungen  ®)  in  der  Varia- 
tionsrechnung veranlasst,  das  noch  keineswegs  seinen  Abschluss  ge- 
funden hat.  In  mehreren  Heften  des  London,  Edinburgh  and  Dublin 
Philosophical  Magazine')  von  Airy,  Challis,  Todhunter,  sowie  in  den 
betreffenden  Lehrbüchern  behandelt,  deren  sämmtlicho  Lösungen  in 
der  auf  Veranlassung  des  Herrn  Prof.  Stern  unternommenen  Disser- 
tation von  A.  Greve®)  als  unzureichend  zurückgewiesen  werden,  weil 
sie  namentlich  die  durchaus  notwendige  Bildung  der  zweiten  Variation 
unterlassen,  wurde  die  Aufgabe  wiederum  von  Challis  im  Juliheft  1871 
desselben  Journals  untersucht.  Die  Abhandlung,  welche  hier  einer 
Prüfung  unterzogen  werden  soll,  führt  den  Titel : On  the  application 
of  a new  Integration  of  differential  equations  of  the  second  Order  to 
some  nnsolved  problems  in  the  calculus  of  variations. 

\ 
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Wir  wollen  nun  in  dem  Folgenden  darznlcgcn  versuchen,  was  in 
dem  durch  diese  Abhandlung  von  Challis  angeregten  Streite  über  die 
Lösung  gewisser  Aufgaben  aus  der  Variationsrechnung  das  Richtige 
ist,  und  uns  in  dem  Gang  der  Untersuchung  an  die  vorliegende  Ab- 
handlung halten. 
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§.  1. 


Bevor  Challis  die  von  ihm  als  neu  vorgcschlagene  Integrations- 
methode  von  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  darlegt  und 
anwendet,  macht  er  auf  zwei  Holfssätze  aufmerksam,  die  er  ebenfalls 
für  neu  hält  und  die  er  in  die  Lehrbücher  der  Integralrechnung  ein- 
zuführen  für  notwendig  hält.  Diese  beiden  Holfssätze  sind  die  fol- 
genden : 


I.  Die  Formel  fyäx  kann  den  Inhalt  irgend  einer  Curve  zwischen 
bestimmten  Grenzen  der  Abscissen  ausdrücken,  was  auch  immer  der 
Anfang  und  die  Richtung  der  rechtwinkligen  Coordinaten  sein  mögen 
und  wo  y einen  oder  mehrere  Werte  für  einen  gegebenen  Wert  von 
X hat,  wobei  vorausgesetzt  ist,  dass  die  Integration  immer  längs 
eomecutiren  Punkten  der  Curve  erstreckt  wird. 


n.  Unter  genau  denselben  Bedingungen  kann ^ ^1  -{-  j dx 
die  Länge  einer  Curve  zwischen  festen  Grenzen  der  Abscissen  aas- 

8* 
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drücken,  wo  die  Wurzel  immer  mit  positivem  Zeichen  genommen 
wird. 

Zunächst  wird  cs  schwer  fallen  zu  finden,  was  mit  diesen  Sätzen 
Neues  gesagt  sein  soll.  Dass  das  bestimmte  Integral 

i i 

fydx  ^ff{x)tlx 
a a 

den  Inhalt  der  Fläche  ausdrückt,  die  von  den  Endordinaten  y = f(a) 
und  y = /■(*),  von  der  Curve  y = f(x)  und  von  dem  Stücke  (b  — a) 
der  Abscisseuaxe  begrenzt  ist,  und  dass  das  bestimmte  Integral 

a a 

die  Länge  des  Bogens  der  Curve  y = f(x)  ausdrückt,  der  von  den 
Ordiuaten  y = f(a)  und  y f{b)  abgeschnitten  wird,  ist  eine  Tat- 
sache, die  so  lange  bekannt  wie  die  Integralrechnung  überhaupt. 
Dies  ist  eben  die  längst  bekannte  goometrisebe  Deutung  dieser  beiden 
bestimmten  Integrale.  Richtiger  und  für  die  Einführung  in  die  Lehr- 
bücher empfehlenswerter  wäre  eine  genauere  Formulirung  der  beiden 
Sätze  ohne  Zweifel  gewesen,  indem  insbesondere  die  Grenzen  zu  dem 
Integralzeichen  hinzugefügt  werden  mussten,  weil  ohne  dieselben  die 
Formeln  nicht  den  richtigen  Sinn  haben.  Challis  legt  durch  Cursiv- 
schrift  besonderen  Nachdruck  auf  das  Integriren  längs  cousccutiven 
Punkten  der  Curve  und  hebt  dieses  als  das  wesentlich  Neue  hervor. 
Zunächst  ist  man  nun  versucht  cinzuwerfeu,  dass  nie  anders  als  längs 
der  ganzen  Curve  von  einem  festen  Anfangspunkte  zu  einem  andern 
Endpunkte  hin  integrirt  wird.  Man  hält  stets  an  der  Vorstellung 
fest,  ein  Bote  gehe  von  A (Fig.  1.)  fortwährend  längs  der  Curve  bis 
li  und  sammle  die  einzelnen  Elemente  <U  ein,  sodass  er  am  Schlüsse 
seines  Weges  die  ganze  Länge  der  durchlaufenen  Bogenslrecke  ein- 
gesammelt habe.  Welchen  besonderu  Sinn  Challis  jedoch  mit  dieser 
iutegratiou  along  cunsectuive  poiuts  of  the  curve  verbindet,  ver- 
sucht er  durch  die  Anwendung  auf  ein  Beispiel  klar  zu  machen.  Er 
nimmt  im  ersten  Quadranten  einen  Kreis  au,  für  den  also  x und  y 
beide  positiv  sind  und  will  den  Flächeninhalt  eines  Kreissegmentes 
z.  B.  (Fig.  2.)  FDEF  berechnen.  Er  beginnt  von  F aus  in  der  Rich- 
tung FD  zu  integriren  und  integrirt  bis  D.  Da  nun  wäbrond  dieses 
Intervalles  <lx  stets  negativ,  y stets  positiv  ist,  so  wird  die  Summe 
der  Inbalte  aller  elementaren  Rechtecke,  welche  die  Fläche  BFDA 
zusammensetzen,  negativ  und  folglich  ist  die  ganze  Fläche  BFDA 
als  negativ  in  der  Rechnung  in  Betracht  zu  ziehen.  Die  weitere  Inte- 
gration von  D bis  E ergiebt  daun,  da  jetzt  dx  und  y beide  positiv 
sind,  die  Fläche  ADEB  als  positiv.  Die  algebraische  Summe  der 
beiden  Flächen  giebt  den  Inhalt  des  Kreissegmentes  FDEF, 

'S 

M 
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Die  Gedanken,  welche  hier  zu  Grunde  liegen,  sind  ganz  corrcct 
and  die  Methode  ist  auf  jede  beliehige  Curve  anwendbar.  Wenn  da- 
her Cballis  hinzusetzt,  dass,  um  den  Inhalt  der  Flache  zu  finden, 
welche  von  einer  Curve  CDE  (Fig.  3.)  und  einer  die  Curve  in  zwei 
Pnokten  schneidenden  Sehne  CE  begrenzt  wird,  mau  von  dem  einen 
Pankte  C längs  der  Curve  CDE  bis  zu  dem  andern  Punkte  E inte- 
grirt  und  daun  wieder  von  E längs  der  Sehne  EFC  zurückintegrirt 
bis  C,  und  wenn  Challis  dieses  wieder  als  etwas  Neues  und  Wert- 
volles darstellt,  so  ist  der  Grund  dazu  nicht  cinzusehen.  Denn  eine 
Gerade  fällt  hier  ebenso  unter  den  Begriff  einer  Curve  wie  jede 
andere;  ihre  Gleichung  ist  in  diesem  Falle  durch  die  Lage  der  bei- 
den gegebenen  Endpunkte  C und  E eindeutig  bestimmt  und  die  Inte- 
gration ausführbar.  Indessen  wird  cs  kaum  empfehlenswert  und  von 
irgend  einem  praktischen  Vorteil  sein,  auch  in  diesem  so  einfachen 
Falle,  so  hartnäckig  auf  der  Anwendung  dieser  Intcgrationsmethode 
zu  bestehen,  da  die  Fläche  des  Trapezes  ABEC  viel  leichter  nach 
einem  elementar-geometrischen  Satze  berechnet  werden  kann. 

Bei  dem  zweiten  Hülfssatz,  durch  welchen  die  Länge  einer  Curve 
gefunden  wird,  ist  die  hervorgehobene  Bedingung,  dass  längs  conse- 
entiven  Punkten  integrirt  wird,  vollständig  selbstverständlich;  denn 
unter  Länge  einer  Curve  versteht  man  doch  eigentlich  den  Weg, 
welchen  man  durchlaufen  muss,  um  von  einem  zu  einem  andern 
Punkte  dieser  Curve  zu  gelangen.  Man  kann  natürlich  die  Curve  in 
beliebige  einzelne  Stücke  teilen  und  zuerst  längs  diesen  einzeln  inte- 
griren  und  die  Resultate  dann  addireu,  aber  der  Natur  der  Sache 
gemäss  und  dem  wahren  Begriffe  der  Länge  eines  durchlaufenen 
Weges  entsprechend  würde  es  nicht  sein. 

Anflallcnd  ist  jedoch,  dass  Challis  bei  dem  zweiten  Hülfssatz  die 
Bedingung  hinznfügt,  dass  die  Quadratwurzel  positiv  genommen  wer- 
den mnss;  dann  bat  gerade  das  Integral  die  gewünschte  allgemeinere 
Bedentnng  nicht,  sondern  erhält  sie  erst  durch  die  später  folgende 
Bemerkung,  welche  die  erwähnte  Bedingung  wieder  aufhebt,  dass  die 
Wnnel  mit  dx  das  Zeichen  wechseln  mnss,  damit  die  Elemente  des 
Integrals  stets  positiv  sind. 

Nachdem  dann  Challis  ganz  richtig  gesagt,  dass  dieselben  Be- 
trschtongen,  mntatis  mutandis,  auch  für  Polarcoordinaten  gelten,  er- 
wähnt er  auf  Veranlassung  von  Todhnnter  eine  Abhandlung  von 
Delsnnay  *),  in  welcher  dieselbe  Methode  und  zwar  zuerst  angewandt 
ist  Cballis  wirft  dieser  Abhandlung  Mangel  an  Allgemeinheit  in 
Betreff  dieses  Gegenstandes  vor,  da  nicht  die  Integration  längs  einer 
Sehne  and  in  Bezug  auf  sich  schneidende  Teile  verschiedener  Curven 
erwähnt  sei.  Hiergegen  müssen  wir  nun  die  schon  einmal  gemachte 
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Bemerknhg  wiederholen,  dass  längs  einer  Sehne  gerade  so  gut  inte- 
grirt  werden  kann,  wie  längs  jeder  andern  Curve,  dass  dagegen  die 
eigentliche  Bedentnng  und  der  Wert  dieser  Methode  von  Dclannay 
weit  besser  erkannt  und  hervorgehoben  ist  als  von  Challis.  Delaunay 
fährt  diese  Methode  als  eine  neue  Bczeichnnngswciso  ein,  um  zwei 
Ausdrücke,  die  er  bei  der  Bildung  der  Variation  eines  vielfachen 
Integrals  erhalten  hat,  in  einen  einzigen  Ausdruck  zu  vereinigen  und 
ein  Doppelintegral  einer  Fläche  in  ein  Kandintegral  zu  verwandeln. 
Er  betrachtet  zur  Erläuterung  ein  Doppclintegral 

ffh.dx.dy, 

welches  sich  über  alle  Punkte  der  Ebene  (x,  y)  erstreckt,  die  inner- 
halb der  geschlossenen  Curve  AmBnA  (Fig.  4.)  liegen.  Seieu  nun 
yo  uud  y,  mit  der  Bedingung  y,  yg  die  beiden  Ordinaten  dieser 
Curve,  welche  einem  und  demselben  Werte  der  Abscisse  entsprechen 
und  seien  xg  und  x,  die  Endabscissen  Oa  resp.  Ob,  so  kann  das 
Doppelintegral  in  der  Form 

.?■  J?‘ 

f dx  .fh.dy 

ausgedrückt  werden.  Wenn  jetzt  das  unbestimmte  Integral 

fhdy  = H 

und  das  bestimmte  Integral 

fhdy  = Ä,  - //o 

ist,  so  ist 

f dx  .fhdy  = f Hjdx  — / Hgdx. 

ifo  X,, 


Indem  nun  das  erste  Integral  / H^dx  den  Inhalt  der  Fläche  aAmBh 

Xn 

darstellt  und  f H^dx  den  Inhalt  der  Fläche  aAnBby  stellt  die  obige 

Xi» 

Differenz  der  beiden  Integrale  den  Inhalt  der  durch  oino  geschlossene 
Curve  begrenzten  Fläche  AmBnA  dar.  Mit  Berücksichtigung  des 
bekannten  Satzes 

b a 

fydx  = — fgdx 
a 6 

nimmt  die  obige  Differenz  die  Form  an 


/H,dx-^fH„dx, 

Io  I, 

und  diese  beiden  Glieder  vereinigt  Delaunay  durch  ein  einziges  Zeichen 

(X) 

flldx, 

U) 
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indem  er  darunter  verstehen  will,  dass  man  von  A längs  AmB  nnd 
von  B längs  BnA  bis  A wieder  zarUckintegrirt.  In  Wirklichkeit 
muss  man  bei  der  Ausrechnung  beide  Integrationen  einzeln  für  sich 
ansfäbren  nnd  dabei  berücksichtigen,  dass  für  AmB  die  zu  integri- 
rende  Function  den  Wert  ff,  und  für  BnA  den  Wert  Hg  annimmt 
Wir  haben  cs  also  nur  mit  einer  abkürzenden  und  zusammenfassen- 
den Bezeichnungsweiso  zu  tun,  die  allerdings  ganz  bequem  ist,  aber 
keineswegs  die  Bedeutung  hat,  welche  ihr  Cballis  zuznschreiben  scheint. 
Indem  Delaunay  noch  hinznfügt,  dass  diese  Bezeichnungsweiso  auch 
von  Vorteil  ist,  wenn  die  den  geschlossenen  Bereich  begrenzende 
Cnrve  eine  zur  Y Axe  parallele  Gerade  in  mehr  als  zwei  Punkten 
schneidet,  giebt  er  ihr  auch  die  hinreichende  Allgemeinheit 

Die  richtige  Anwendung  dieser  beiden  Ilülfssätze,  wie  wir  sie 
p.  126.  geben  wurden,  macht  Cballis  aber  nicht  oder  unterlässt 
wenigstens  ihre  Anwendung  vollständig  klar  darzulegen. 

Litteratur. 

1)  Delaunay,  Memoire  sur  le  calcul  des  variations.  (Journal  de 
r^cole  polytechnique.  1843.  cah.  29.  p.  48).  (Vgl.  auch  Todhunter, 
History  of  the  calculus  of  variations.  1860.  p.  146). 


§.  2. 


Nau;b  der  Erörterung  der  obigen  beiden  Hülfssätzc  geht  Cballis 
zur  Betrachtung  der  sogenannten  Hauptgleicbung  der  Variations- 
rechnung über,  welche  dazu  dient,  die  abhängig  Veränderliche  g 
als  Function  von  jc  zu  bestimmen,  dass  ein  gegebener  Ausdruck 
irgend  welcher  Art  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  werde.  Ist 


*1  ** 


(ly  d*y  (P'y\ 

dx’  (ix*  dx") 


zu  einem  Maximum  oder  Minimum  zu  machen,  so  betrachtet  Cballis 
die  Hauptgleicbung  in  der  Form 


, , d dY  , Bq 

(äy-pöx) ) a:  - ^ H 


By 


d* 


BV 

Br 


dx* 


dx* 


+ . 


worin 


= (iy—pix)A  = 0, 

dy  (^ 

^ °°°  dx’  ^ dx*’  *"  dx* 
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gesetzt  ist.  Aus  dieser  Gleichung  folgert  er,  dass,  wenn  die  Aufgabe 
keine  Relation  zwischen  &x  und  Sy  enthalt,  die  Gleichungen 

A =■  0 und  Ap  =■  0 

in  gleicher  Weise  zur  Auffindung  des  gesuchten  Zusammenhaugs 
zwischen  x und  y dienen.  Er  sagt,  wenn  diese  Gleichungen  als 
identisch  angenommen  werden  könnten,  so  würde  es  genügen,  eine 
von  ihnen  zu  integriren;  aber  obwohl  in  einigen  Beispielen  beide 
unmittelbar  integrirbar  seien  und  identische  Relationen  zwischen  x 
und  y ergeben,  so  sei  in  andern  Fällen  nur  eine  oder  keine  von 
beiden  unmittelbar  Integrirbar,  und  es  könne  daher  nicht  von  vorn- 
herein ihre  Identität  angenommen  werden.  Daher  sei  es  notwendig, 
diejenigen  Resultate  in  Betracht  zu  ziehen,  welche  aus  jeder  von 
ihnen  einzeln  oder  ans  beiden  zusammen  hergeleitet  werden  können. 

Gegen  diese  Behauptungen  erhebt  Cayley*)  mit  Recht  lebhaften 
Einspruch.  Damit  die  obige  Gleichung  verschwindet,  ist  die  einzige 
hinreichende  und  iintwcudigc  Bedingung  A = 0.  Auf  den  Factor  p 
machte  Challis  schon  in  einer  früheren  Abhandlung aufmerksam, 
wrurde  aber  von  Todhunter®)  durch  den  Hinweis  auf  die  zwei  ver- 
schiedenen Formen  der  Hanptgleichung  mit  dieser  Ansicht  zurück- 
gewiesen. Todhunter  bemerkt,  dass  Challis  dem  Factor  p wahr- 
scheinlich nicht  die  Bedeutung  eines  wesentlichen  Factors  bei- 
gclcgt  batte,  wenn  er  die  andere  Form  der  ersten  Variation  benutzt 
hätte 

t h 

SJ  =■  SfVrlx  = Ji  -]-/ ASy.dx, 

a a 

in  welcher  A wieder  unsere  vorige  Hanptgleichung  bezeichnet,  und 
B die  von  den  constanten  Grenzen  abhängigen  Glieder  darstellt. 
Da  wir  nun  bei  allen  drei  Aufgaben,  welche  Challis  in  der  letzten 
Abhandlung  untersucht,  mit  festen  Grenzen  zu  tun  haben,  so  können 
wir  diese  zweite  Form  der  ersten  Variation  benutzen  und  finden  aus 
ihr  als  Hauptgleichung  nur  A — 0.  .Aber  selbst  wenn  wir  die  zuerst 
erwähnte  Form  der  ersten  Variation  an  wenden,  welche  sich  auch  auf 
variabele  Grenzen  bezieht  und  in  welcher  auch  die  independente  Va- 
riabele  x einer  Variation  unterworfen  gedacht  wird,  so  ist  fast  in 
allen  Lehrbüchern  der  Variationsrechnung  (z.  B.  Stegmann  p.  265 — 291) 
nachgewiesen,  dass  die  beiden  Gleichungen  A = 0 und  Ap  = 0 voll- 
kommen identische  Resultate  liefern.  Eine  genauere  Betrachtung 
würde  Challis  gelehrt  haben,  dass  auch  der  symbolische  Unterschied 
der  beiden  Gleichungen,  welchen  er  so  sehr  und  öfters  hervorhebt, 
nur  ein  scheinbarer  ist.  Denn  zum  Zwecke  der  Integration  haben 
wir  beide  mit  dem  als  Nenner  auftretenden  Differential  dx  zu  multi- 
pliciren,  wodurch  die  eine 
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und  die  andere 


Aelx  = 0 
Apdx  = Ady  = 0 


wird,  und  der  symbolische  Unterschied  gleichfalls  verschwunden  ist. 
Die  Gleichung  Apdx  <=  Ady  = 0 ist  keineswegs  von  einem  höheren 
Grade,  als  ,drfa:  = ü;  in  Ady  = ü ist  an  Stelle  des  Differentials  dx 
in  Adx  = O^as  Differential  dy  getreten,  und  die  wahre  Bedeutung 
dos  Factors  p besteht  darin,  dass  er  ein  integrirender  Factor 
ist.  Um  ein  allgemeines  Integral  unser  Hauptgloichnng  zu  erhalten, 
würde  es  daher  nicht  erlaubt  sein , den  integrireuden  Factor  p = 0 
zu  setzen;  dadurch  würden  wir  nur  eine  singuläre  Lösung  erhalten. 
Ein  Unterschied  der  beiden  Gleichungen  Adx  = 0 und  Ap<lx  ~ Ady  = 0 
lässt  sich  in  Bezug  auf  ihre  Anwendbarkeit  in  folgender  Weise  fcst- 
stellen. 


I.  Sowohl  die  Gleichung  Arix  ^ 0 als  auch  Apdx  ^ Ady  = Q 
sind  anwendbar,  wenn  in  der  Hauptgleichung  weder  x noch  y Vor- 
kommen, sondern  nur  Constanten  und  Differentialquotienten.  Dieser 
Fall  tritt  ein 

1)  wenn  in  dem  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  zu  machou- 

h 

den  Integrale  fVdx  der  Ausdruck  V weder  x noch  y enthält.  Ein 

a 

Beispiel  hierfür  ist  die  Aufgabe,  zwischen  zwei  Punkten  die  kürzeste 
Linie  zu  finden; 


2)  wenn  allgemein 

V = ay-\- hxf{ p)-\-cx^q>{q) dx\(r) 

Als  Beispiel  führen  wir  die  von  Challis  unter  I.  und  hier  in  §.  3. 
behandelte  Aufgabe  an.  Die  erste  Integration  von  Adx  = 0 liefert  x 
als  Function  der  Differeutialquotienten,  während  die  erste  Integration 
von  Ap<lx  = Ady  = 0 uns  y als  Function  der  Differentialquotienten 
liefert.  Eine  abermalige  Integration  dieser  beiden  neueu  Differential- 
gleichungen liefert  aber  in  beiden  Fällen  dasselbe  Resultat. 


II.  Nur  die  Gleichung  Adx  = 0 ist  anwendbar,  wenn  die  Haupt- 
gleichung X,  aher  nicht  y enthält.  Hier  würde  die  Mnltiplication  mit 
p,  wodurch  dy  statt  dx  eingeführt  würde,  unzweckmässig  und  ohne 
Erfolg  sein.  Dieser  Fall  tritt  aber  ein, 


1)  wenn  in  V die  Variabele  y überhaupt  nicht  vorkommt;  dann 

dV 

fällt  in  der  Hauptgleichuug  das  erste  Glied  g-  fort  und  die  Haupt- 
glcicbnng  ist  als  ein  vollständiges  Differential  unmittelbar  integrabel. 
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Eiu  solches  Beispiel  bietet  die  berühmte  Aufgabe  der  Braebistoebrone 
dar,  bei  welcher 


zu  einem  Maximum  oder  Minimum  zu  machen  ist  und  wo  sich  als 
zu  intcgrircudc  Hauptgleichung  * 

fl  p 

= 0 

Vx.Vi+p* 

ergiebt ; 

2)  wenn  in  V ausser  einer  expliciten  Function  von  x und  den 
Differentialquotienten  die  abhängig  Variabele  y nur  in  der  ersten 
Potenz  und  nicht  mit  ihren  Differentialquotientcn  multiplicirt  vor- 
kommt-, wenn  also  allgemein  V die  Form  hat 

ayfp(x)-\-b/(x-,  p,  q,  r ...). 

Ein  Beispiel  dieser  Art  ist  das  von  Stegmaun  in  seinem  Lehrbuche 
der  Variationsrechnung  §.  33.  behandelte  Problem;  Es  wird  diejenige 
Beschaffenheit  von  y = f{x)  gesucht,  wodurch 

f 


a 


zu  einem  Maximum  oder  Minimum  gemacht  wird,  wo  für  die  festen 
Grenzen  des  Integrals  die  Bedingung  o < “ <C  ^ gelten  soll. 

UI.  Wir  können  nur  die  Gleichung  Apdx  = Ady  = 0 henntzen 
und  integrireu,  wenn  in  derselben  y,  aber  nicht  x explicit  vorkommt. 
Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  allgemein 

V = afp{y)-\-bxf(p)-\-cx*q){q)-\-... 

Hierher  gehören  die  von  Challis  unter  II.  und  HI.  behandelten  Auf- 
gaben, die  in  §.  4.  und  5.  noch  näher  untersucht  werden. 

Hiermit  dürfte  klar  gelegt  sein,  wann  und  warum  wir  in  dem 
einen  Falle  beide  Gleichungsformcn , in  einem  andern  Falle  nur  die 
eine  von  ihnen  anwenden  können. 

Litteratur. 

1)  Cayley,  On  a snpposed  new  integration  of  differential  eqna- 
tions  of  the  second  order.  (The, London  Philos.  Magazine.  1871. 
V-’  42.  p.  197). 
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2)  Challis,  On  an  extension  of  the  principles  of  the  calculus  of 
variatious.  (Dass.  Journal.  1866.  vol.  32.  p.  46.  und  vol.  31.  p.  226). 

3)  Todhunter,  On  a problem  in  the  calculus  of  variatious.  (Dass. 
Journal.  1866.  vol.  32.  p.  2Ü5).  Vgl.  auch  History  of  the  calculus 
of  variations.  p.  13. 


§.  3. 

Nach  diesen  Vorerörterungeu  wenden  wir  uns  zur  Betrachtung 
und  Discussion  der  drei  von  Challis  behandelten  Aufgaben.  Dabei 
milsscu  wir  noch  bemerken,  dass  Challis  bei  der  ersten  und  dritten 
Aufgabe  nur  nach  einem  Maximum,  bei  der  zweiten  nur  nach  einem 
Minimum  fragt,  ohne  zu  bedenken,  dass  die  Regeln  der  Variations- 
rechnung einen  solchen  Zusammenhang  zwischen  x und  y liefern, 
welcher  einen  gegebenen  Ausdruck  — mag  derselbe  ein  bestimmtes 
Integral  sein  oder  nicht  — zu  einem  Maximum  oder  zu  einem  Mini- 
mum macht.  Diese  unrichtige  Aufgabcstellung  ist  vielleicht  der  Grund, 
weshalb  Challis  die  durch  Integration  der  Hauptglcichung  gefundenen 
Gleichungen  sofort  als  richtig  annimmt  und  in  so  auffallender  Weise 
die  Bildung  der  zweiten  Variation  unterlässt,  welche  allein  entscheiden 
kann,  ob  die  gefundenen  Gleichungen  ein  Maximum  oder  ein  Minimum 
oder  keins  von  beiden  liefern. 

Aufgabe  I.  Zwei  feste  Punkte  einer  Ebene  durch  eine  ebene 
Curve  von  gegebener  Länge  so  zu  verbinden,  dass  die  von  der  Curve, 
den  Ordinaten  der  festen  Punkto  und  der  Abscissenaxe  begrenzte 
Fläche  ein  Maximum  oder  Minimum  au  Inhalt  ist. 

Sind  a-j  und  x^  die  Abscissen  der  gegebenen  festen  Punkte,  wo 
xj  > X,,  so  wird  der  Inhalt  der  Fläche  durch 

J = fydx 

und  die  Länge  der  Curve  durch 

bestimmt.  Durch  ein  Versehen  setzt  Challis,  wie  schon  Todhunter 
bemerkt,  die  gegebene  Länge  dieser  Cnne  kleiner  als  die  die  bei- 
den Punkte  verbindende  gerade  Linie  voraus,  was  natürlich  grösser 
heissen  muss.  Bezeichnen  wir  mit  a eine  willkürliche  Constantc, 
deren  Bedeutung  später  näher  zu  bestimmen  ist,  so  ist  unter  Be- 
Dutzung  des  EnleFscheu  Kunstgriffes  für  isoperimetrische  Aufgaben, 
der  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  zu  machende  Ausdruck 
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fVdx  =/(y  + ®Vl  + p*)fte. 

*1  *1 

Aus  dieser  Form  ist  ersichtlich,  dass  mit  der  vorliegendeu  Aufgabe 
das  reciproke  Problem  auf  gleiche  Weise  gelöst  wird:  Von  allen 
Curveii , welche  mit  den  festen  Ordinaten  zweier  gegebener  Punkte 
mul  der  Abscissenaxe  eine  Fläche  von  constantem  Inhalt  eiuscbliesseu, 
die  kürzeste  zu  fiuden. 


Wir  erhalten  in  beiden  Fällen  als  bedingeudo  Hauptgleichuug 
8ff  Tlx  dp  ~ (ix  _|_p»  — ® ~ 


Die  erste  Integration  von 


ergiebt 


Adx  “=  rfac  — d 


Vi+P‘ 


0 


also  * als  Function  von  p.  Ans  dieser  Gleichung  folgt 


dy  = 


±(x  — c) 

y — (i  — c)* 


wovon  das  Integral 
oder 


y — c'  = ^ Ya* — {x — c)* 
(x—  e)*-\-(y  — e')*  — o* 
ist.  Die  Integration  der  Gleichung 


apdp 

Apdx  = Ady  -=dy  — Y -rriTi  = 0 


ergiebt 


(1+P*)« 


y — c'=  + 


Vl+P*' 


also  y als  Function  von  p.  Durch  nochmalige  Integration  erhalten 
wir  dieselbe  Gleichung  wie  vorhin 

(i—  c)*  + (y  — e')*  — o*. 


Da  die  Grenzen  als  fest  angenommen  sind,  so  sind  keine  weiteren 
Bedingungsgleichungen  zu  erfüllen.  Die  Integrationsconstanten  c und 
c’,  welche  die  Coordinaten  des  Kreismittclpunktes  darstellen,  sowie 
die  vorhin  willkürlich  gelassene  isoperimetrische  Constanto  a,  welche 
sich  jetzt  als  der  Radius  des  gefundenen  Kreises  ergeben  hat,  sind 
durch  die  gegebene  Länge  der  Curve  und  durch  die  Lage  der  beiden 
X 
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festen  Pnnkte,  dnrch  welche  die  Curve  gehen  soll,  eindeutig  bestimmt. 
Weil  nun  die  drei  willkürlichen  Constantcn  immer  bestimmbar  sind, 
so  behauptet  Challis,  dass  der  gefundene  Kreisbogen  in  allen  Fällen 
die  Fläche  zu  einem  Maximum  macht,  und  unterlässt  eine  Unter- 
suchung der  zweiten  Variation,  obwohl  in  den  von  ihm  angeführten 
Untersuchungen  von  Legendro  ‘) , Stegmann  *) , Todhunter  ’)  zum 
grössten  Teile  die  Sache  erledigt  ist.  Die  zweite  Variation  hat  zu- 
nächst die  allgemeine  Form: 


und  es  ist 


Da  nun 


also 


i*fVdx  =/ö*Vdx 
*1 


8s/ 


1, 


^ = 0 und  auch 


8ydp 


0 


ist,  so  reducirt  sich  die  zweite  Variation  auf 


a*v=  = = 


Wir  brauchen  also  nicht  das  Jakobi’sche  Kriterium  hier  anzuwenden. 
Nun  ist,'  wie  vorhin  gesehen,  a der  Radius  des  Kreises  und  wird  als 
solcher,  wie  der  Krümmungsradius  jeder  Curve,  durch 


ansgedrflekt,  sodass 


(1+P*)» 

a 

9 

i»v=  -ip* 

9 


wird.  Das  Vorzeichen  dieses  Ausdrucks  hängt  nun  ab  von  dom  Vor- 
zeichen von  q.  Die  Bedingung  q~^  0 drückt  aus,  dass  die  Curve 
ihre  convexe  Seite  der  JT  Axo  zukehrt;  ist  g<CO,  so  wendet  der 
Kreis  seine  concave  Seite  der  X Axe  zu.  Im  ersten  Falle  haben  wir 
ein  Minimum,  im  zweiten  ein  Maximum.  (Vgl.  Fig.  5.  u.  6.) 


Es  ist  nun  durch  die  Betrachtung  der  Figuren  leicht  ersichtlich, 
dass  der  Kreisbogen  in  dem  ganzen  Verlaufe  zwischen  den  beiden 
gegebenen  Punkten  entweder  nur  seine  Concavität  oder  nur  seine 
Convexität  der  X Axe  nnr  so  lang^..,ge[Uiilt^  die  gegebene  Länge 
unterhalb  einer  gewissen  leicht  Z$  sodass 

der  Kreisbogen  stets  innerhalb /des  <">  ^men  begrenzten 
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Parallelstroifcns  Dieser  Umstand  nun  hat  Veranlassung  zu  einer 

Controverse  zwischen  Challis  und  Todhuntor  gegeben.  Wie  es  mir 
scheint,  ist  Stegnianu  (§.  40.  u.  41.)  der  Meinung  gewesen,  dass  der 
Uber  die  Ordinalen  hinausgeheude  Kreisbogen  überhaupt  kein  Maxi- 
mum giebt,  und  Todhuntor  schliesst  sich  offenbar  dieser  Ansicht  an, 
obwohl  er  spiiter  sagt,  dass  er  die  Aufgabe  unter  der  Bedingung  habe 
lüW'n  wollen,  dass  die  Curve  vollständig  in  dem  vou  den  Ordinalen 
begrenzten  Parallelstreifen  enthalten  S(  i.  Aus  seiner  Aufgabestellong 
läs.st  sich  dieses  jedoch  nicht  cutuehmeu.  Legendre  erwähnt  aus- 
drücklich beide  Fälle,  wo  die  Curve  vollständig  innerhalb  des  Parallcl- 
streifens  liegen  soll  oder  nicht.  Für  den  ersten  Fall  giebt  er  aus- 
führlich die  richtige  Herleitung,  deren  Resultate  wir  nur  aunehmen 
können  und  die  wir  daher  hier  übergehen.  Diese  Betrachtungen 
finden  stets  Anwendung  für  den  Fall  eines  Minimums,  da  hier  die 
Curve  ja  gar  nicht  ausserhalb  des  Parallelstreifens  liegen  kann.  Aber 
wenn  für  den  Fall  des  Ma.ximums  die  Aufgabe  ohue  die  Bedingung, 
dass  die  Curve  vollständig  in  dem  Parallelstreifcn  enthalten  sei,  ge- 
löst werden  soll,  so  ist  eine  vollständige  Lösung  mit  Hülfe  der  Varia- 
tionsrechnnng,  soviel  mir  bekannt,  noch  nicht  geliefert.  Cliallis  hat 
vielleicht  das  Richtige  gemeint,  aber  da  er  ganz  unbegreiflicher  Weise 
unterlässt,  die  zweite  Variation  zu  untersuchen,  so  hat  er  den  Streit 
nicht  entschieden,  was  wir  im  Folgenden  endgültig  tun  werden. 

Wir  nehmen  gleich  die  gegebene  Länge  der  Curve  so  gross  an, 
dass  der  Kreis  über  beide  Ordinalen  hinaus  sich  erstreckt  (Fig.  7.). 
Daun  ist  von  C bis  E der  zweite  Differentialquotient  q ]>  0,  von  E 
bis  F ist  5 < 0 uud  von  F bis  D ist  wieder  5 > 0.  Also  wechselt 
d^y  mit  5 im  Verlaufe  der  gefundenen  Verbindungsenrvo  zweimal 
das  Zeichen.  Aber  damit  wechselt  die  zweite  Variation  des  bestimm- 
ten Integrals 

d*/V(ir 

noch  keineswegs  das  Zeichen.  Denn  indem  wir  mit  K,  denjenigen 
Ausdruck  bezeichnen,  welcher  sich  auf  C'E  bezieht  und  mit  I'j,  Fj 
die  bez.  Ausdrücke  für  EF  und  FD  bezeichnen,  müssen  wir  unter 
Zugrundelegung  der  beiden  in  §.  1.  näher  erörterten  Uülfssätze  unser 
die  Fläche  ACEFDB  und  die  Länge  der  Curve  CEFD  darstellendes 
Integral  jetzt  anders  schreiben.  Dann  wird  die  zweite  Variation 

1.1t)  -f*  ^4  *1 

d*  f V fix  = 6^  f Kjtir  -|-  6*/  \\dx  -|-  6*  f V^dx 

(x,)  X.  X,  X, 

und  dieser  ganze  Ausdruck  ist  stets  negativ,  da  I j negativ  ist  und 
zu  den  positiven  und  K3  ein  negatives  fix  gehört.  Hiermit  ist 
auch  durch  die  Variationsrechnung  bewiesen,  dass  auch  der  über  die 
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Ordinaten  biiiansgchcnde  Kreisbogen  wirklich  ein  Maximum  liefert, 
und  dass  uns  der  Wechsel  des  Vorzeichens  des  zweiten  Differeiitial- 
qnotienten  darüber  nicht  im  Zweifel  lässt. 

Die  Betrachtungen  mit  Zugrundelegung  der  Polarcoordiuaten, 
anf  welche  Todhunter  binweist,  führen  nur  zu  derselben  Schwierig- 
keit, die  auch  nur  durch  eine  analoge  Umänderung  des  be.stimmten 
Integrals  zu  heben  ist.  Anderweitige  richtige  Beweise  sind  bereits 
länger  bekannt;  man  vergleiche  insbesondere  die  schönen  Entwicke- 
lungen Steiner’s  in  Crelle’s  Journal  1838.  Bd.  18.  p.  281. 

Litteratur. 

1)  Legendre,  Memoire  sur  la  maniöre  de  distinguer  les  maxima 
des  minima  dans  le  calcul  des  variations.  (Ilistoiro  de  l’acad.  royale 
des  Sciences.  1786  p.  27. 

2)  Stegmann,  Lehrbuch  der  Variationsrechnung,  p.  171. 

3)  Todhunter,  History  of  the  calculus  of  variations,  art.  202 
n.  366. 


§•  4. 


Die  zweite  Aufgabe,  welche  Challis  behandelt,  ist  die  folgende: 
Zwei  feste  Punkte  durch  eiuo  ebene  Curve  so  zu  verbinden,  dass  sic 
bei  ihrer  Rotation  um  eine  in  derselben  Ebene  liegende  Gerade  einen 
Körper  mit  kleinster  Oberfläche  beschreibt. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Oberfläche  einer  Rotationsfläche  ist 


0 = 2»/ yd». 

Dnrch  Benutzung  der  Gleichung 


woraus 


ei»*  = ilx^-\-dy^. 


S.dt 


d» 


d.iy 


folgt,  und  dnrch  partielle  Integration  erhalten  wir  als  erste  Variation 

a /V.Z.  = [y  ^ dy  ] + f\l  - dy  ei,  = 0 

*1  *1  *1 
Die  Integration  der  Hanptgleicbnng 
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1 

d»  ' "dt 


gicbt 


woraus 


l + C 


•iy 

y-ds' 


(*  + c)*  = y*  + e' 


folgt,  welches  die  Gleichung  einer  Kettenlinie  ist.  Die  Gleichung  der 
gesuchten  Curve  in  rechtwinkligen  Coordinaten  erhalten  wir,  weuu 
wir  die  folgende  Umformung  mit  dem  die  Rotationsoherfliiehe  dar- 
stellenden Integral  vornehmen.  Es  ist 

O = 2re/ yds  = 2n /yVl^p*fü  = 2n:  f Vtlx. 


= Vi+p* 


Dann  ergieht  sich  als  Hauptgleichung 

8v  £ a K 

^ ^ By  fix  dp 

deren  erstes  Integral 
2) 


UP  __ 

fix  Vi-f  p* 


0, 


y = cVl  -J-p» 


sich  mit  Hülfe  des  integrirendon  Factors  p aus  Ap  = 0 leicht  ergieht. 
Durch  nochmalige  Integration  folgt  als  allgemeines  Integral 


3) 


y 


2\ 


e ' e 


Dies  ist  die  Gleichung  einer  Kettenliiiic,  deren  Directrix  die  gcgeheiie 
Rotationsaxe  ist.  Wir  kömieu  nun  auf  der  gegeheneu  Geraden,  die 
wir  bereits  als  A'  Axo  gewählt,  den  Coordinatenanfang  noch  so  wäh- 
len, dass  die  Coustante  c,  = 0 wird ; dann  wird  die  Gleichung  noch 
einfacher 


4) 


Für  a;  = 0 nimmt  dann  die  Ordinate  den  kleinsten  Wert  c au  und 
die  Curve  ist  zu  beiden  Seiten  der  Y Axe  symmetrisch.  In  der  all- 
gcmciuen  Gleichung  3)  sind  die  Constauten  c und  Cj  aus  der  Bedin- 
gung zu  bestimmcu,  dass  die  Curve  durch  die  beiden  gegebenen  Punkte 
gehen  muss.  Damit  aber  diese  Bedingung  durch  eine  Kettenlinie, 
welche  zu  gleicher  Zeit  die  gegebene  Gerade  zur  Directrix  hat,  erfüllt 
werden  kann,  sind  die  Punkte  in  ihrer  Lage  einer  gewissen  Beschrän- 
kung unterworfen.  Sie  müssen  nämlich  innerhalb  eines  gewissen 
Wiukclranms  liegen,  den  wir  erhalten,  weuu  wir  durch  den  in  Glei- 
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chnng  4)  gewählten  Coordinatcuanfang  zwei  gerade  Linien  ziehen, 
die  mit  der  X Axe  die  Winkel 

n = 56"  28'  resp.  (n  — o) 

bilden  (Fig.  8.  ON  und  OM).  Liegen  die  Punkte  innerhalb  dieses 
Winkelraoms,  so  sind  im  allgemeinen  zwei  Kcttculinicn  möglich; 
aber  nur  die  obere  liefert  eine  Rotationsobcrfläcbe  mit  minimalem 
Inhalt.  Fallen  die  beiden  Ketteulinicu  in  eine  einzige  zusammen, 
so  liefert  diese  keine  Fläche  von  der  verlangten  Eigenschaft.  Diese 
Resultate  ergeben  sich  aus  einer  Untersuchung  der  zweiten  Variation, 
welche  zeigt,  dass  die  Kcttenliuic  nur  dann  ein  Minimum  liefert, 
wenn  die  in  den  gegebenen  Punkten  an  die  Kettenlinie  gezogenen 
Tangenten  sich  oberhalb  der  Kotationsa.ve  schneiden.  Da  diese  Unter- 
suchnugeu,  welche  keinerlei  Schwierigkeiten  bieten,  bereits  früher 
vollständig  ausgeführt  sind,  — z.  B.  in  den  Lehrbüchern  der  Varia- 
tionsrechnung von  Moiguo')  und  Dienger“),  deren  Methoden  nnd 
Resultate  wir  hier  nur  annehnien  können,  — so  können  wir  sie  hier 
füglich  übergehen,  indem  unsere  Hauptaufgabe  sein  soll,  die  von 
Chaliis  in  der  erwähnten  Abhandlung  gegebenen  Untersuchungen  und 
Resultate  zu  berichtigen.  Ein  Maximum  kann  bei  dieser  Aufgabe 
nicht  statttinden,  da  mit  beliebig  wachsender  Länge  der  Verbindnngs- 
linic  auch  die  Kotationsoberdäche  immer  mehr  wächst  Ein  Minimum 
aber  ist  deshalb  möglich,  weil,  wie  Stegmaun  sehr  richtig  bemerkt 
(a.  a.  0.  p.  187),  „zwar  die  Peripherie  eines  von  einem  Curveu- 
elcment  während  der  Drehung  um  die  Rotationsaxe  beschriebenen 
Flächeuelementes  desto  kleiner  ausfällt,  je  tiefer  das  Curvenelement 
mittelst  einer  Verlängerung  der  Linie  hcrabgesenkt  wird,  weil  aber 
andererseits  eine  Verlängerung  der  Linie  nicht  eine  Verkleinerung, 
sondern  eine  Vergrösscrung  der  Rotaliousobcrtläche  bewirkt.“  Bei 
dem  Minimum  tritt  so  eine  Compeusatiou  in  der  Länge  und  in  der 
Tiefe  des  Hemnterhäugens  der  Kettenlinie  ein,  was  bei  einem  Mazi- 
mnm  nicht  der  Fall  ist. 

Die  eben  angeführten  Resultate  hält  Chaliis  nicht  für  richtig, 
weil  sie  nicht  aus  der  Hauptgleichnng 

L „ 0 

sondern  erst  nach  Multi plication  mit  dem  Factor  p aus  Ap  = o 
durch  Integration  erhalten  worden  sind.  Er  behauptet  die  zwei 
Gleichungen  A = 0 und  Ap  = 0 können  bei  dieser  Aufgabe  nicht 

Tnl  UTI. 
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ohne  Unterschied  gebraucht  werden,  als  ob  sie  äquivalente  Gleichun- 
gen wären  und  führt  für  diese  Behauptung  zwei  Gründe  an. 


I.  Die  Gleichung  Ap  = 0 sei  ein  vollständiges  Differential  and 
A = 0 nicht;  beide  Gleichungen  seien  von  verschiedenem  Grade. 

Wir  haben  p.  122.  bereits  anseinandergcsetzt,  dass  die  Gleichung 
^ 0 deshalb  kein  exactcs  Differential  ist,  weil  neben  den  Dififeren- 

tialen  dx  und  dp  noch  die  Variabclc  y,  aber  nicht  x explicite  vor- 
kommt. Durch  den  integrircnden  Factor  p wird  an  Stelle  des 
Differentials  rix  das  Differential  dy  gesetzt,  wodurch  die  Gleichungen 
aber  keineswegs  von  verschiedenem  Grade,  ja  nicht  einmal  symbolisch 
verschieden  werden. 

II.  Wenn  wir  das  erste  Integral  von  Ap  = 0 in  .<lp  -=  O und 

in  .1-1  0 substituiren,  so  sollen  die  beiden  dann  resultirendcn  Glei- 

chungen nicht  in  derselben  Weise  erfüllt  werden.  Durch  die  Sub- 
stitution von  y ” cVl-j-p*  in  .dp  “ 0 erhalten  wir 


a) 


P 


0 


und  durch  dieselbe  Substitution  in 


erhalten  wir 
b) 


1 yQ 


gc 


yi-fp»  i+p* 


= 0. 


) 


Diese  beiden  Gleichungen  a)  und  b)  hält  Challis  nun  wieder  für  vor-  | 

schieden  und  nicht  identisch , weil  die  Gleichung  a)  durch  p =>  0,  ; 

aber  nicht  durch  p = ao , und  die  Gleichung  b)  durch  p = ® , aber 
nicht  durch  p = 0 erfüllt  werde.  Hiergegen  müssen  wir  nun  zweierlei  ^ 
einwenden.  j 

1.  Nach  den  durch  die  Untersuchung  der  zweiten  Variation  sich  j 

fiv 

ergebenden  Resultaten  kann  der  Differcutialquotient  P ^ den  W ert 

unendlich  für  im  Endlichen  liegende  Punkte  gar  nicht  annebmen,  und  ! 
wir  dürfen  also  daher  p •=  co  weder  in  a)  noch  in  b)  snbstituiren. 


2.  Ausser  der  Gleichung  a)  wird  auch  die  Gleichung  b)  durch 
p = 0 erfüllt.  Denn  durch  die  Substitution  von  p =»  0 in  b)  erhalten 
wir  die  Gleichung 

1 — q.e  = 0, 


i 

1 
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welche  erfüllt  wird,  wenn  q — - ist.  Bei  der  Ketteulinie  wird  uun 

c 

^ = 0 für  ilen  tiefsten  Punkt  derselben ; für  diesen  Punkt  ist  dann 
ferner  der  Krümmungsradius 

(1 1 
^ “ q ^ q 

Substitnircn  wir  hierin  2 = “ 80  wird  p = — c.  Die  Coiistante  c 

hat  aber,  wie  bereits  erwähnt,  die  geometrische  Bedeutung,  dass  sie 
gleich  der  kleinsten  Ordinate  ist,  und  für  diesen  Punkt  ist  zugleich 
anderweitig  bekannt,  dass  der  Krümmungsradius  der  Ketteulinie 
gleich  und  entgegengesetzt  der  Ordinate  ist.  Daher  wird  auch  die 
Gleichung  b)  durch  die  Substitution  von  p = 0 erfüllt,  und  die  bei- 
den Gleichungen  sind  auch  in  dieser  Beziehung  als  identische  zu  be- 
trachten. — Da  Challis  nicht  dieser  Meinung  ist,  so  sucht  er  durch 
eine  vou  ihm  als  neu  bezeichnete  lutegrationsmethode  aus  Atlx  — (J 
»Uein.  ohne  Zuhülfeuahmc  des  integrireuden  Factors  p,  die  endgültige 
Gleichung  der  Curve  zu  finden.  Diese  Methode  besteht  darin , dass 
er  ans  der  Hauptgleichnng  A =■  i)  durch  die  entsprechenden  Sub- 
stitutionen zuerst  die  Differentialgleichung  der  Evolute  und  aus  dieser 
rückwärts  die  Gleichung  der  Evolventen  herleitet.  Die  Gleichung  der 
Evolventen  soll  daun  das  vollständige  Integral  der  ursprünglichen 
Hauptgleichnng  und  somit  die  Lösung  des  Problems  darstellen.  Im 
allgemeinen  können  wir  dieses  Integrationsvorfabreu  nur  als  richtig 
bezeichnen,  aber  wir  müssen  verlangen,  dass  wir  durch  diese  Inte- 
gration der  Gleichung  Ailx  = ü dieselbe  Curve  erhalten,  wie  durch 
die  Integration  mit  Hülfe  des  integrirenden  Factors,  und  dass  natür- 
lich sämmtlichen  Bedingungen  der  Aufgabe  genügt  wird.  Alles  dieses 
zeigt  Challis  nicht  Gehen  wir  indessen  seine  einzelnen  Betrach- 
tungen durch. 


Seien  x',  y'  die  Coordinaten  desjenigen  Punktes  der  Evolute, 
welcher  der  Krümmungsmittelpunkt  des  Punktes  x,  y der  Evolvente 
ist;  dann  gelten  allgemein  die  Gleichungen 


y-y' 


i+P» 

9 


x—x'  — —p{y  — y'). 

Mit  Hülfe  der  Gleichung 




Vl+p*  (1+P*)' 


0 


oder 
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ergicbt  sich 


und 

oder  da 
so  erhalten  wir 
Daher  ist 

oder 


y'  = 2j, 

x — x’  =py, 

tly  dx' 

^ (Ix  dy' 


“ t 

P 


2p' 


dy 

dx 


i-dy' 


dy'  I dp' 
y'  +p'(l+p'*) 


P' 


0, 


woraus  durch  Integration 
1)  = ± <ii/' 

folgt,  wenn  t die  willkürliche  lutcgrationsconstautc  bezeichnet.  Durch 
nochmalige  Integration  erhalten  wir 

als  Gleichung  der  Evolute,  wenn  c’  eine  zweite  willkürliche  Integra* 
tionsconstante  bezeichnet,  und  wenn  wir  mit  Cajley  einen  kleinen 

Fehler  verbessern,  indem  ^ anstatt  g gedruckt  ist  Diese  Gleichung 

der  Evolute  ist  wohl  zuerst  von  Goldschmidt  aufgestellL 

Die  Gleichung  1)  schreibt  Cballis  dann  in  der  Form 


^ Vi*  / dy'  dx 


woraus 

3) 

Da  nun 


l=Vi+p^- 


x'  =■  x-]^p[y  — y')  = ü+PCy  — 

SO  erhält  er  durch  Substitution  in  die  Gleichung  der  Evolute 


4) 


lE+c' py+v  Vi+i>*+  älog(p+Vi+y*) 


als  Differentialgleichung  sämmtlicher  Evolventen  obiger  Evolute,  die 


Jk 
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durch  2)  bestimmt  ist,  oder  der  Parallelcurven  der  auf  Seite  128. 
gefundenen  Kettenlinie. 

Challis  leitet  auch  aus  dem  ersten  Integral  der  Gleichung 
Apdx  — Ady  = 0 d.  h.  aus  der  Differentialgleichung 

y — cVl  -t-jj* 

die  Differentialgleichung  der  Parallelcurven  her  und  findet 
ir  + c'  = — c/>  Vl -t-TJ*  + C log  (p Vl +p*), 

eine  Gleichung,  die  mit  4)  identisch  ist,  wenn  die  willkürliche  Con- 
k 

stante  « — 2 wird,  was  immer  möglich  ist.  Wenn  diese 

Gleichung  integrirt  wäre,  sagt  Challis,  so  würde  das  Integral  im 
Stande  sein,  unser  Problem  durch  eine  continuirlichc  Curve  zu  lösen. 
Aber  Challis  giebt  das  vollständige  Integral  nicht,  wie  die  Integration 
dieser  Gleichung  die  Kräfte  der  Analysis  überhaupt  wohl  überschreiten 
dürfte.  Wir  müssen  uns  daher  mit  einer  der  von  Challis  angegebenen 
Hülfsconstructionen  begnügen.  Aber  welche  Parallelcurve  und  zu 
welcher  Kettenlinie  müssen  wir  sie  nehmen?  In  dem  vollständigen 
Integral  der  Gleichung  Ap  = 0,  d.  h.  in 


sind  zwei  willkürliche  lutegrationsconstantcn , von  denen  die  eine  c, 
sich  durch  passende  Wahl  des  Coordinatenanfangs  noch  auf  Null 
redneiren  lässt  und  die  andere  c von  der  speciellen  Kettenlinie  ab- 
hängt,  welche  durch  die  beiden  gegebenen  Punkte  geht  und  die  ge- 
gebene Gerade  zur  Directrix  hat.  Geht  aber  die  Kettenlinio  selber 
durch  diese  Punkte,  so  können  wir  keine  Parallelcurve  mehr  con- 
stmiren,  welche  dasselbe  tut-,  ausgenommen  die  Parallelcurve  im  Ab- 
stande A ==  0,  welche  jedoch  die  Kettenlinie  selber  wieder  ist. 

Ebenso  unbrauchbar  ist  die  andere  von  Challis  angegebene 
Hülfsconstmction.  Welches  ist  denn  diejenige  Evolute,  durch  deren 
Abwickelung  diejenige  Evolvente  gefunden  werden  soll,  welche  unsere 
Aufgabe  erfüllt,  d.  h.  eine  Curve  ist,  die  durch  zwei  gegebene  Punkte 
geht  und  bei  ihrer  Rotation  um  eine  gegebene  Gerade  einen  Körper 
mit  kleinster  Oberfläche  beschreibt?  Durch  welche  Bedingungen  sind 
die  zwei  willkürlichen  Constanten  c'  und  k und  jene  dritte  Constante 
bestimmt,  welche  die  willkürliche  constante  Differenz  zwischen  dem 
Krümmungsradius  der  Evolvente  minus  der  Bogenlänge  der  Evolute 
darstellt?  Das  vollständige  Integral  der  Gleichung  4)  würde  drei 
willkürliche  Integrationsconstanten  enthalten  und  kann  deshalb  gar 
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kein  Integral  der  Differentialgleichung  ^1  = 0 sein,  welche  nur  von 
der  zweiten  Ordnung  ist.  Der  von  Cballis  als  Beweis  fttr  seine 
Ansicht  geltend  gemachte  Umstand,  dass  er  auch  aus  Ap  = 0 die- 
selbe Differentialgleichung  der  Evolventen  hat  herlciten  können  wie 
ans  A = 0,  hätte  ihn  eigentlich  auf  einen  Fehler  in  seinem  Gedanken- 
gange  aufmerksam  maclien  müssen-,  denn  eine  durch  verschiedene 
Substitutionen  aus  einer  Differentialgleichung  nur  hergcleitete 
Formel  ist  doch  deshalb  noch  kein  Integral  derselben.  Zu  einer 
auf  irgend  eine  Weise  befriedigenden  Lösung  gelangt  Challis  also 
nicht,  indem  er  uns  weder  die  endgültige  Gleichung  der  Corve  in 
Cartesischen  Coordinaten,  noch  eine  überhaupt  nur  ausführbare  Con-  j 
struction  derselben  giebt. 

Dagegen  zeigt  Caylcy*),  dass  man  unter  Benutzung  von  Formeln, 
die  einzig  und  allein  aus  A<tx  = 0 hergeleitet  sind,  aus  der  Gleichung 
der  Evolute  dieselbe  Differentialgleichung  der  Kettenlinie  erhält,  wie 
durch  Integration  aus  Aptlx  = 0.  Das  ganz  richtige  Verfahreu  Cay- 
ley’s  glauben  wir  noch  wesentlich  durch  den  Hinweis  auf  Gleichung  3) 
p.  132.  abkürzen  zu  können.  Diese  Gleichung 

F - 

ist  einzig  und  allein  aus  A = 0 erhalten  worden , ohne  dass  der 
Factor  p dabei  benutzt  ist.  Durch  die  Substitution  von  y'  = folgt 
unmittelbar 

y=\V\  +p*, 

eine  Gleichung,  welche  mit  der  Differentialgleichung  der  Kettenlinie 

y = 

übereiustimmt,  sobald  wir  die  willkürliche  Intcgrationscoustante 
k 

2 = c setzen,  was  immer  möglich  ist.  Daher  hat  diese  neue  Inte- 

grationsmethode  die  von  Challis  angezweifelte  Identität  der  beiden 
Gleichungen  A = 0 und  Ap  = 0 geradezu  bewiesen,  und  wenn  aber-  j 
haupt  unsere  zweite  Aufgabe  lösbar  ist,  so  kann  die  verlangte  Curve 
nur  eine  Kettenlinie  sein. 
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§.  5. 


Aufgabe  III.  Zwei  gegebene  Punkte  einer  Ebene  so  durch  eine 
ebene  Curve  zu  verbinden,  dass  dieselbe  bei  ihrer  Rotation  um  eine 
jn  derselben  Ebene  liegende  Gerade  einen  Rotationskörper  beschreibt, 
w elcher  bei  gegebener  constanter  Oberfläche  ein  Minimum  oder  Maxi- 
mum an  körperlichem  Inhalt  ist 

Analytisch  ist  mit  dieser  Aufgabe  die  reciproke  identisch,  wenn 
der  körperliche  Inhalt  gegeben  ist  und  die  Oberfläche  ein  Minimum 
oder  Maximnm  an  Inhalt  sein  soll.  In  beiden  Fällen  haben  wir  das 
bestimmte  Integral 

f Vtlx  — f (y^ — Vl 

I,  I, 


zu  einem  Maximnm  oder  Minimum  zu  machen,  wenn  wir  wieder  die 
gegebene  Gerade  zur  X Axe  nehmen,  mit  Xj  und  x,  die  Abscisseu 
der  beiden  gegebenen  Punkte  und  mit  —2a  die  später  zu  bestim- 
mende isoperimetrische  Constante  bezeichnen.  Als  Hanptgleichnng 
erhalten  wir 


1) 


A 


0 K _ ^ 

Sy  dx  dp 


y — ayi-t-p*-f- 


iL 

^ yr+p* 


0 


Da  in  dieser  Gleichung  y cxplicito  vorkommt,  so  müssen  wir  wieder 
dos  Differential  dx  durch  dy  ersetzen  und  zu  diesem  Zwecke  mit  pdx 
mnltipliciren.  Wir  erhalten  daun  als  Hauptgleichuug 


2)  Apdx  " Ady 

, , <^VP<h 

yr+p»+(l-|-p*)l 


0 


und  als  erstes  Integral 
3) 


VT+p* 


wenn  wir  mit  +i*  die  willkürliche  Integrationsconstantc  bezeichnen. 
Hieraus  folgt 


i) 


y4aV-(y»±J*)»‘ 
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Dies  ist  eine  elliptische  Differentialgleichong , deren  Integration  auf 
elliptische  Functionen  führt. 

Nun  ist  schon  früher  von  Delaunay')  gezeigt  worden,  dass  die 
Rollcurve,  welche  der  Brennpunkt  einer  auf  einer  festen  Geraden 
ohne  Gleiten  rollenden  Ellipse  oder  Hyperhel  beschreibt,  genau  die- 
selbe Differentialgleichung  hat.  Sind  die  Haihaxen  der  beiden  rollen- 
den Kegelschnitte  a und  h,  so  müssen  wir  für  die  Rollcurve  der 
Brennpunkte  der  Ellipse  in  der  Differentialgleichung  4)  -}-6*  und  für 
dio  der  Hyperbel  — i*  nehmen  (Fig.  9.  und  10.).  Die  willkürliche 
isoperimetrische  Constante  a hat  danach  die  geometrische  Bedentnug, 
dass  sie  die  grosse  Halbaxo  der  rollenden  Ellipse  oder  Hyperbel  ist, 
und  die  verschiedenen  Vorzeichen  von  a beziehen  sich  auf  die  sich 
nur  durch  ihre  Lage  unterscheidenden,  sonst  congmenten  Rollcurven 
der  beiden  Brennpunkte  eines  und  desselben  Kegelschnittes.  Durch 
Einführung  der  Excentricitüt 

a 


können  wir  die  Differentialgleichung  4)  umformen  in 
0^(1  — c**)|dy 

^ ly*T  ö*(i  — 

V (j^*  — o*(l-i-  e)*l  |a*(l  — e)*  — y*] 
Substituiron  wir  hierin 


5)  y 

so  erhalten  wir 


* = o*(l — e)^sini;p* -j-e)*cos<p*, 

tj  = a(l-|-«)| 


V 


4« 

O + e) 


1 — 77— r sin  qj“ 


= a(l-f-c)Vl  — l'^sinfp“  = a(l-\-e)J(k,  q>). 


<ly 


-«(1-f  e) 


k*  sin  ip . cos  <p . ilq> 
yi  — ifc*sin*(p 


==-«(! -f-e) 


k*  sin  <p  .cos  ip  .dtp 
J(k,  rp) 


fl(p 

(ix  s=-a(l-\-e)J(k,  + a{l  — c) 

Nehmen  wir  hierin  das  obere  Zeichen,  so  erhalten  wir  durch  Inte- 
gration 
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6)  a;  -f"  Const  = — o(  1 -j-  <p)  — a(  1 — e)F(k,  tp)\ 

für  das  untere  Zeichen  erhalten  wir 


7)  x+C  = -a(l  + «)£{i,  (p)  + a(l— 6)£(t,  <jp). 


Hierin  bezeichnen  F{k,  ip)  und  E{k,  q>)  nach  Legendre  die  elliptischen 

2y  e 


Integrale  der  ersten  und  zweiten  Art  mit  dem  Modul  k = 


l + < 


Die  Gleichungen  5)  und  6)  stellen  zusammen  die  Rollcurve  dar, 
welche  der  Brennpunkt  einer  rollenden  Ellipse  beschreibt,  und  5) 
und  7)  gelten  für  die  Hyperbel.  Diese  beiden  Rollcnrven  sind  wegen 
der  analogen  Entstehung  der  gewöhnlichen  Ketteulinic  als  Rollcurve, 
welche  der  Brennpunkt  einer  auf  einer  Geraden  ohne  Gleiten  rol- 
lenden Parabel  beschreibt,  von  Plateau*)  als  elliptische  und  hyper- 
bolische Kettenlinien  benannt  worden.  Die  von  ihnen  beschriebenen 
Rotationsflächen,  das  Undoloid  und  das  Nodoid,  haben,  wie  Delaunay 
zuerst  und  später  Lindelöf  ’)  nachweist,  die  merkwürdige  Eigenschaft, 
dass  sie  Flächen  constanter  mittlerer  Krümmung  sind,  und  zwar  ist 


die  constante  mittlere  Krümmung  für  das  ündoloid  und  für 

das  Nodoid  — ^ Die  Darstellung  durch  die  elliptischen  Integrale 


ist  wohl  zuerst  von  Beer‘)  gegeben  worden.  Die  Frage,  ob  die  er- 
haltenen Curven  ein  Maximum  oder  Minimum  liefern,  war  von  den 
ersten  Bearbeitern  dieser  Aufgabe  in  ganz  merkwürdiger  Weise  un- 
berücksichtigt gelassen,  bis  sie  in  der  auf  Veranlassung  des  Herrn 
Professor  Stern  unternommenen  Dissertation  von  A.  Greve*)  ein- 
gehend erörtert  und  für  den  allgemeinen  Fall,  in  welchem  die  beiden 
gegebenen  Punkte  nicht  auf  der  Rotationsaxe  liegen,  auch  erledigt 
wurde.  Die  für  den  allgemeinen  Fall  ganz  richtigen  Resultate,  deren 
Herleitung  wir  hier  übergehen  können,  sind  die  folgenden: 


,J)ie  elliptische  Kcttcnlinie  liefert  stets  ein  Maximum;  die  hyper- 
bolische Kcttcnlinie  liefert  in  dem  Teile  ein  Maximum,  in  welchem 
die  Ordinaten  grösser  als  die  kleine  Halbaxe  b der  rollenden  Hyperbel 
sind,  und  ein  Minimum  in  dem  Teile,  wo  die  Ordinaten  kleiner  als  h 
sind.  Der  Punkt  y = b darf  nicht  überschritten  werden.“ 


In  welchem  Falle  die  elliptische  oder  die  hyperbolische  Kettou- 
linie  anznwenden  ist,  ergiebt  sich  durch  die  Bestimmung  der  Con- 
stanten  ans  den  gegebenen  Bedingungen. 

In  den  Gleichungen  5)  und  6)  resp.  5)  und  7)  sind  als  ursprüng- 
liche IntegratioDsconstauteu  b und  C und  ausserdem  die  isoperime- 
trische Constante  a enthalten.  Diese  3 Constauten  können  auch 


F 
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sämmtlich  durch  die  drei  Bcdiogungcn  bcatimmt  werden,  daas  die 
Curvc  durch  zwei  feste  Punkte  gehen  und  hei  ihrer  Rotation  am  töne 
feste  Gerade  einen  Rotationskörper  mit  constanter  Oherfläche  be- 
schreiben soll. 


Das  bis  jetzt  Gesagte  gilt  für  den  allgemeinen  Fall , in  welchem 
die  beiden  festen  Punkte  nicht  auf  der  Rotation^xe  selber  liegen. 


Liegen  aber  die  beiden  Punkto  oder  einer  derselben  auf  der 
Rotatiousaxe,  so  muss  das  S.  135.  3)  erhaltene  erste  Integral 


auch  durch  den  Wert  y = 0 erfüllt  sein;  damit  dieses  möglich,  muss 
die  Integrationsconstante  = 0 sein. 

Die  dann  übrig  bleibende  Gleichung 


wird 


yr+p) " 


8) 

9) 

erfüllt. 


durch 

durch 


»■=0 

2o 

y — ■ — : = 0 

Vi+P 


Die  erste  Gleichung  ' 

ir-0  ' 

stellt  die  Rotatiousaxe  dar.  Diese  erzeugt  bei  der  Rotation  zwar  J 
einen  Körper  mit  minimalem  Inhalt,  aber  dann  muss  auch  die  con-  i 

staute  Oberfläche  gleich  null  angenommen  werden;  in  jedem  andern  j 

Falle  kann  die  Rotatiousaxe  nicht  als  Lösung  angesehen  werden. 


Aus  der  zweiten  Gleichung 


2a 

^“yr-Fp 


0 


erhalten  wir  durch  Integration 

10)  (x-e^)*+y*  = (2a)*  = 4a*, 


worin  c die  Integrationsconstante  bezeichnet  Dieses  ist  die  Gleichung 
eines  Kreises,  dessen  Radius  2a  ist,  und  dessen  Mittelpunkt  auf  der 
Rotatiousaxe  liegt  Der  Radius  ist  aus  der  gegebenen  Oberfläche  zn 
bestimmen,  was  in  diesem  Falle,  wo  der  Rotationskörper  eine  Kugel, 
leicht  ist.  Aber  der  dann  rcsultirende  Kreis  kann  nur  in  dem  einen 
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Falle  die  beiden  festen,  gegebenen  Punkte  der  Rotationsaxe  direct 
verbinden,  wenn  die  gegebene  Oberfläche  eine  solche  Grösse  hat,  dass 
der  Radius  gleich  der  halben  Entfernung  der  beiden  Punkte  ist  Be- 
zeichnen wir  diese  Entfernung  (Fig.  11.  und  12.)  AB  mit  rf  und 
denken  den  Kreis  durch  den  ersten  Punkt  A gehend,  so  wird  der 
Kreis  die  Axe  zum  zweiten  Male  vor  B in  Ü treffen , wenn  4a  rf, 
und  hinter  B in  £),  wenn  4o  ^ ri. 

Um  nun  auch  in  diesen  Fällen  eine  Verbindung  zwischen  den 
Punkten  A und  B zu  erhalten,  combinirt  Airy  *)  die  beiden  Lösungen 
8)  und  10)  zu  einer  einzigen,  indem  er  die  beiden  Punkte  A und  B 
durch  einen  Halbkreis  und  einen  Teil  der  Rotationsaxe  verbindet. 
Eine  solche  Vereinigung  zweier  Lösungen,  die  unter  besonderen  Um- 
ständen volle  Berechtigung  fUr  sich  allein  haben  und  die  dadurch  er- 
halten sind,  dass  wir  zwei  Factoren  gleich  null  gesetzt  haben, 
halten  wir  für  unstatthaft.  Mehrere  Curven  können  nur  dann  als 
Lösung  rcsultiren,  wenn  innerhalb  der  Grenzpunkte  oder  der  Grenz- 
curven  noch  vorgeschriebene  Bedingungen  zu  erfüllen  sind,  so  dass 
eine  Zerlegung  des  Integrales  statttinden  muss,  wenn  z.  B.  ein  ge- 
wisser singulärer  Bereich  nicht  überschritten  werden  darf.  Insbeson- 
dere halten  wir  die  Art  der  Verbindung,  welche  Airy  durch  seine  vier 
Figuren  veranschaulicht,  nicht  für  annehmbar,  weil  hier  die  Rotations- 
axe in  verschiedenen  Teilen  und  einmal  sogar  einzelne  Teile  doppelt 
in  Rechnung  gebracht  werden,  was  die  Gleichung  y 0 nicht  znlässt. 


Dass  aber  in  der  Tat  nur  der  Ejois  wirklich  eine  Lösung  un- 
serer Aufgabe  ist,  welcher  die  beiden  gegebenen  Punkte  direct  ver- 
bindet, geht  auch  aus  einem  Vergleich  mit  dem  allgemeinen  Fall 
hervor.  Die  hier  rollende  Ellipse  oder  Hyperbel  geht  für  den  Spe- 
cialfall i = 0 in  eine  gerade  Linie  über;  die  Brennpunkte  rücken  in 
die  Scheitel  und  beschreiben  bei  dem  Rollen  der  Geraden  einen  Kreis 
mit  dem  Radius  2a,  welcher  gleich  der  früheren  grossen  Axe  der 
Kegelschnitte  ist.  Dieser  Kreis  geht  aber,  wie  bei  dem  allgemeinen 
Fall  die  Rollcurveu,  die  elliptische  und  hyperbolische  Kcttcnlinie, 
durch  die  gegebenen  festen  Punkte,  und  kein  anderer  Kreis  wird 
durch  diese  geometrische  Darstellung  erhalten. 


Dasselbe  ergiebt  die  analytische  Betrachtung.  Snbstituireu  wir 
unsere  Gleichung 

y ~ 0 

in  die  Hauptgleichung 

so  wird  diese  dadurch  nicht  auf  null,  sondern  auf  den  coiistauteu 

Wert 

A = — a gebracht. 
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Oie  Hanptgleicbang  ist  also  nur  dann  null,  wenn  die  isoperime- 
trischo  Constante  2a,  die  wir  ja  geometrisch  als  den  Radius  des  Kreises 
gedeutet  haben,  selber  null  ist.  Dann  crhaltcu  wir  also  auch  keinen 
Kreis  und  wir  sind  auf  den  S.  138.  schon  behandelten  Speciaifall 
zurückgeführt,  in  welchem  die  gegebene  Oberfläche  auch  gleich  null 
ist.  Nnr  in  diesem  Falle  ist  daher  die  Rotationsaxe  als  Lösung 
zulässig. 

Um  danach  die  Vereinigung  von  Kreis  und  Rotationsaxe  als  Lö- 
sung zu  retten,  führt  Todhunter  ’)  als  ein  neues  Priucip  der  Variations- 
rechnung die  Annahme  ein,  dass  die  Uauptgleichung  gar  nicht  null 
zu  sein  braucht,  wenn  sie  nur  für  einen  gewissen  Bereich  stets  das- 
selbe Zeichen  hat,  und  für  denselben  Bereich  die  Variation  iy  der 
Natur  der  Aufgabe  nach  der  Beschränkung  unterworfen  ist,  dass  sie 
nicht  zweierlei  Vorzeichen  annehmen  kaun.  Dieses  Princip,  welches 
Todhunter  in  seiner  Preisschrift ")  weiter  auseinandersetzt  und  bei 
den  discontinuirlichen  Lösungen  vielfach  anwendet,  ist  offenbar  dann 
und  nur  dann  richtig,  wenn  das  erste  Glied  der  nach  steigenden  Po- 
tenzen von  dy  fortschreitenden  Reihe  alle  Glieder  überwiegt  und  so- 
mit das  Zeichen  der  Reihe  bestimmt. 

Dies  ist  nun  bei  dieser  Auflösung  nicht  der  Fall.  Weder  durch 
die  Aufgabcstellung , noch  durch  die  beiden  Integrale,  welche  die 
Oberfläche  und  den  Inhalt  des  Rotationskörpers  darstellen,  ist  die 
Beschränkung  aufgelegt,  dass  die  Ordinate  y stets  positiv  sein  soll. 
Sio  kann  vielmehr,  solange  nicht  jene  Bedingung  ausdrücklich  vor- 
geschricbon  ist,  sowohl  positive  als  negative  Werte  annehmen,  und 
daher  kann  auch  öy  sowohl  positiv  als  negativ  sein.  In  der  Tatsache, 
dass,  wenn  wir  in  dem  Oberflächcniutcgral  y für  einen  Teil  positiv 
und  für  deu  andern  Teil  negativ  sein  lassen,  die  Differenz  der  beiden 
Integrale  und  somit  die  Oberfläche  anadytisch  coustant  bleiben  kann, 
dass  aber  dann  der  Wert  des  andern  Integrales,  welches  den  kubi- 
schen Inhalt  darstellt,  wegen  y^  beliebig  gross  werden  kann,  sieht 
Lindelöf ")  mit  Recht  einen  Grund  für  die  Unmöglichkeit  einer  ana- 
lytischen Auflösung. 

Nehmen  wir  au,  dass  die  gesuchte  Verbiudungscurve  der  beiden 
gegebenen  Punkte  stets  oberhalb  der  Abscisscuaxe,  welche  ja  mit  der 
Rotationsaxe  zusammeufallend  gedacht  ist,  sein  soll,  so  kann  für  den 
Teil  der  Verbiudungscurve,  für  welchen  die  Gleichung  y = 0 gilt, 
nicht  negativ  sein.  Dann  ist  also  das  erste  Glied  der  Reihenent- 
wickelung, da  a,  der  Radius  des  Kreises,  eine  endliche  positive  Grösse 
ist,  stets  negativ  und  endlich;  die  Frage  ist  aber,  ob  dieses  Glied  die 
Summe  aller  folgenden  Glieder  überwiegt.  Zu  ihrer  Beantwortung 
untersuchen  wir  die  zweite  Variation. 
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Hier  können  wir  Greve  nicht  beistimmen.  Er  wird  durch  einen 
Rechenfehler  S.  42.  zu  dem  Werte  o = 1 geführt,  während  sich  aus 
jener  Gleichung  nur  die  Identität  a <=  a ergeben  kann.  Alle  Schlüsse 
die  A.  Greve  dann  aus  dem  Specialwerte  a = 1 zieht  und  wodurch 
er  das  fragliche  Paradoxon  lösen  will,  sind  damit  hinfällig. 

Nach  Jakobi  schreiben  wir  die  zweite  Variation  in  der  Form 


Vdx  [h  - J dr. 

X|  li 

dJV — 2oy 

Bp^  ~ (l+p")* 

Solange  a eine  endliche  positive  Grösse  ist,  ist  dieser  Ausdruck  stets 
negativ,  und  wir  erhalten  daher  ohne  Zweifel  ein  Maximum,  wenn 
der  Kreis  die  Punkte  direct  verbindet 

Um  die  Frage  zu  entscheiden,  ob  eine  Combination  der  Rota- 
tionsaxe  und  des  Kreises  als  Lösung  zulässig,  d.  b.  ob  wir  über  den 
Punkt  y — 0 hinaus  integriren  dürfen,  müssen  wir  den  Klammeraus- 
dmek  untersuchen. 


Da 

so  ist 


Für  y = 0 wird  anch 


dp* 


0 


und  zwar  von  der  ersten  Ordnung.  Es  scheint  also,  als  ob  die  zweite 
Variation  und  somit  alle  folgenden  null  werden,  und  die  erste  Variation, 
eine  endliche  negative  Grösse,  das  Zeichen  der  Reibe  bestimmt.  Die 
weitere  Untersuchung  wird  jedoch  das  Entgegengesetzte  zeigen. 


Nach  den  Untersuchungen  von  A.  Mayer  haben  wir  zur  Ent- 
scheidung zwischen  Maxima  und  Minima  in  isoperimetrischen  Pro- 
blemen zunächst  in  unserem  Falle 


zu  bilden. 


de. 


I r Sy 


Bei  der  Bildung  eines  ähnlichen  Ausdrucks  verfährt  Greve  S.  44. 
anch  nicht  correct. 


Ans  der  allgemeinen  Kreisgleichnng  S.  13fi. 


erhalten  wir 


(x,  — e)*-|-y*  — 4o* 

y' 
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X —e,  4a 

tt  = A, H tu  — 

y y 

und 

,hi  y — (x  — e^)p  4ap 

"l  — ,lx  ■“  yi  ''2  j,2 

4a*A,  -f-  4o{a^  — c,1Aj 

- yi  ’ 

sodass 

«,  4o*A,  4o(z  — _ li 

« 2/>|A,(x  — Ci)4-4nAjji  ~ y* 

iudom  wir  zur  Abkürzung 

4o*A,  4a(x  — Cj)Aa 

— + ~ 

setzen,  worin  A,  uud  Aj  stets  so  gewählt  werden  können,  dass  li  nie  f 
null  und  nie  unendlich  wird. 

Der  Quotient  wird  jetzt  für  »/  = 0 unendlich  gross  und  zwar 
von  der  zweiten  Ordnung.  Der  Ausdruck 


(dp  - J Ö!tj 


wird  also  für  y = 0 von  der  vierten  Ordnung  unendlich  gross  uud 
das  Product 

wird  für  p = 0 von  der  dritten  Ordnung  unendlich  gross,  so  dass  die 
Ueihenentwickclung  nicht  convergirt,  und  das  erste  Glied,  eine  end- 
liche Grösse,  nicht  das  Zeichen  bestimmt. 

Mit  diesen  Betrachtungen  glauben  wir  die  Aufgabe  endgültig  da- 
hin gelöst  zu  haben,  dass,  wenn  die  beiden  gegebenen  Punkte  auf  der 
Rotationsaxe  selber  liegen,  nur  in  zwei  Fällen  eine  wirkliche  Lösung 
der  Aufgabe  möglich  ist. 

Erstens,  wenn  die  gegebene  constanto  Oberfläche  gleich  null  ist, 
so  ist  die  Rotationsaxe  selber  die  gesuchte  Curvc. 

Zweitens,  wenn  die  gegebene  constante  Oberfläche  = d(^^  t ist, 
wo  li  =■  AB  wie  S.  139.  gesetzt,  so  ist  die  gesuchte  Curve  ein  Kreis, 
dessen  Radius  2a  ist  und  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Rotations- 
axe liegt. 
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In  jedem  andern  Falle  ist  eine  Lösung  anmöglich.  Dieses  tindet 
seine  Erklämng  zum  Teil  noch  in  Folgendem. 

In  denjenigen  isoperimetrischen  Aufgahen,  in  welchen  wirklich 
lieh  die  Länge  der  die  beiden  festen  Grenzen  verbindenden  Curve 
gegeben  ist,  unterliegt  es  keinem  Zweifel,  dass  cs  mehrere,  ja  unend- 
lich viele  Curven  von  der  vorgeschriebeneu  Länge  giebt,  unter  denen 
diejenige  ausgesucht  werden  soll,  welche  einen  bestimmten  analyti- 
schen Ausdruck  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  macht  Denn  ein 
Faden  von  constantcr  Länge,  welcher  also  biegsam,  aber  nicht  aus- 
dehnbar, kann  die  verschiedensten  Curven  bilden.  Aber  bei  der  vorliegen- 
den Aufgabe,  in  welcher  nicht  die  Länge  der  verbindenden  Cnrve, 
sondern  die  Oberfläche  des  Rotationskörpers  als  coustant  gegeben 
ist,  bleibt  es  noch  fraglich,  ob  es  denn  Überhaupt  einen  oder  mehrere 
Rotationskörper  von  constanter  Oberfläche  giebt,  die  zu  glei- 
cher Zeit  durch  zwei  feste  Punkte  gehen.  Der  Existenzbeweis  der- 
artiger Körper  fehlt  bis  jetzt  noch,  da  die  von  Cballls  angeführten 
Argumente  nicht  genügen. 
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Mit  (leu  im  vorigen  Paragraphen  mittelst  des  integrireudeu  Fac- 
tors p erhalteaeu  Lüsnngon  erklärt  Challis  sich  nicht  einverstanden 
und  sucht  daher  aus 

Vr-fp* +(1 +/>*)*  “ 

allein  mittelst  seiner  neuen  Integrationsmcthode  die  Lösung  zn  finden. 
Unter  Benutzung  des  Krümmungsradius 
-d-t-p*)« 

erhält  Challis  aus  ^ Ü die  Gleichung 


V 1 -f  p“  V“  9/ 


Mit  Hülfe  der  bekannten  Relationen  zwischen  deu  Coordinateu  einer 
Curv’c  und  ihrer  Evolute 

_ ^ + g 

^ ^ - q “vr+7’ 

x—x  = — p(y  — y'X 
pp'-f  1=0, 

worin  z',  y\  p,  sich  auf  die  Evolute  beziehen,  findet  er  nach  einigen 
Transformationen  und  Integration  als  erstes  Integral 

II)  p*  — 2op  = - ky'^, 

worin  k die  willkürliche  Integrationsconstante  darstellt.  Daraus  folgt 
dann 

3, 

als  Dififerentialgleicbung  der  Evolute  derjenigen  durch  die  Haupt- 
gleichung dargestellten  Curve.  Hieraus  findet  Challis  die  keineswegs 
sehr  einfache  Gleichung 

— e)»— a* 

4)  P*  = , 

a*  — e)» 

mit  welcher  wir  uns  als  endgültigen  Lösung  begnügen  müssen.  Da 
diese  Gleichung,  welche  sämmtliche  Evolventen  der  obigen  Evolute 
darstellt,  den  Krümmungsradius  q enthält,  so  ist  sie,  gerade  wie  an- 
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fangs  die  Hauptgleichnng,  auch  noch  eine  Differentialgleichung  von 
der  zweiten  Ordnung,  deren  Integration  aber  jetzt  bei  weitem  schwie- 
riger als  vorher.  Das  vollständige  Integral  derselben  würde  ausser 
der  isoperimetrischen  Constauteu  a und  der  einen  Intcgrationsconstanten 
k,  noch  zwei  andere  Intcgrationsconstanten  enthalten  und  kann  daher 
auf  keinen  Fall  ein  Integral  der  ursprünglichen  Hauptgleichnng 
A = 0 sein,  die  nur  eine  Diffcrcntialglcichnng  von  der  zweiten 
Ordnung  ist.  Ausserdem  können  auch  diese  vier  willkürlichen  Con- 
stauteu nicht  durch  die  drei  Bediugungeu  der  Aufgabe  eindeutig  be- 
stimmt werden.  So  stösst  man  mit  dieser  Lösung  überall  aufWider- 
sprOche,  und  gegen  die  ebenso  unbrauchbaren  mechanischen  Hülfs- 
constructionen  können  wir  nur  analoge  Einwendungen  wie  S.  133 — 
134.  wiederholen. 


Wir  wollen  aber,  wie  bei  der  zweiten  Aufgabe,  noch  besonders 
bervorheben,  dass  wir  auch  hier  aus  A = 0 allein,  ohne  Zuhttlfe- 
uahmo  des  integrireudeu  I'actors  die  allgemeine  Gleichung  der 
elliptischen  und  hyperbolischen  Kettculinie,  wie  aus  Ap  =-  0,  erhalten 
können.  In  der  Tat  substituireu  wir  in  das  S.  144.  einzig  und  allein 
aus  A =■  Ü erhaltene  erste  Integral 


p* — 2ag  = — iy'* 


die  ebenfalls  nur  aus  A = ü hergeleitcte  Uelation 

, _ y(2o  — p) 

^ n ’ 

SO  erhalten  wir 

. a*p  = lepH'^a  — p). 


woraus  sich  mit  Hülfe  von  1)  S.  144. 


y 


» 


2ai/ 

vr+p 


ergiebt  Diese  Gleichung  ist  mit  dem  S.  135.  Gleichung  3)  erhaltenen 
ersten  Integral 

2ay 


y*  = 


Vi  + p 


+ i* 


identisch , wenn  wir  die  willkürliche  Integrationsconstante  ■=  + ^» 

setzen,  was  immer  möglich  ist.  Damit  haben  wir  also  auch  bei  dieser 
Aufgabe  mit  Hülfe  der  Evolute  ans  A = 0 ganz  dasselbe  Integral 
erhalten , wie  durch  directe  lutegration  von  Ap  = 0 und  so  durch 
eine  richtige  Anwendung  dieser  Intcgrationsmethode  abermals  die  von 
Challis  bestrittene  Aequivalenz  der  beiden  Formen 


10 


1 
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^ = 0 and  Ap  = 0 

dargetan. 

Was  nun  die  Neuheit  dieser  lutegrationsmethode  mit  Hfllfe  der 
Evolute  betrifft,  so  müssen  wir  Challis  auch  noch  die  Originalität  ab- 
sprechen. In  der  von  Challis  zu  Anfang  seiner  Untersuchung  selbst 
citirten  Abhandlung  von  Dclannay  finden  wir  ganz  dieselbe  Methode 
zur  liOsnng  ganz  derselben  Aufgabe  angewandt.  Zwischen  beiden 
Abhandlnngcn  ist  nur  der  auffallende  Unterschied,  dass  der  erste 
Bearbeiter,  Oelannay,  richtige  Resultate  erhält,  während  der  zweite, 
Challis,  das  Ziel  verfehlt. 

§.  7. 

Seine  Resultate  sucht  Challis  dann  bald  darauf  in  einer  neuen 
Abhandlung  >)  zu  verteidigen  und  zwar  wendet  er  jetzt  wieder  andere 
Methoden  an.  Um  unsere  Untersuchung  nicht  zu  sehr  in  die  Länge 
zu  ziehen,  mag  es  genügen,  den  Hauptsatz,  auf  welchem  jene  Unter- 
suchung basirt,  zu  widerlegen.  Auf  Grund  der  bekannten  Tatsache, 
dass  Differentialgleichungen,  welche  der  Form  nach  verschieden  sind, 
doch  für  die  Integration  gleichwertig  sind,  wenn  sie  durch  integri- 
rendo  Factoren  auf  dieselbe  Form  gebracht  werden  können,  schliesst 
Challis,  dass  die  Differentialgleichung  der  Parallelcurvcu  der  parabo- 
lischen oder  der  hyperbolischen  Kettenlinie  mit  der  Diffcrcniialglei- 
chung  F 0 dieser  Kcttcnlinion  identisch  ist,  und  dass  die  vollstän- 
dige Lösung  von  F = 0 nicht  nur  die  Kottenlinien,  sondern  auch 
alle  Parallolcurveu  derselben  umfasst. 

Diese  Behauptungen  können  wir  nun  durch  die  kurze  Bemerkung 
widerlegen,  dass  die  von  Challis  benutzten  Factoren 

A/  = p -f  ^ (1  -fp»)  und 
TV 

gar  keine  integrirenden  Factoren  der  Differentialgleichung 

1 yq 

” Vl  + p»'”’  (1+P*)* 

sind.  Manche  seiner  merkwürdigeo  Schlüsse  sind  uns  indes  unklar 
geblieben. 
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XI. 

Theorie  der  elastischen  Schwingungen. 


Von 

Franz  Tendering. 


Betrachten  wir  die  Spannung  in  einem  Körper;  (unabhängig  von 
den  Kräften,  die  sie  hervorrnfen). 

Irgend  ein  Teilchen  im  Inneren  des  elastischen  Körpers  habe  die 
Seitenflächen  S\  S\  S" . . auf  jede  dieser  Flächen  wirken  Kräfte, 
die  (der  Reihe  nach)  bezüglich  p',  p",  p*  . . . sein  mögen  (bezogen 
auf  die  Flächeneinheit},  deren  Gesammtgrösse  also  durch  S'p',  S'p'\ 
S"p"  . . . ansgedrückt  wird. 

Diese  Kräfte  machen  mit  den  Azen  des  rochtwinkeligen  Coor- 
diuatensystems , das  wir  zu  Grunde  legen,  gewisse  Winkel,  deren 
Cosinus  wir  bezüglich  durch  A',  p',  v',  A",  p",  v",  A*,  p",  v*  . . . 
bezeichnen. 


Als  Angriffspunkte  der  Kräfte  nehmen  wir  die  Schwerpunkte  der 
Flächen,  auf  die  sie  wirken.  Die  Coordinaten  der  SeWerpunkte 
seien  bezüglich 


y'\  y"»  «*» 


Unter  welchen  Bedingungen  halten  sich  die  Kräfte  nun  das  Gleich- 
gewicht? 


Nach  der  x Richtung  wirken  die  Kräfte 

S'p'A',  S"p"A",  S'V'A"', 
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nach  der  y Richtung 

C*'«»..“' 

*Pf*> 

endlich  nach  der  z Richtung 

S’p’v',  S'p"v",  S"p"v". 

Also  muss  sein 

ÜSpk  = + ...  - 0 1 

2Spp  = S'p'p'+S"p"p"+  . . . = 0 I ....  1) 

ZS],v  =.  S';/v'+  S”p"v"+  . . . = 0 ' 

Diese  Gleichungen  drücken  die  Bedingungen  dafür  aus,  dass  das  Teil- 
chen nicht  fortbewegt  wird.  Zum  vollständigen  Gleichgewicht  ist 
noch  erforderlich,  dass  das  Teilchen  auch  nicht  gedreht  wird,  was 
durch  folgende  Gleichungen  ausgedrückt  wird: 

2:Sp{yv  — jft)  = 0 1 

!S&p(zk  — xv)  =0  / 2) 

2^Sp{xp  — yk)  =■  0 ' 


Jetzt  betrachten  wir  ein  ganz  kleines  Teilchen  von  der  Gestalt 
eines  Prismas,  dessen  Höhe  auch  verhältuissmässig  sehr  klein  seiu 
soll,  so  dass  die  Seitentiäcbcu  gegen  die  Grundflächen  vernachlässigt 
werden  können. 


Dann  haben  wir  in  den  erhaltenen  Gleichungen  nur  die  zwei 
Glieder  zu  betrachten,  die  sich  auf  die  Grundflächen  beziehen. 

Ans  der  ersten  der  Gleichungen  1)  folgt 


£Spk  = S'p'i'-j-firy'i"  - 0, 

und  da 


S'  = S' 

pT-f|)"r-0  oder  p‘k‘-^-p"k". 
Ebenso  ergeben  die  zweite  und  dritte  der  Gl.  1) 

p'Y  und  p'v'  = —p"v". 

Quadrirt  man  jede  dieser  drei  Relationen,  so  kommt 


und  da 


= k"*-\-p"*+v"^  = 1, 
p’t  = p"t  folglich  p'  - p". 


indem  wir  die  Kraft  als  absolute  Grösse  betrachten  (und  demgemäss 
positiv  setzen  müssen). 
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Ans  den  Relationen 

p'k'  = -p"k",  pV  = -pV,  pV=--/V' 
folgt  nun  weiter 

A'  = - k",  n'  = - n",  v'  = - v". 

Also  sind  die  beiden  anf  die  Gnindflilchcn  des  Prismas  wirkenden 
Kräfte  ihrer  Grösse  nach  gleich,  hingegen  ihrer  Richtung  nach  entgegen- 
gesetzt. Dieses  bleibt  bestehen,  wenn  mau  die  GrundHätheu  naher 
und  näher  zusammenrücken,  und  schliesslich  ganz  znsammcnfallcu 
lässt.  So  hat  man  den  Satz: 

Legt  man  durch  einen  Körper  eine  Ebene,  so  ist  in  jedem  Punkte 
derselben  die  Spannung  nach  beiden  Seiten  gleich  und  entgegengesetzt, 
vorausgesetzt,  dass  Gleichgewicht  stattiindet. 

Nun  betrachten  wir  in  dem  grossen  Körper  ein  unendlich  kleines 
Parallclepiped,  und  zwar  ein  rechtwinkeliges,  dessen  Kanten  parallel 
den  Courdinateuachsen  seien.  Die  Längen  der  Kauten  seieu  bezüg- 
lich dx,  dt/,  6z. 

Im  Mittelpunkte  dieses  unendlich  kleinen  Parallelepipeds  liege 
der  Coordinatenanfangspunkt 

Die  Flächen,  die  auf  den  positiven  Halbaxen  senkrecht  sind, 
mögen  bezüglich  die  -\-x  Fläche,  die  -\-y  Fläche,  die  -[“»  Fläche 
heissen;  die  Flächen,  senkrecht  auf  den  negativen  Halbaxen,  bezüg- 
lich die  —X  Fläche,  die  —y  Fläche,  die  — s Fläche. 

Die  Coordiuaten  des  Schwerpunktes  sind  nun  für  die 


-f-x  Fläche 

-j- JJx 

0 

0 

— X Fläche 

— Jdx 

0 

0 

-\-y  Fläche 

0 

0 

— y Fläche 

0 

0 

-|-3  Fläche 

0 

0 

+ iSz 

— z Fläche 

0 

0 

— Jdz. 

Auf  die  -\-x  Fläche  wirke  nun  die  Kraft  p',  welche  mit  den  Axen 
Winkel  macht,  deren  Cosinus  A',  p',  v’  sind;  dann  wirkt  auf  die 
—X  Fläche  eine  gleiche  Kraft  p',  aber  mit  den  Cosinus  — A',  — p',  — v'. 

Auf  die  Fläche  wirke  die  Kraft  p",  mit  den  Cosinus  A",  p”, 
also  auf  — y Fläche  die  Kraft  p"  mit  den  Cosinus  — A",  — p”, 
— v". 

Ebenso  wirke  auf  die  a Fläche  die  Kraft  p*  mit  den  Cosinus 
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A",  n",  v";  also  auf  die  - ■*  Fläche  die  Kraft  p"  mit  den  Cosinus 
-A*,  —p",  —v". 

Wenden  wir  nun  die  drei  Gleichungen  2)  an.  Die  erste  lautet 

£8p{tv  — xfi)  — 0, 

wo  y und  * Coordinaten  der  Schwerpunkte  der  Flächen  bedeuten. 

(Für  die  -\-x  Fläche  ist  y = 0,  » — 0; 
ebenso  für  die  — * Fläche. 

Für  die  -|-y  Fläche  ist  y = \Sy,  a = 0; 
für  die  — y Fläche  ist  y = — }dy,  * = 0. 

Für  die  +*  Fläche  ist  y = 0,  a = |da; 
für  die  — a Fläche  ist  y = 0,  a = — ^da). 

Aus  der  Gl.  £Sp(yv — a(i)  — 0 wird  nunmehr 

iy . da  .p‘(0.  v' — 0 . ft') 

+ dy . da  ,p'(0 . (—  V,)  — 0 . (—  ft')) 
4-da.d*.p"(idy.v"-0.fi") 

+ da . dx  .p"((-  ida)  (-  v")  - 0.  (-  ft")) 

+ dx.dy.p*(0.v*— ida.fi“*) 

+ dx . dy  .p*(0 . (— v")  — (ii*)  ■ (—  f*")) 

oder,  znsammengezogen 

dx.dy.da(p"v"— p*ft")  - 0, 

also 

p"v"  = p"ft";  d.  h. 

Die  a Componente  der  auf  die  y Ebene  wirkenden  Kraft  ist  gleich 
der  y Componente  der  auf  die  a Ebene  wirkenden  Kraft. 

Ganz  entsprechend  erhält  man  ans  den  Gleichnugen 

£Sp(*X  — xo)  und  £Sp(x(t — yA)  =>  0 

die  Relationen 

p"k”=p'v'  und  p'ii'=p"k". 

Dies  gilt  noch,  wenn  das  Parallelepiped  so  klein  wird,  dass  je  zwei 
Gegenflächen  desselben  znsammenfallen. 

So  finden  also  für  die  positiren  Flächen  zwischen  den  Kräfte- 
componenten  drei  notwendige  Bedingungen  für  den  Fall  des  Gleich- 
gewichts statt. 

Ebenso  für  die  negativen  Flächen. 
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Dies  Alles  muss  natttrlicherweisc  anch  dann  noch  gelten,  wenn 
der  Anfangspunkt  nicht  in  der  Mitte  des  Parallelepipeds  liegt,  und 
die  Flächen  des  Parallelepipeds  gegen  die  Coordinatenaxen  beliebig 
gerichtet  sind.  Dann  gelten  die  obigen  Relationen  fUr  je  zwei  belie- 
bige auf  einander  senkrechte  Ebenen.  Bezeichnet  man  zwei  solche 
als  £ und  t)  Ebene,  und  die  Richtungen  ihrer  Normalen  als  £ nnd  ri 
Richtung,  so  kann  man  sagen: 

Die  f Componente  der  anf  die  rj  Ebene  wirkende  Kraft  ist  gleich 
der  t)  Componente  der  auf  die  { Ebene  wirkenden  Kraft. 

Denken  wir  uns  nun  durch  einen  Punkt  im  Innern  des  elastischen 
Körpers  drei  auf  einander  senkrechte  Ebenen  gelegt;  nehmen  wir  den 
Punkt  zum  Coordinatenanfangspunkt , jene  Ebenen  zu  Coordinaten- 
ebeuen. 

Die  für  jede  dieser  Ebenen  in  diesem  Punkte  stattfindende  Ge- 
sammtspannung  können  wir  parallel  den  Coordinatenaxen  zerlegen, 
and  so  erhalten  wir  (mit  Rücksicht  anf  die  eben  erhaltenen  Relatio- 
nen) folgendes  Schema  der  Kräftecomponenten ; 

Es  wirkt  anf  die 

in  der 

+*  +*  Richtung 

(bez.  anf  die  Flächeiuheit,  die  Kraft) 


-\-x  Ebene 

A 

F 

E 

-|-y  Ebene 

F 

B 

D 

4-*  Ebene 

E 

D 

C. 

(A,  B,  C,  D,  E,  F können  beiderlei  Vorzeichen  haben),  (d.  h.  es  ist 
hier  nicht  dargetan,  dass  sie  alle  notwendig  positiv  wären). 

Jetzt  stellen  wir  uns  die  Aufgabe,  für  jede  beliebige  durch  den 
Punkt  gelegte  Ebene  die  in  demselben  stattfindende  Gesammtspannnng 
zu  bestimmen. 

Wir  denken  uns  ein  unendlich  kleines  Tetraeder,  gebildet  von 
einer  Hypotennsenfläche  und  drei  Kathetenflächen,  den  drei  senk- 
rechten Projectionen  der  Hypotennsenfläche  anf  die  Coordinaten- 
ebenen.  (Der  Durcbschnittspnnkt  der  Kathetenflächen  sei  der  An- 
fangspunkt, die  von  diesem  Punkte  auslaufenden  Kanten  müssen  dann 
in  die  Richtungen  der  Coordinatenaxen  fallen). 

Die  Normale  der  Hypotenusenfläche  bilde  mit  den  Axen  Winkel, 
deren  Cosinus  bezttglich  a,  ß,  y seien. 


k 
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Ist  die  Hypotennsenfläche  = <S,  so  sind  die  drei  Kathctonflächen 
bezüglich 

S’  = So,  S"  = S|5,  S"  = Sy. 

Wir  bezeichnen  die  absoluten  Grössen  der  an  der  Hypotenusen- 
Häche  und  an  den  KatheteuflUcheu  wirkenden  Kräfte  durch  p,  p\ 
P 1 P ■ 

Die  Cosinus  der  Winkel,  die  sic  mit  den  positiven  Coordinaten- 
Richtuugen  bilden,  seien  bezüglich  A,  p,  v;  A',  /*',  v';  A",  p.",  v"\  A*, 
f."’,  v”. 

Betrachten  wir  nun  die  Fläche  S',  so  herrscht  hier,  auf  die 
Flächeneinheit  bezogen , eine  Spannung  von  der  Grösse  p“.  Es  sei 
A'  = — Aj,  fi'  = — I«,,  v'  = — Vj,  Es  findet  hier  nach  Richtung  der 
positiven  und  nach  Richtung  der  negativen  Körperabteil  ang  eine 
gleiche,  aber  entgegengesetzte  Spannung  statt.  Die  nach  dem  posi- 
tiven Körperteile  (d.  h.  nach  dem  Teile  des  Körpers,  dem  die  posi- 
tive Seite  der  Fläche  S'  zugewandt  ist)  gerichtete  Spannung  hat  die 
Componeuten  p'A,,  p'v^,  und  diese  Grössen  stimmen  mit  A,  F, 

E auch  dem  Zeicheu  nach  überein;  dagegen  hat  die  entgegengesetzt 
gerichtete  S]>annung  — und  diese  kommt  begreiflicherweise  in  un- 
serem Falle  allein  in  Betracht  — die  Componeuten  — p'A„  — pVi, 
— p'v,,  oder  auch  p'A',  p'p',  p'v';  diese  sind  also  den  Grössen  -1,  F, 
E dem  Zeicheu  nach  entgegengesetzt.  Analog  verhält  es  sich  mit 
p"A'',  . . . ; p"'A"',  . F,  U,  />;  IC,  D,  F.  Daher  ist 


d'A' 


— A;  p'V' p"v” 

pV'  = P"  1"  = - F. 
p"v"  = = — i). 

p"»A"'  = p'v'  = — E. 


— C. 


Mit  Anwendung  der  Gl.  1) 

SSpk  — 0,  SSpfi  = ü,  ESpv  = 0 


erhalten  wir  nun 


oder 

ebenso 

und 


gpA  + S'p'k'+  S"p"A"-l-  S"'p"'A'"  = 0, 
Spk-Stt.A  — Sß.F—Sy.E  = 0; 
Spfi-Sa.F-Sß.JJ—Sy.D  = U; 


Spv—Sa.E—Fß.D  — Sy.C^  0; 

oder  vereinfacht 


pA  = Aa  -)-  f'ß  Ey  j 
pfi  •=  Fa-\-Eß-}-  Dy  / 
pv  = Dß-}-  Cy  ^ 


3) 
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Das  sind  die  Ausdrücke  für  die  drei  Kraftcomponenten  der  an 
der  Hypotenuse  wirkenden  Kraft.  Das  gilt  Alles  noch,  wenn  die 
Hypotenusenfläche,  parallel  mit  sich  seihst,  dem  Anfangspunkte  immer 
näher  rückt  und  ihn  zuletzt  erreicht.  Die  eben  entwickelten  Glei- 
chungen gelten  daher  für  eine  Ehcnc,  die  durch  den  Coordinatcn- 
anfangspunkt  geht,  und  deren  Normale  die  Cosinus  «,  ß,  y entsprechen. 

Ohne  also  zu  wissen,  wodurch  die  Spannung  entstanden  ist,  be- 
haupten wir  doch,  dass  die  eben  entwickelten  Hozichungen  für  eine 
beliebige,  durch  den  Körper  gelegte  Ebene  gelten  müssen  (wobei  die 
Ebene  gegen  den  Coordinatenanfangspunkt,  der  willkürlich  verlegt 
werden  kann,  eine  beliebige  Lage  haben  kann). 

Die  gesammtc  auf  die  Ebene  wirkende  Kraft  ist 

= öß+cyr 

Oft  kommt  es  lediglich  darauf  an,  den  zur  Ebene  wirkenden  Teil 
der  Kraft  zu  bestimmen.  Man  hat  77=>p.cosd. 

Hier  ist  p eine  absolute  Grösse. 

Je  nachdem  der  senkrechte  Anteil  der  Kraft  in  die  bezeichnende 
Richtung  der  Normale  oder  in  die  entgegengesetzte  fiilit,  (je  nachdem 
also  die  „bezeichnende“  Normaleurichtung  gewählt  wird),  ist  d spitz 
oder  stumpf,  cos  > pos.  oder  negat. 

Die  Normale  bildet  mit  den  Axen  Winkel,  deren  Cosinus  «,  ß, 
1 sind;  die  Richtung  der  Kraft  solche,  deren  Cosinus  d,  p,  v sind. 

Daher  ist 

cos  d = o . 
und 

D =>pcos5  = -(-yv) 

pi.  o-fpu  . ß+pv  . y, 
und  nach  3) 

= (Aa+Fß  + EY)a  + {Fa  + Bß+Dy)ß  + {Ea  + Dß  + Cy)y, 
oder 

n = Ao*  -f-  Bß^  -(-  C'y*  -j-  '2Dßy  -}-  Eya  -)-  Faß 4) 

Wir  denken  uns  nun  durch  den  Punkt,  in  dem  die  Spannung 
für  die  gewählte  Ebene  statttindet.  alle  möglichen  Ebenen  gelegt,  und 
licrflcksichtigen  bei  jeder  Ebene  zwei  entgegengesetzte  Normalcnrich- 
tungeu;  dann  entsprechen  diesen  alle  möglichen  Combinationen  o, 

y- 
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(Da  nun  die  Ebene  mit  ihrer  positiven  Seite  sich  zum  posi 
Körperteile,  wie  mit  ihrer  negativen  Seite  zum  negativen  Körp 
verhält,  indem  beiderseits  Anziehung  ((oder  Abstossung))  stattfindot^ 
so  kann  man  cosd  das  positive  ((ein  bestimmtes))  Zeichen  geben, 
dass  n ein  bestimmtes  Zeichen  erhält  für  alle  a,  ß,  y).  i 

Nun  denke  man  sich  in  den  Richtungen  der  Normalen  dieser 
Ebenen  von  dem  ursprünglichen  Punkte  aus  jedesmal  solche  Längen  ^ 
r aufgetragen,  dass  r*n  — einer  Constantc  c wird.  Jeder  Combi*, 
uatiou  (a,  ß,  y)  entspricht  nach  4)  ein  bestimmtes  17  und  also  an 
ein  bestimmtes  r. 

Die  Längen  der  vers'‘hiedenen  r werden  nun  durch  eine  stetige 
Fläche  abgegronzt.  i 

V 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  der  Endpunkte,  d.  h.  der  Punkte  J 
dieser  Fläche  mit  ar,  y,  z,  so  ist  allgemein  (indem  wir  den  Punkt,,  ii9 
welchem  wir  die  Spannung  der  verschiedenen  Ebenen  nutersuebes^ 
zum  Anfangspunkt  nehmen)  « 


Demgemäss  wird  ans  4),  indem  wir  zugleich  mit  — mnltiplicires 
^ s.-ö  C D E F r*  c 

+ j .y*-\-j.z*-\-2-ye-\-2jzx^2jxy  = -.n=.  -=.1. 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  (Ober)fläche  zweiten  Grades,  deren 
Mittelpunkt  der  Anfangspunkt  ist.  Macht  nun  eine  der  Hauptasen 
dieser  Fläche  mit  den  Coordinatenaxen  Winkel  mit  den  Cosinus  «j, 
|3j,  yi,  und  ist  ihre  halbe  Länge  = rj , so  hat  man  nach  einer  be- 
kannten Formel 


Hieraus  folgt 

JL  _ . h* 

r/  V+r,*  + r,‘ 


= ^,((Aa,-|-f]S,-|-£:y,)«-|-(/b,+iJ/i.-}-A>)-,)M-(7i«i+ß/Ji+CV,)*) 
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nach  3))  wenn  dio  der  Ebene  Oj,  /Jj,  y,  entsprechende  Gosaramt- 
paannng  mit  p,  bezeichnet  wird,  also 


lithin 


L Pi  Pt 


p,  — n 


Demnsu;b  fällt  für  dio  drei  Hauptebenen  jener  Fläche  die  ge- 
ammte  Grösse  der  Spannung  in  die  Richtung  der  Normale.  Für 
eden  Punkt  haben  wir  also  drei  auf  einander  senkrechte  Ilaupt- 
pannnngsrichtungeu. 

Die  drei  Hanptspannungsgrösson  bezeichnen  wir  durch  IT,  II", 
II*-,  (sie  sind  zugleich  dio  ganzen  Spannungen). 


Da  r in  der  kleinsten  Axe  ein  Minimum,  in  der  grössten  ein 
Maximum  besitzt,  so  wird  gemäss  der  Relation  r*/7  = c,  eine  der 
Uauptspannungen  II  ein  Maximum  (d.  h.  grösser  als  irgend  ein  senk- 
rechter Spannnngsauteil  einer  anderen  Richtung),  eine  andere  ein 
Minimum  sein. 


Nunmehr  führen  wir  die  drei  Ilanptspannnngsrichtnngen  als  Coor- 
d'matenrichtnngen  ein  und  behalten  den  Anfangspunkt  bei. 


Für  diesen  Fall  wird 


Z)  = £=  F—  0, 
und 

n\  B = n",  c = n". 

Ans  dem  Schema 

A F E n'  0 0 

F li  D wird  olso  0 IT'  0 

E D C 0 0 /I*. 

Denken  wir  uns  nun  durch  den  Punkt  eine  beliebige  Ebene  (a,  ß, 
T),  und  nntcrsuchon  die  Gesammtspannnng  für  dieselbe  in  jenem 
Paukte,  so  erhalten  wir  dafür 


p = - Vn'*,^+n”*ß*+n'"Y 

Die  senkrechte  Spannungscompononto  ist 

iJ-  ITa*-\-n"ß*+n"'y* 5) 

Ist  iT  > n"  > JZ*  so  ist 
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Vn'*a’‘+n'*ß>‘+n'Y  > Vn- v+/r'/j*+n*v 
> VTr*a*+ir”ß*+n"Y, 

also 

n'>p>n'”, 

oder 

P'>P>P”- 

Also,  iu  den  HanptspaDuuugsriclitungeii  erreicht  nicht  iiiur  die 
senkrechte  Spannnngsconiponente,  sondern  auch  die  GesammtspannuDg 
ihr  Maximum  und  ihr  Minimum. 

Wir  betrachten  wieder  einen  Körper,  auf  den  beliebige  Kräfte 
wirken,  unter  deren  Einfluss  die  Teilchen  desselben  gewisse  Ver- 
schiebungen gegen  einander  erleiden. 

Findet  an  einer  Stelle  eine  Entfernnng  der  Teilchen  von  einander 
statt,  so  nennt  man  das  eine  Dehnung  des  Körpers  an  dieser  Stelle, 
eine  Näherung  der  Teilchen  bezeichnet  man  als  Zusammendrückung. 

So  wie  man  Druck  als  negativen  Zug  ansehen  kann,  so  kann 
man  auch  Zusammendrückung  als  negative  Dehnung  bezeichneu.  Auch 
hier  gelten  allgemeine  Gesetze,  und  es  können  nur  solche  Dehnungen 
und  Zusammendrückungen  eintreten,  die  diesen  Bedingungen  ent- 
sprechen. 

Ein  Punkt  .1/  des  Körpers  habe  jetzt,  nach  einer  kleinen  Ver- 
schiebung, die  Coordinaten  r,  g,  z\  vor  der  Verschiebung  hatte  er  die 
Coordinaten  x — f,  y — z — J. 

l,  1),  f sind  die  Componenten  der  Verschiebung,  die  der  Punkt 
M erlitten  hat.  Diese  nehmen  wir  nun  so  klein  an,  dass  wir  höhere 
Potenzen  derselben  vernachlässigen  können  (klein  gegen  die  Distanz 
zweier  materiellen  Punkte  des  Körpers). 

Die  Verschiebung  ist  eine  Function  der  Coordinaten  x,  y,  z des 
Punktes  3/;  wir  nehmen  an,  dass  diese  sich  stetig  ändern,  so  dass 
die  Diffcrcntialquotienten  immer  endlich  bleiben;  diese  werden  sogar 
sehr  kleine  Werte  annebmen , in  Folge  der  angenommenen  Kleinheit 
der  Verschiebungen. 

Der  Punkt  3/,  habe  jetzt,  nach  der  Verschiebung,  die  Coordi- 
naten x-\-öx,  z-{-öz. 

Da  nun  l = f(x,y,z)  ist,  so  ist 

Daher  hatte  3/j  ursprünglich  parallel  der  x Axo  die  Coordinatc 
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£r-|-  ix  — fj  = 

(x  + ia:)  — + g^d*). 

(.bcnao  war  die  ursprüngliche  y Coordinato  gleich 

(y  + Sy)—(V  + ^£^‘‘  + ^i=‘  + 1^ 

and  die  orsprüngliche  z Coordinato  gleich 

(z+da)-(f  + |dx+  |jy  + |da). 

Im  damaligen  Zustande  war  (MMi)*  = 
r©*  “ ((x  — ()  — (x  + dx  — f,))* 

+ ((y  — »?)— (y + — »li  ))* 

+ ((*-£)-(*+ <5*- f,))‘ 

+ [^‘'-{Px^=^  + Py^!'  + Pz^^)] 

+ h “(i'** +1 

Sun,  nach  der  Verschiebung,  ist  (3/Af,')*  =■ 
r*  = dx'  + djri'+da», 

f mache  mit  den  Coordinatenaxen  Winkel,  deren  Cosinus  a,  ß,  y seien. 
Dann  ist 

ix  iy  „ iz 

r 7 r “ >'■ 

Dann  ergibt  sich  sofort 


Nnn  entwickeln  wir  beide  Seiten  in  Re  hen.  Wir  setzen 
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Alsdann  ist 

indem  einer  sehr  kleinen  Versebiebnng  ancb  eine  sehr  kleine  Dobnnng 
entspricht. 

Entwickeln  wir  nun  auch  die  andere  Seite  mit  Vernacbl&ssiguug 
der  Glieder  mit  Prodneten  der  Differentialquotionten,  so  ergibt  sich 
die  Gleichung 

1 — 2*  = ^ 

“ “‘-2  +&">') 

+ y»-2(|«y  + |^y  + |y») 

Setzen  wir  nun 


dt]  di 

0i““’ 


so  erhalten  wir 

1 — 2t  = 1 — 2(aa*-f-iß*-i-cy*-i-‘2eißy-l-‘2eya -}-2/aß 

oder 

f = aa^-i-dß^-\-cy^-j~2(lßy-i-2eya-f-2/aß 6) 

liier  haben  wir  für  t eine  Gleichung  ganz  yon  derselben  Form, 
wie  Gl.  4),  die  uns  einen  Ausdruck  für  n lieferte. 

Statt  der  dortigen  Coefficienten  A,  li,  C,  D,  E,  F haben  wir 
hier  a,  b,  e,  d,  e,  f. 

So  wie  wir  a,  h,  c,  rf,  e,  f als  gegeben  annehmen,  können  wir 
sofort  t nach  einer  beliebigen  Richtung  (or,  y)  bestimmen. 

Auf  die  Gleichung  6)  können  wir  nun  Betrachtungen  anwenden, 
die  den  früher  (hoi  61.  4))  angewandten  ganz  analog  sind. 

Auch  hier  überzeugen  wir  uns  von  dem  Vorhandensein  dreier  auf 
einander  senkrechter  Hanptdehnungsrichtungen , die  mit  den  Haupt- 
axen  der  Fläche 

ax*-\-by*-\-e»*-\-2dy%-\-2ex»-\-2fry  ==  1 

Zusammenfällen. 
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Ist  (o„  ßj,  jfj)  eine  Haaptdohnnngsrichtong,  so  wird  die  hier 
stattfindende  Hanptdehnnng  dnrch 


t = V (o«i  -j-/ßi  + ey,)*  + (/o, (««1  + c/i)* 

ansgcdrückt  Für  eine  andere  Richtnng  findet  diese  Glcichnng  nicht 
statt.  In  der  Tat,  verfährt  man  wie  früher,  setzt  (r**  = c)  (einfacher) 
rU  = 1,  80  bilden  die  Endpunkte  der  r die  eben  erwähnte  Fläche. 
(>Vir  betrachten  hier  einen  Fall,  wo  nach  allen  Kichtnngon  Aus- 
dehnnng  stattfindet,  also  nach  allen  Richtungen  t positiv  ist). 

Msu:ht  nun  eine  der  Hanptaxen  dieser  Fläche  mit  den  Coordi- 
natenaxen  Winkel  mit  den  Cosinus  Oj,  ßj,  und  ist  ihre  halbe  Länge 
= rj,  so  hat  man  nach  einer  bekannten  Formel; 


2 o"i+/Pi+eyi  _/t*i+l>ßi  + dy,  _ cy, 

»•i*  »1  ßi  “ ri  ’ 

and  hieraus  folgt  leicht 

= + ~hfßi  + «yi  )* + (/“i  + ^ßt  + 

M “l  ”l  ~1 

+cyi)*, 

also 

‘ A“  'V'{o“i+/ifJi+eyi)*+(/'“i+*/*j-Hyi)*+(«ai+rf/Ji+cy,)* 

Setzt  man  zur  Abkürzung 


«*“i+/l9i+eyi  = A foi+^ßi+'^Yi  = «<*i+‘^ßi+oyi  = 

so  kann  man  auch  folgendermassen  verfahren: 

Man  hat  die  Gleichung 

( =■  oo*-j-6ß*-|-cy*-|-2rf^y4*2«y“+i?/“/J 
= La+JWjS  + iVy. 

Sobald  man  eine  der  Hauptriebtungen  betrachtet,  erhält  man  noch 
die  Gleichungen 

± — h ^ = :Hfl 

ri*  ~ «1  A ~ yi 


In  Folge  dieser  Gl.  ist: 


VA*  “ Li^i«iA  I -Mi*yi*  “ ^i^iAyi 

A’yi*  = ^i^i«iy«  I ^i*«!*  = 


^i*«i* 

iv.*A* 


= L,At,o,y, 

“ i»/,Af,Ay. 
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=V/,,*+Af,‘4-iV. 


Die  3 Uauptaxen  der  eben  erwähutcu  Fläche  nehmen  wir  naa 
zu  Coordiuatenaxeii.  Was  nehmen  a,  A,  c,  tl,  e,/  daun  für  Werte  an? 

Die  entwickelten  Gleichungcu  gelten  für  jedes  rechtwinkelige 
Coordinatensystem,  nur  werden  jedesmal  die  Ck)efficienteii  a,  i,  e,  d, 
e,  / ihre  Werte  ändern. 

Bezeichnen  wir  die  drei  llauptdchuungen,  d.  i.  die  Dehnungei 
nach  den  drei  Ilauptriclituugcu,  mit  r",  i'”,  so  haben  wir  für  unser 
neues  Coordinatensystem : 

a — i = t”,  c = t",  rf  = 0,  « ^ 0,  / = O. 

(Wäre  dem  nicht  so,  dann  könnte  die  Gleichung  obiger  Fläche 
auf  dieses  System  auch  nicht  von  der  Form  + = 1 

sein,  d.  h.  die  neuen  Axon  wären  nicht  die  Hauptaxen  der  Fläche). 

Die  Dehnung  nach  einer  beliebigen  Richtung  wird  nun  ausgcdrückt 
durch  («,  ß,  y) 

t = t"|3*+j'y 7) 

Ist  nun  z.  B.  t'",  so  ist  offenbar 

ty  > r'o»  + t"|3s+tV>  t"o=‘  + s"'/3»+f"V*,  I 

oder 

t'>i>  c'",  d.  h. 

Die  Dehnung  erreicht  in  einer  Ilauptaxc  ein  Maximum,  in  einer  ; 
andern  llauptaxe  ein  Minimum. 

Jetzt  nehmen  wir  drei  beliebige,  auf  einander  senkrechte  Rich- 
tungen : 

“d  ßit  yii  “s)  y»i  “si  ^S)  y»i 


und  suchen  die  Grösse  der  Dehnungen  nach  ihnen  zu  bestimmen. 
Wir  haben  sofort  nach  7) 

t.  = rV  + ‘"^,*  + *"V 

Addireu  wir  diese  drei  Gleichungen,  und  berücksichtigen  wir,  dass 
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«,*+»**+«/  = ß,^-+ß,^+ßs^  = y.*+y»‘+r»*  = i, 

so  kommt 

*,  + ‘,  + *s  = *'+^"+*"' 8) 

Also  für  alle  Systeme  von  je  drei  auf  einander  senkrechten  Ge- 
raden, die  man  durch  einen  Punkt  legen  kann,  ist  die  Somme  der 
drei  Dehnungen  constant  gleich  der  Summe  der  drei  Hauptdehnungen. 

(Ebenso  konnten  wir  früher  aus  Gleichung  5)  ableiten: 

rr,  + 77,  + 773  = 77'-l-77"-f  n"'). 

Bisher  haben  wir  nur  die  lineare  Ausdehnung  betrachtet.  Fassen 
wir  nun  einmal  ein  kleines  Körperchen  ins  Auge,  so  sehen  wir,  dass 
mit  linearer  Ausdehnung  auch  Volumenausdehnung  (kubische  Aus- 
dehnung, Raumausdehnong)  verbunden  ist. 

Das  Volumen  des  Körperchens  sei  ursprünglich  K,,,  nach  der 
Ausdehnung  V. 

Wir  setzen 

Fod+r), 

wo  ü die  Ausdehnung  der  Volumeneinheit  bedeutet. 

In  welcher  Beziehung  steht  nun  die  Volnmenausdehnung  zur 
linearen  Ausdehnung? 

Es  kommt  auf  Eins  hinaus,  welche  Gestalt  man  für  das  Körper- 
chen annehme;  ob  es  eine  Kugel,  ein  Würfel  etc.  etc.  sei. 

Wir  denken  uns  eine  unendlich  kleine  Kugel  mit  dem  Radius  r^. 
Kach  verschiedenen  Richtungen  wird  sich  der  Radius  im  allgemeinen 
verschieden  ausdohnen. 


Man  wird  die  Beziehung  erhalten: 

r — »"otl-f-f), 

WO  E aus  der  jedesmaligen  Richtung  (a,  ß,  y)  sich  bestimmt  nach  der 
Formel  7)  e = E'n*-f**”l^*+ 8o  kommt 


“ ro*(r+E)«  ==  ro> 

= A (“’+  y»-  2[E'a‘+E"/S*+  E'"y*]) 

- A(«*(l  - 2e'H-  |S*(1  - 2t")  + y>(l  - 2e'")) 


V \(1 +*')*■*■  (1+*"')* 


T«U  LXVL 


II 


/ 
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Nun  nehmen  wir  die  drei  Uaaptdehnungsrichtnngcn  zu  Coordi- 
uatonrichtungen , und  den  Mittelpunkt  des  Körperchens  zum  Coordi- 
natenanfangspnukt.  Dann  ist  die  Gleichung  der  Oberfläche  des  Kör- 
perchens nach  der  Dehnung  (da  ro  — » i,  rjS  = y,  ry  — z ist), 


I y’ _L ?: . 

V(l-f  V(l-f  *'")» 


Dies  ist  die  Gleichung  eines  Eüipsoides  mit  den  Halbaxeu 
»•od  + f'),  '•od  + O,  ro(l  + *"'). 

Indem  sich  die  Kugel  in  ein  Ellipsoid  verwandelt,  hat  sich  das 
Volumen  vermehrt  um 


t|roMl  + *')(!  + £")(1  + **") 

oder  um 

Demgemäss  haben  wir 

V=  Vo(l -{-«)=  Ko(l  + d'+ *"+*"')), 
C d.  h. 


Die  kubische  Ausdehnung  an  irgend  einer  Stelle  ist  gleich  der 
Summe  der  drei  llauptdehnnngen.  Nach  Gl.  8)  ist  nun  auch 

« = £'-f£"-j-£'"=£,-l-£,4-£3 9) 

Daher  haben  wir  allgemeiner  den  Satz: 

Die  Ranmansdehnnng  an  irgend  einer  Stelle  des  Körpers  ist  gleich 
der  Summe  der  drei  linearen  Dehnungen  nach  irgend  drei  auf  ein- 
ander senkrechten  Richtungen,  und  daher  unter  Anderem  auch  gleich 
der  Summe  der  drei  Hauptdehnungen. 

Sind  die  drei  llauptdehnnngen  einander  gleich,  so  ist 

£'  = l"  . £»' 

und  also 

£ = £'(a*-f y*)  =>  £'; 

also  sind  in  diesem  Falle  die  Dehnungen  nach  allen  Richtungen  gleich. 
Man  hat  hier 

„ = = 3£-, 

d.  h.  die  Ranmausdehnung  ist  in  diesem  Falle  gleich  der  dreifachen 
linearen  Ausdehnung. 

Bisher  haben  wir  die  Dehnung  ganz  für  sich  allein  betrachtet; 
jetzt  betrachten  wir  Dehnungserscheinungen  zusammen  mit  Spannungt- 
erscheinnngen. 


Dir‘*'’5C '■  'jt’«’;'- 
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Befindet  sich  ein  Körper  im  natürlichen  Zustande,  und  wirken 
keine  äusseren  Kräfte  auf  ihn  ein,  so  herrscht  unter  dem  Einflüsse 
der  Moleknlarkräfte  Gleichgewicht  in  demselben. 

Wirken  nun  aber  äussere  Kräfte  auf  ihn  ein,  dann  flndet  dop- 
peltes statt: 

1)  Dehnungen  (Zusammendrückungen). 

2)  Innere  Spannungen. 

Beides  entsteht  also  durch  dieselbe  Ursache. 

Zwischen  den  Molekülen  eines  Körpers  findet  ein  gewisser  Zu- 
sammenhang statt. 

Ist  der  Körper  in  allen  Punkten  ganz  gleich  beschaffen,  so  heisst 
er  homogen;  im  anderen  Falle  heterogen.  Ist  er  homogen,  so  kann 
Ton  jedem  einzelnen  Punkte  desselben  aus  nach  verschiedenen  Rich- 
tiingen  hin  eine  Verschiedenheit  in  der  Lagerung  der  Moleküle  statt- 
Saden.  Dies  ist  der  Fall  bei  den  krystalliniscben  Körpern,  z.  B.  dem 
Kalkspath.  Da  zeigt  sich  nach  den  verschiedenen  Richtungen  um 
einen  Punkt  herum  ein  verschiedenes  Verhalten  hinsichtlich  der 
Elasticität,  der  Fortpflanzung  des  Lichtes,  des  Schalles,  der  Leitungs- 
fähigkeit für  Wärme,  für  Elektricität.  (Dann  heisst  der  Körper 
heterotrop). 

Ist  das  Verhalten  dieser  Eigenschaften  des  Körpers  nach  allen 
Richtungen  um  einen  Punkt  herum  hingegen  gleich,  so  heisst  der 
Körper  isotrop. 

Unsere  bisherigen  Untersuchungen  galten  für  beliebige  Körper, 
waren  sie  nun  heterogen,  oder  homogen  und  heterotrop,  oder  homogen 
nnd  isotrop. 

Von  nun  an  setzen  wir  isotrope  Körper  voraus. 

Unter  dem  Einflüsse  äusserer  Kräfte  kann  der  Körper  nach  ver- 
schiedenen Richtungen  hin  verschiedene  Dehnungen  erleiden,  denen 
wieder  verschiedene  Spannungen  entsprechen. 

Wie  wir  nun  früher  gesehen  haben,  gibt  es  drei  sogenannte 
Hauptspannungen,  (unter  denen  sich  das  Maximum  und  das  Minimum 
der  ganzen  Spannung  sowol  wie  des  normalen  Anteils  derselben  be- 
finden), welche  ganz  in  die  Normale  der  angegriffenen  Ebene  fallen. 

Die  drei  Haaptdehnungsrichtungen  fallen  nun  mit  den  drei  Ilaupt- 
spannnngsrichtungen  zusammen.  Wo  die  stärkste,  geringste  (mittlere) 
Spannnng  stattfindet,  da  bat  auch  die  grösste,  geringste  (mittlere) 
Behnong  stattgefunden. 

n» 
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Nun  können  wir  einen  Zusammenhang  aufstcllen  zwischen  den 
Hauptspannungen  und  den  Hauptdehnungen.  Wir  bezeichnen  sie,  wie 
früher,  durch  resp.  IT,  II",  II"'  und  t',  t",  t'". 

Durch  die  Hanptdehnungon  und  die  Hanptspannungcn  ist  dann 
sofort  der  ganze  Zustand  des  Körpers  hinsiclitlich  der  Dehnung  und 
Spannung  nach  jeder  Richtung  hin  bestimmt. 

Da  nun  t'  mit  U'  der  Richtung  nach  coincidirt,  t"  und  T"  aber 
der  Richtung  nach  auf  17'  senkrecht  stehen,  so  wird  in  dem  Aus- 
drucke für  77'  das  s'  in  einer  gewissen  Weise  Vorkommen,  die  beiden 
anderen  t"  und  t'"  hingegen  in  einer  anderen,  aber,  da  der  Körper 
als  isotrop  vorausgesetzt  wird,  unter  sich  gleichen  Weise. 

Da  durch  t',  t",  s'"  alle  Dehnungen  bestimmt  sind,  so  braucht 
77'  blos  von  diesen  drei  Grössen  abzuhäugen. 

Demnach  können  wir  setzen 


n'  = re'"» 

-|-5t'e"-|-2e'e"-4- «"*"'+  etc.  + etc.  + etc.  . .. 

Wegen  der  Kleinheit  der  c',  e",  e'"  brauchen  wir  keine  höheren 
Glieder  als  von  der  ersten  Potenz  zu  berücksichtigen  und  erhalten 
einfacher : 

n‘  = g + h/+K/'+K/". 

Das  constante  Glied  g fällt  aber  auch  noch  weg;  denn  befindet 
sich  der  Körper  im  natürlichen  Zustande,  wo  keine  Dehnungen  statt- 
gefundön  haben,  so  können  auch  keine  Spannungen  auftreten.  Also 
kommt 

77'  4-Ar,e"  +K/". 

Ebenso  kommt 

77"=  Kj'  + h"e"  +Kj"' 
und 

77'"=  7r,„e-t-  a:„,£„ 

Vertauscht  man  die  Werte  von  t'  und  e",  so  muss,  da  der  Körper 
isotrop  ist,  nicht  blos  eine  Aeuderung,  sondern  auch  eine  Vertauschung 
der  Werte  von  77'  und  77"  stattfinden.  Man  erhält  so: 


77'  = K,/'+hj'+K,/"  und  77"  h/'+ K/+ 

Da  diese  Relationen  stattfinden,  was  auch  r'"  für  Werte  haben 
mag,  so  hat  man  sofort 

h/+K/'^  Kj'+h,/  und  K,y+h,y  = h/'+K,i'. 
Hieraus  folgt 


h,  = h,„  K.^K,, 


d 
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(Am  allcreinfachsten  konnte  man  von  vornehcroin  e"  = t'"  = 0 
setzen). 

Ebenso  folgt  nnn  auch 


SO  dass  also 

” ^11  — ^1,1 

ist  Wir  setzen  erstere  = h,  letztere  = K. 

Also  haben  wir 

W =At' -}-*"+ AT*'" 

n"  = jr£'+At"  + Art'" 

U"'=  Kt'-{-Kt"+ht"'. 

Diese  Gleichungen  können  wir  mit  Hülfe  von  Gl.  9)  weiter  nm- 
formen : 


77'  = ht'  — AV  +.At'  -f  ^£"-f  ^£"'  = (h-K)t'  +jrt) 
fj"  — Kt'  + kt"  — Kt"-\-  Kt"  + Kt'"  = (A  — K)t"  4-  Kv 
n"'=  Kt'  + Kt"+ht"  — Kt'"+Kt'"=  (h—K)t'"+Kv. 


Wir  setzen  (A  — K)  = k,  und  haben  dann: 

W = A-t'-f  Kv ; n"  = A-£"-f  Kv  ; D'"  = i**,  +Ä-o. 

Wir  werden  später  die  physikalische  Bedeutung  dieser  beiden  Con- 
stanten  k hnd  K kennen  lernen. 

Jetzt  betrachten  wir  eine  beliebige  Ebene,  und  vergleichen  die 
ihr  entsprechende  senkrechte  Spanuungscomponente  mit  der  in  ihrer 
Xormalc  (o,  ß,  y)  stattfindenden  Dehnung.  Dann  ist  nach  Gl.  5) 

/7=  n'a*+n"ß^-\-n'"y*. 

Setzen  wir  nun  für  II',  II",  II'"  ihre  obigen  Wefte,  so  kommt: 
n = (A£'+AT«)o»-f  (At"+Ao)/3ä+(A£"'+Ä’«)y» 

= A(£'a*+ £"|S*+  £"V*)  + (3* + y*) 

•=  kt  -f-Äv  (nach  Gl.  7)). 

Demnach  gilt  die  Gleichung,  welche  für  die  drei  Hauptrichtungen 
gilt,  auch  für  jede  beliebige  Richtung  (a,  ß,  y),  nämlich: 

n = kt  + Kv  . . . . . 10) 

Wir  sahen  früher,  dass  zur  Bestimm;^  der  ä|er  Ebene  in 
einem  bestimmten  Punkte  zukommenden  Stünm  6 Omstantf 
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geben  sein  mussten,  indem  von  den  9 Spannungscomponenten  F B D 

E D C 

dreimal  je  zwei  einander  gleich  sind. 

So  wie  wir  diese  kennen,  können  wir  für  jede  durch  den  Punkt 
gelegte  Ebene  die  Spannung  der  Grösse  und  Richtung  nach  augcben- 
Indem  wir  B,  C,  D,  E,  F in  der  früheren  Bedeutung  nehmen, 
haben  wir  ja  die  Gl.  3): 

pl  = Att  + Fß  + Ey 
pfi  •=  Fa  -|-  Bß  -f-  Dy 
pv  = Ea  -f-  Dß  Cy 

Können  wir  nun  die  Werte  von  A,  B,  C,  D,  E,  /'auf  die  Grössen 
a,  b,  c,  d,  e,  f znrttckfübron,  dann  sind  die  Spannungen  auBgcdrückt 
durch  die  Verschiebungen.  Dazu  erinnern  wir  uns  der  Gleichungen 
4)  und  6): 

Aa^-{-Bß*-\-Cy*-\-2Dßy-\-2Eya-\-2Faß 

und 

e = aa*-\-bß*-\-cy*-\-2dßy-\-2eya-\-2faß. 

Da  nun 

n = kt + Kv 

ist  nach  Gl.  10),  so  folgt: 

+ Bß*+  Cy*  -f  2Dßy  + 2Eya  + 2Faß  = 
k(aa*  -\-bß*-\-cy*-{~2dßy-\-  2eya  -j-  2 /aß) 

^Kv(a*  + ß*-\-y*), 

oder 

(A-ka—Kv)a*  + 2(D  — kd)ßy  1 
-f  (B—  kb  — Kv)ß*  + 2{E—ke)ya  [ = 0. 

+ (C—kc  — Kv)y*  + 2(F—kf)aß  ) 

Dies  gilt  für  jede  beliebige  Richtung  (a,  ß,  y)\  daher  muss  jeder 
Coefficieut  = 0 sein , wie  sich  folgcndermassen  ergibt.  Nehmen  wir 
die  Richtung  (1,  0,  0),  d.  h.  o = 1,  ß = 0,  y = 0,  so  folgt  ans 
letzter  Gleichung  sofort 

(A  — ka  — Ät)).l*  = 0 oder  A = ka-j-Ev. 

Ebenso  liefern  die  Richtungen  (0,  1,  0)  und  (0,  0,  1) 

(B—kb—Kv)  = 0 und  (C—ke  — Ev)=0. 

Daher  bleibt  noch  von  obiger  Gleichung 

2(  D — kd)ßy  + 2(E  — ke)ya  + 2(F—  kf)aß  = 0 oder 
(D  — kd)ßy-\-  {E—ke)ya-\-  (F—kf)aß^Q. 


I 
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Betrachten  wir  nun  drei  Richtungen,  für  welche  snccessive  o = 0, 
^ = 0,  7 = 0 ist,  nämlich  Richtungen  (0,  ß,  y),  (o,  0,  y),  (o,  ß,  0), 
so  folgt 

(D  — kd)ßy  — 0 oder  {D  — kd)  = 0, 

{E  — ke)ya  =0  oder  {E — ke)  —0, 
(F—kf)aßs0  oder  (F-kf)^O. 

ln  diesen  Relationen  können  wir  noch  für  a,  b,  c,  d,  e,  f ihre  Werte 
einsetzen  und  erhalten  dann  folgendes  System: 


11) 


Ot 

A — ka-\-Kv  — k^^-\-Kv 
B = Kv  = k^  + Kv 
C=  tc  + Zfe  = Äü 


D = 

kd 

II 

[dz  ^By) 

E = 

ke 

II 

[Bx^Bz) 

F = 

¥ 

k/BS  dri\ 
-2\By'^Bx) 

Diesen  Betrachtnngen  liegt  irgend  ein  rechtwinkeliges  Coordinatcu- 
system  zu  Grande.  Bezeichnen  wir  die  Dehnungen  nach  Richtung 
dieser  Axen  durch  c„  s,,  so  ist  also 


«1=0  = 


d( 

dx’ 


^ 0f 

dy’  = « = 


und  somit  nach  Gl.  9) 
12) 


3^  , I 
*’-0i+07  + 


Bt 

0s’ 


Nun  haben  wir  die  Hauptgleichungen  für  die  im  Inneren  eines  Kör- 
pers auftretenden  Spannungen  entwickelt. 


In  der  Gleichung  11)  kommen  noch  die  beiden  unbestimmten 
Constanten  k und  K vor.  Diese  beiden  Constanten  müssen  notwendig 
in  der  Gleichung  Vorkommen,  da  der  Grad  der  Festigkeit  für  ver- 
schiedene Körper  verschieden  ist. 


Können  wir  nun  das  Verhältniss  von  k zvl  K bestimmen? 


Bisher  haben  wir  keine  Annahmen  über  den  Zusammenhang  der 
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Moleküle  des  Körpers  gemacht,  es  sei  denn,  dass  wir  einen  homo- 
genen, isotropen  Körper  voranssetzten. 

Cauchy  macht  gewisse  Hypothesen  über  die  Moleküle,  ihre  An- 
ordnung, ihre  Wirkungen,  und  kommt  auf  Grund  dessen  zu  dem  Re- 
it 

sultatc  A’  >—  2’  gehen  nicht  näher  auf  seine  Entwickelungen  ein, 
da  seine  Annahmen  nicht  so  ganz  zuverlässig  sind. 

Foisson  von  anderen  Betrachtungen  ausgehend  fand  ebenfalls 


Lam6  und  Clapeyron,  wieder  von  anderen  Betrachtungen  aus- 
gehend, fanden  dieselbe  Gleichung. 

Also  mehrere  Mathematiker  gelangten  mit  ihren  verschiedenen 
Hypothesen  zu  demselben  Schlüsse.  Lässt  sich  nun  dieses  Resultat 
experimentell  prüfen? 

Man  kann  folgende  Untersuchung  anstellen: 

Wir  nehmen  einen  prismatischen  Körper  und  belasten  ihn.  Wird 
er  nun  in  die  Länge  gezogen,  so  zieht  er  sich  seitlich  zusammen. 

Die  nun  anznstclienden  Beobachtungen  müssen  mit  der  ent- 
wickelten Formel  verglichen  werden. 

Sei  der  Stab  sehr  dünn.  In  Folge  der  Belastung  dehnt  sich  die 
Längeneinheit  um  c'  aus,  die  seitlichen  Zusammenzichungen  oder 
negativen  Dehnungen  sind  t"  und  t'".  Ueberall  in  dem  Körper  ent- 
steht nun  in  der  Längsrichtung  eine  Spannung,  eine  Hauptspannung, 
die  sich  bestimmt  durch  die  Gleichung: 

n'  = 

Die  beiden  anderen  Spannungen  sind  verschwindend  klein,  und  es  ist 

77"  = 0 = 
n"'=.  0 ■=  k^'+Kv. 

Hieraus  folgt 

k{t"—  t*)  = 0,  (£"-  £"')  = 0,  £"  = £"'. 

Dies  war  vorauszusehen. 

Wir  haben  daher 

0 = kt"-\-Ku  = /t£''+A(£'+ £"+£"')  = Ar£'-}-(fc4-2A')£", 
mithin 
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Es  ist  dies  eine  Bcziehang  zwischen  der  Längenausdehnung  nnd  der 
seitlichen  Contractiou.  Da  i"  negativ  ist,  so  sehen  wir,  dass  eine 
Contraction  erfolgt. 

k 

Nach  Cauchy’s  Annahme  ist  nun  K=  ; also 


- . ( 


t+2.; 


Der  Versuch  muss  nun  mit  diesem  theoretischen  Resultate  ver- 
glichen werden. 

Man  kann  auch  so  sagen: 

Wenn  die  Länge  des  Stahes  zunimmt,  so  erfolgt  auch  eine  Vo- 
lumenznnahme,  die  je  nachdem  der  Stab  seitlich  sich  mehr  oder 
weniger  (auch;  gar  nicht)  zusammenzieht,  kleiner  oder  grösser  ist. 
Welches  ist  nnn  das  Verhältniss  zwischen  Volumenzunahme  und 
Längenzunahme  ? 

Ans  unserer  obigen  Gleichung  0=  kt"-\-Ko  folgt 
„ = _ |s"  = (nach  Obigem)  - ^ t'  ) = *' 


Nach  Caueby  nnd  Poisson  ist  uun  A"  = ^ (und  t"  = — it'); 
demnach  kommt  hier 

Rodert. |t"==_2*"=  k)- 


Nach  Caueby  nnd  Poisson  ist  also  die  seitliche  Zusammenziehnng 
gleich  I der  Längenausdehnung,  nnd  die  Volnmenznuabme  gleich  } 
der  Längenausdehnung. 


Wertheim  fand  dagegen  auf  experimentellem  Wege  t"  = — Jt'. 
Setzen  wir  dieses  in  unsere  Gleichung  «"  = — ein,  so  kommt 

-i.-=  ^ 


t + 2A 


f',  mithin  k — K. 


Um  jenes  Versuchsresultat  zu  erhalten  wandte  Wertheim  eine 
hohle  Kantsebnekrubre  an.  (Bei  einem  sich  ausdebnenden  Glas-  oder 
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Mctallstabe  wären  sehr  kleine  Grössen  zu  messen).  Hier  kommt  e« 
auf  den  Querschnitt  der  hohlen  Kautschuckröhre  nicht  an.  Er  habe 
die  Gestalt  eines  Ringes.  Der  Hohlraum  verhält  sich  nun  gerade  so 
wie  das  Volumen  selbst.  Die  Kautschuckröhre  endete  oben  in  eine 
Capillarröhre  und  war  mit  Flüssigkeit  gefüllt.  So  wie  nun  das  Vo- 
lumen ein  wenig  zunahm,  erfolgte  eine  bedeutende  Abnahme  der 
Länge  dos  Flüssigkeitfadens  in  der  Capillarröhre.  So  war  eine  genaue 
Messung  der  Volnmenändernng  ermöglicht.  Wertheim  fand  nun  v 
immer  kleiner  als  J«';  und  zwar  angenähert  t>  = Jt'  bei  7 Versnehs- 
röhren.  (Ans  t>  = s'-j- 1"+ 1'"  = t'+ e"  folgt  dann  Jr'  - 1'=  2e", 
also  *"  = — Je'). 

Kirchhoff  hat  durch  ganz  andere  Methoden  gefunden,  dass  einer 
beliebigen  Längenausdehnung  eine  bestimmte,  seitliche  Contraction 
entspricht,  und  zwar  e"-=  — 0,294.e'. 

Dieser  Wert  liegt  zwischen  denen  von  Wertheim  und  von  Canchy, 
nämlich  zwischen  0,333  . . . und  0,25. 

Nach  einer  anderen  Messung,  auf  die  er  nicht  so  viel  Vertrauen 
setzte,  fand  Kirchhoff  £"=• — 0,387.*'. 

Das  Mittel  genommen,  kann  man  sagen,  Kirchhoff’s  Resultate 
haben  Werthcim's  Versuche  bestätigt,  wenngleich  der  Wert  *"  = — J*' 
noch  nicht  ganz  sicher  ist. 

Unsere  obigen  Formeln  waren  ganz  zuverlässig  bis  zur  Ein- 
fübrung  des  Verhältnisses  der  Grössen  k und  K.  Ueber  den  Wert 

war  man  zu  verschiedenen  Rcsnltaten  gelangt.  Dies  erklärt  sich 

wahrscheinlich  (nicht  ganz  sicher)  aus  der  elastischen  Nachwirkung. 
Wilhelm  Weber  entdeckte  sie  zuerst  an  organischen  Körpern. 

Nehmen  wir  einmal  an,  ein  Seidenfaden  werde  durch  Belastung 
gedehnt;  er  erleidet  eine  seitliche  Contraction.  Noch  längere  Zeit 
nachher  findet  eine  Aenderung  in  der  Moleknlarlage  statt;  es  kann 
dieses  in  dom  ganzen  Zeitraum  bis  24  Stunden  später  noch  andanorn. 
Es  werden  dann  die  Wirkungen  der  Contraction  eines  Teils  rück- 
gängig, und  so  bewirkt  die  elastische  Nachwirkung  eine  Verringerung 
der  ursprünglichen  Wirkung.  Wie  diese  nun  in  Rechnung  zu  bringen 
sei,  darauf  können  wir  hier  nicht  eingchen,  da  Alles  zu  hypothetisch 
würde. 

Cauchy  und  Poisson  haben  die  elastische  Nachwirkung  nicht 
einbegriffen;  Wertheim  hat  in  seinen  Versuchsresultaten  „sie  natür- 
lich einbegriffen“  erhalten. 
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Es  gibt  Fälle,  die  elastischen  Schwingungen,  wo  wegen  der 
schnellen  Wechsel  der  Dehnungen  und  der  Zusammenziohungeu  die 
elastische  Nachwirkung  nicht  zu  berücksichtigen  ist.  Auf  solche  Fälle 
sind  die  Formeln  von  Cauchy  und  Poisson  anzuwenden;  auf  Gleich- 
gewichtsveränderungen dagegen  die  von  Wertheim.  (Allerdings  nicht 
ganz  sicher).  Wir  haben  also  Schwingungsformeln  and  Gleich- 
gewichtsgleichnngen  in  dieser  Hinsicht  von  einander  zu  unterscheiden. 

(Anch  hei  Metallen  findet  elastische  Nachwirkung  statt,  nur  in 
geringerem  Masse). 

Anwendungen  auf  ein  paar  specielle  Fälle.  Im  weiteren  Yerlanf 
der  Untersuchung  wird  sich  ein  Zusammenhang  zwischen  den  Con- 
stanten  K und  dem  Elasticitätscoefficienten  q ergehen. 

Sei  gegeben  ein  Körper  in  Gestalt  eines  Parallelepipedons.  Auf 
ihn  können  nach  einer,  zwei  oder  drei  Hauptrichtungen  Kräfte  wirken. 
Demnach  unterscheiden  wir  verschiedene  Fälle. 

1)  Er  werde  durch  eine  Kraft  I\  (bezogen  auf  die  Querschnitts- 
einheit) nach  einer  Dimension  gedehnt;  in  Folge  dessen  wird  er  eine 
seitliche  Contraction  erleiden.  Wir  haben  dann  die  Gleichungen : 

n'  — +Kv, 

77"  = 0 = JTo, 

77"=  0 =.=.ki"-\-Kv. 

Durch  Addition  erhalten  wir 


p,  = = to-f  3/Tp  = (fc-|-3Ä)o; 

also 

k + 3K' 

Dies  in  die  erste  Gleichung  eingesetzt,  kommt 


Pt  = A-*'+ 


ke'=z 


k-\-2K 

k-j-3K 


Pt. 


k+3K 


— k+2K 


kt'. 


Denken  wir  uns  einen  Stab,  dessen  Länge  = 1 Meter,  dessen  Quer- 
schnitt ein  Quadratmillimetcr  sei.  Nimmt  seine  Länge  im  Verhält- 
nisse von  1 :(!-{-*)  zu  und  ist  P,  = qt,  so  heisst  q der  Elasticitäts- 
coefficient.  Wir  haben  nun 


, ^ 7-1-3/:  , , i-|-37f  , 

9*  Pt  = k + ‘2K'^' 


Wir  haben  also  eine  Beziehung  zwischen  dem  Elasticitätscoefficieuten 
and  unseren  Constanten 
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® “ k+2K'  • 


Nach  Cancby  und  Poisson  ist  Ä’  = ^ , also  q = Jfc. 

Nach  Wertheim  hingegen  ist  K = k,  also  q = ^k. 

2)  Nehmen  wir  an,  sowohl  in  der  Längenrichtung  als  in  der 
Breitenrichtnng  wirke  eine  Kraft  P^.  Dann  wird  der  Körper  in  der 
Höhenrichtung  eine  Contraction  erleiden.  Wir  haben  dann; 

ke'+  Kv  ; n"=  P^  = Äe  ; n"  = 0 = Kv. 

Daraus  ergibt  sich 

2P,  = + = (i+3^)i>, 

2/>  K 


Um  hier  dasselbe  e'  hervorzubringen  wie  im  ersten  Falle  muss  also 
der  Wert  der  beiden  P*  grösser  sein  als  der  des  dortigen 


Dadurch,  dass  nach  zwei  Dimensionen  Kräfte  wirken,  dass  zur 
Spannung  in  der  Längsrichtung  noch  eine  seitliche  Spannung  binzn- 
kommt,  wird  die  Dehnung  in  der  Längsrichtung  erschwert 


3)  Wirken  nach  allen  drei  Dimensionen  drei  gleiche  Kräfte 
wie  das  der  Fall  ist,  wenn  der  Körper  sich  in  comprimirtem  Wasser 
befindet,  so  ist 

n'  = Pj  = fc£'+  Kv ; n"  = Ps  = l-j"+  Kv  ; U'"  = P3  = l£'”+  Kv. 


Addirt  man,  so  kommt 

3Pj  = *:(£’+£"+£'•)  -f  3 Al-  = (l-+3A)i-. 


Demgemäss  haben  wir 


also 


Pg  = i£'+Atl  = l-£'+ A. 


3Pa 

i-)-3A’ 


t,' p 

— fc+3A-^S’ 


Die  Dehnung  nach  der  Längsrichtung  ist  also  noch  mehr  erschwert 


Um  iu  allen  drei  Fällen  dieselbe  Dehnung  t'  nach  der  Längs- 
richtung hervorznbringen,  muss  also  sein 


il 
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p.p.p  \ 

^ .kt  j 


1 ■ 1 ^ ^ -1 
“ jt+2Ä’’fc+/r’fc  “ 

fc  ^ + 

h 

Nach  Cauchy  und  Poisson  ist  Ä’  = g,  also  P^:  P^:  — J : j : 1 

-l:i:2. 

Nach  Wertheim  ist  K=  k,  also  Pj : Pg : = J : J : 1 -=-  1 : 3 : 3. 


Wir  betrachten  nun  einige  Fälle,  wie  sie  bei  Schallschwingungen 
öfters  verkommen.  Wir  betrachten  einen  parallelepipcdiscbcn  Körper, 
auf  den  nur  nach  einer  Richtung  (nach  der  Längsrichtung)  eine  Kraft 
wirke.  Wir  unterscheiden  wieder  3 Fälle. 


1)  Er  soll  sich  nach  allen  drei  Dimensionen  ansdehnen  können. 
Die  Kraft  bezeichnen  wir  durch  P,'.  Für  diesen  Fall  fanden  wir 
vorhin  nnter  1)  bereits 

fe+3W 

‘ k-\-2K 


kt'. 


2)  Wir  nehmen  an,  dass  er  sich  nur  nach  Längen-  und  Breiten- 
richtung dehnen  könne,  während  in  der  Längsrichtung  eine  Kraft  Pg' 
auf  ihn  wirkt.  Dann  haben  wir 


n'  = Pi'  z=  kt' Kv, 

n"=  0 =kt"+Kv,  t"  = 0. 


Durch  Addition  kommt 

Pg'  = t(i'+r")-f2^rt,  = (i-f2ür)^  ” = 

Sonach  ist 

A'=  <■•*'+ 


3)  Wir  nehmen  an,  dass  der  Körper  sich  nur  nach  der  Längs- 
richtung dehnen  könne,  in  welcher  eine  Kraft  P,'  auf  ihn  wirkt 
Hier  haben  wir 


mithin 

also 


n*  = Pj'  = kt'+  Kv,  t"  =0,  — 0, 


Pg'  = *"-|-0  + W»  - (i-f-  K)v, 


V = 


k^k' 
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Demnach 

P3'  = kc’+  Kv  = i-t'+  K.  , n'-  = i-*', 

Um  also  in  allen  drei  Fällen  gleiche  t'  hervorzabringcn,  muss  sein 
\k-\-2K-  ‘ k + K ■ k •*  y 

“ k^2K'  fc+Jf  ■ it  ■ 


Nach  Poisson  und  Cauchy  giebt  dies  P,':/,':  Pj' ■=  I 

Nach  Werthciin  ist  PjMV-’-Ps'“  |:i:f  =■  1=  14-  | 

Wirken  äussere  Kräfte  auf  den  Körper  ein,  so  entstehen,  wie 
wir  bereits  wissen,  Dehnungen  in  demselben.  Gleichzeitig  mit  den 
Dehnungen  treten  innere  Spannungen  auf,  die  zuletzt  gross  genug 
werden,  um  zu  verhindern,  dass  die  äusseren  Kräfte  noch  weitere  j 
Dehnungen  bewirken.  Für  den  Zustand  des  Gleichgewichts  compen-  1 
siren  sich  gegenseitig  die  äusseren  Kräfte  und  die  inneren  Spannungen. 
Lassen  aber  die  äusseren  Kräfte  nach,  werden  die  Spannnugskräfte 
auf  irgend  eine  Weise  ihnen  überlegen,  so  werden  die  Spannungs- 
kräfte  eines  Teils  zu  bewegenden  Kräften,  sie  streben  danach,  den 
früheren  Zustand  wiederherzustellcu. 


Wir  denken  uns  nun  ein  unendlich  kleines  Parallelepipedon  mit 
den  3 Kanten  Sx,  6z,  (dessen  Flächen  also  Unendlich-Kleine  zweiter 
Ordnung,  dessen  Inhalt  ein  Unendlich-Kleines  dritter  Ordnnug  ist). 
Durch  den  Mittelpunkt  des  Parallelepipeds  legen  wir  drei  Ebenen, 
die  mit  den  Flächen  des  Parallelepipeds,  also  auch  mit  den  Coordi- 
natenebeneu  beziehungsweise  parallel  sind.  Auf  diese  Ebenen  wirken 
nun  gewisse  Spannungen,  die  durch  gewisse  Kräfte  dargestcllt  werden. 
Zerlegen  wir  sie  in  ihre  Componeuteu,  so  haben  wir: 


Wirkend  auf 

in  der  x- 

y 

z-Richtung. 

die  X Ebene 
(senkrecht  zur  x Axe) 

A 

F 

E 

die  y Ebene 

F 

B 

D 

die  z Ebene 

E 

D 

C 

Zuvörderst  richten  wir  unsere  Aufmerksamkeit  auf  die  x Richtuagf 

An  den  6 Grenzflächen  wirken  6 Componcuten  nach  der  » Bi^ 
tung,  drei  Paare  zu  je  zweien.  Die  x Compouente  für  die  mit^K 


r 
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X Ebene  ist  A (auf  die  Flächeneinheit  bezogen).  Da  die  Schwer- 

Sx 

punkte  der  beiden  x Flächen  des  Parallelepipeds  um  + “äch  der 

positiven  nnd  der  negativen  Richtung  hiervon  ahstehen,  so  sind  die 
betreffenden  Componenten  für  sie  (absolut  genommen)  resp. 


, dA  ix 

A+^.j 


und  A- 


dA  ix 
Bx  2 


Die  beiden  x Flächen  des  Parallelepipeds  haben  nun  den  Inhalt 
ig.iz.  Also  sind  die  ganzen  Werte  jener  beiden  x Componenten 

Da  nun  aber  diese  Molekularspannnngen  nach  entgegengesetzten  Rich- 
tungen wirken,  also  von  einander  zu  snbtrahircn  sind,  so  wirkt  in 
der  -}-z  Richtung  die  Spannung: 

^^.ixiyiz. 


Aehnlich  rcsultirt  aus  den  beiden  entgegengesetzt  gerichteten  Span- 
Dongen 

die  Resultante  nach  der  -\-x  Richtung 

ixit/iz. 

Ebenso  resnltirt  aus  den  beiden  entgegengesetzt  gerichteten  Span- 
nungen 

, Be  ^ SE  iz\^  , 

die  Resultante  nach  der  -|-®  Richtung 

^ . ix  iy  iz. 


Die  Gesammtspannnng,  die  auf  das  kleine  Körperchen  nach  der 
* Richtung  wirkt,  ist  also 


ix  iy  iz 


Ebenso  ergibt  sich  für  die  y Componente 
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Diesen  Molekularkräften  muss  die  äussere  Kraft  das  Gleichgewicht 
halten  für  den  Zustand  der  Ruhe.  Sie  ist,  wie  wir  aunchracn,  dem 
Massenteilchen  proportional.  Auf  die  Massenciiihoit  bezogen  seien 
ihre  Componenten  X,  Y,  Z.  Das  Volumen  des  Parallelepipeds  ist 
dxdydz,  seine  Dichtigkeit  sei  p.  Dann  hat  man 


Flüssige  und  luftförmige  Körper  können  wir  ebenfalls  als  ela- 
stische Körper  betrachten,  nur  haben  wir  hier  noch  eine  gewisse 
Vereinfachung.  Der  Druck  ist  nach  allen  Richtungen  gleich,  and 
zudem  die  Spannung  auf  allen  Ebenen  senkrecht.  In  diesen  Fällen 
wird  ö = £ = F = 0 ; dies  drückt  nämlich  aus,  dass  die  Kraft  auf 
den  betreffenden  Ebenen  senkrecht  ist.  Ferner  wird  A — B = C-^—P, 
indem  P den  Druck  bedeutet.  (Zug  = positive  Spannung,  Druck  = 
negative  Spannung).  Dadurch  werden  für  diese  Fälle  unsere  obigen 
Gleichungen : 


Dies  sind  die  drei  hydrostatischen  Gleichungen,  welche  Anwendung 
finden,  wenn  eine  äussere  Kraft  auf  eine  Flüssigkeit  wirkt.  Nehmen 
wir  z.  B.  an,  jene  äussere  Kraft  sei  die  Schwerkraft  und  wirke  nach 
Richtung  der  z Axe,  so  ist 


oder 


14) 


dp  ^ dP  „ dP 
dx~^^'  dy—^^'  dz—^^- 


Also  sind  die  Gleichgewichtsgleichungen: 


dP  n ^ 

ä«  " 0z 


x = o,  y=o,  z = 
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Wir  setzen  nun  in  Gl.  14)  die  früher  in  Gl.  11)  gefundenen  Werte 
für  ..1,  B,  C,  D,  E,  F ein.  Wir  hatten: 


dl  , 


Mithin  kommt 

— - 1-  4-  K • 

dx  — “T  ^ 0*  • 


2\0;/  ‘ 0x/  ’ 


dF 


k/dn 

2Vay 


' drdy ) 


Addiren  wir  diese  drei  Gleichungen,  so  kommt 


Nuu  ist 


dA  ^ dF  dJC  _ k (dH  , , 8*|\ 

dx  ' dy  ' dz  2 VaaT'®  ~^dy*'  dz*/ 

,k(dH,^,dH\,„t 

2\dx*^dxdy'^dxdz)  + ^ a*' 

2X0**”'  dxdy  03:3* / 2 03:  Vaa:  3^  03/ 


und  nach  Gl.  12) 
Daher  erhalten  wir 


k dv 
2‘dx 


^ ^ /'S»;  a*|  a^\  t 01’  3t> 

0a:  ~^0y  ' 03  2 \03'*”^0y**^0.;V  2 aa"  ' dx 

Ebenso  können  wir  ableiten: 


dF  I dB  , 0D k (S*^  .8*7}  d*Ti\  k 0e  dv 

0^  + 0y +07  "■2\ßx*  + 0ä,^  + 03*j+2  0y+  ^0j 

und 

I 4_  _L  A' 

0x +0J,  +0*  “ 2\,0a:='  + 0^s  + 0*V  "^2  03+^03 


Setzen  wir  dies  in  die  Gl.  14)  ein,  und  dividireu  durch  p,  so  kommt 


k (8H,8H  . dH 

2p  V 0a:“  ' dy* 


+03»j  + i 


k+2K  dv 
0z 


2p 


I fc  /a*7;  a*r;  0“»/\  Z.’+2/ir  0e 

{ ¥p  \0z“  + 07  +03^  ) + ~2f~  • 0^  + ^ 


(8H,d*tdH 

' - ■+0P+03“ 


L 

2p  \0z“ 


) + 


4-4-2A'  0« 


2p  dz 


ü + ^=0 


Aus  diesen  Glcichgewichtsgleichnngeu  kann  man  nun  die  Bewegungs- 
glcichungen  für  elastische  Schwingungen  ableiten.  Wir  haben  nach 
Gl.  14): 


Teil  lilYl. 
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(Ij  + 1“  + = 0- 

Dieser  Ausdruck  stellt  die  gesammte  Kraft  dar,  die  die  einzelnen 
Moleküle  nach  der  x Richtung  zu  verschieben  sucht ; wir  denken  uns, 
dass  sie  den  Mittelpunkt  des  Parallelepipeds  augreife.  Dieser  Aus- 
druck = Null  gesetzt,  gibt  eine  Gleichung,  notwendig  für  das  Gleich- 
gewicht 

Nehmen  wir  nun  einmal  an,  jener  Ausdruck  sei  nicht  Null,  dann 
haben  wir  nicht  mehr  das  durch  Gl.  14)  ausgedrückte  Gleichgewicht, 
dann  tritt  Bewegung  ein.  Ist  obiger  Wert  ==  U,  so  liefern  uns  die 
Fundamentalgleichungen  für  die  Bewegung  die  Relation 

m = 17,  WO  m = Q.&x6yiz  ist 

X,  y,  z sind  die  Coordinateii  irgend  eines  bewegten  Punktes  zur  Zeit  t. 
Im  ursprünglichen  Zustande  hatte  dieser  Punkt  M die  Coordinaten 

3-0  = a:  — ;,  ya^y—'h  *0  = 2 — ?• 

Sonach  ist  auch 

+ y = yo  + Vi  s = s=o  + t- 

*■(11  yoi  *0  sind  von  t unabhiLugig,  aber  i,  rj,  S ändern  sich  mit  der 
Zeit.  Daher  ist 

8x  0»;  8y  0J  dz  0*f  d‘x 

dt  ^ di’  dl  dl  0<  “ 0r  0«ä  “ 0i* 


Aus  der  Relation  m 


0*1 
d?  ' 


U erhalten  wir  nun 


oder 


f.öxSydz.  1^1  = ^ 4-  dx  d=  -f  .Y  p . da:  dy  dz 

(dA  SF  dE\ 

Ux  + 0y  + 07  j + ^ 


dH 

0<»' 


0*«  dH 

Ebenso  folgen  aus  = U,  und  m ^ = I7„  die  Gleichungen 


und 


^ dB  ^ 
dx  + dy  + 0z  + 


py  = 


d*t] 
P dt» 


0x  + 


dD  de 


d»i 

p 0t»’ 


Setzen  wir  nun  für  A,  B,  C,  D,  E,  F wieder  ihre  früheren  Werte 
ein,  und  dividiren  durch  p,  so  erhalten  wir 
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16) 


2p  \9i-  ' dy'^  dz^/  ' 2p  dx  0<* 

- _L  — !?  4-  4-  ^‘+ 2AT  0»  , SJij 

2p  \0i*  dy‘  Sz‘  J 2p  dy  ‘ 0<* 

1 /SIS  4.  , S*J\  i-+2A-  8r  ^ 

2p  \0x*  ' ' 03*/  ' 2p  03  ' 0<* 


! Man  sieht  nun  in  solchen  Bewegungsgleichungen  von  der  Schwere 
, ib,  indem  die  elastische  Kraft  gegen  die  Schwere  sehr  gross  ist;  und 
I sonst  die  Schwere  als  gleichmässig  wirkende  Kraft  in  den  meisten 

: Fällen  keinen  Einfluss  auf  die  Schwingungen  hat. 

■ 

Wenden  wir  nun  die  vorhin  abgeleiteten  Gleichungen  auf  specielle 
Fälle  an. 

' Wir  wollen  Schallfortpflanzungeu  in  einem  dUnnen  prismatischen 
1 Stabe  betrachten. 

(Die  hier  anzuweudenden  Betrachtungen  gelten  auch  für  eine 
Röhre,  die  mit  Flüssigkeit  oder  mit  Gas  gefüllt  ist,  also  für  eine 
' Flüssigkeitssäulc  oder  eine  Luftsäule,  nur  dass  hier  noch  eine  Ver- 
einfachung eintritt.) 


Denken  wir  uns  die  Teilchen  eines  Querschnitts  des  Stabes  nach 
der  Längsrichtung  verschoben,  und  dann,  mit  einer  gewissen  antäug- 
lichen  Geschwindigkeit  versehen,  sich  selbst  überlassen.  Bei  einer 
Dehnung  in  der  Längsrichtung  sind  zwei  benachbarte  Querschnitte 
des  Stabes  gleichsam  auseinander  gezogen.  Die  Teilchen  der  Quer- 
schnitte streben  in  Folge  der  elastischen  Kraft  resp.  nach  vorwärts 
und  rückwärts,  um  sich  einander  wieJer  zu  nähern. 


Einer  Dehnung  oder  Zusammendrückung  in  der  Längsrichtung 
entspricht,  wie  wir  wissen,  beziehungsweise  auch  eine  seitliche  Zu- 
sammenziebung  oder  Dehnung. 

Ist  der  Stab  sehr  dünn,  so  sind  die  seitlichen  Bewegungen  sehr 
klein  im  Vergleich  zur  Längenbewegung,  und  können  dann  ausser 
Acht  gelassen  werden. 

Wir  richten  somit  nur  auf  die  Längsrichtung  unsere  Aufmerk- 
samkeit und  wählen  für  diese  Richtung  die  x Axc. 

Weil  wir  den  Stab  als  sehr  dünn  annehmen,  so  sind  auch  die 
zur  Längsrichtung  senkrechten  Spannungen  als  verschwindend  klein 
zu  betrachten. 


Die  Componenton  der  anftrctendcii  Spannung  nach  den  drei  Axen 
sind  A,  F,  E.  Von  diesen  sind  also  F —0  und  E =■  0. 

12* 
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Wir  habcu  nur  Spanuungon  (Ä)  zu  betrachten,  die  zum  Quer- 
schnitte senkrecht  sind. 


Aus  unserer  früheren  Gleichung 


-4- 


dE 

dz 


^ + gX: 


dH 

‘’at* 


erhalten  wir  also  die  vereinfachte  Gleichung 


1 

g dx  — 

Steht  der  Stab  vertical,  versetzt  man  ihn  durch  eine  momentane 
äussere  Kraft  in  Schwingungen,  so  bleibt  als  beständige  äussere  Kraft 
noch  die  Schwerkraft  übrig;  daun  bedeutet  also  X die  Schwerkraft 
und  diese  ist  daun  einigermassou  von  Einfluss.  Bei  horizontaler  Lage 
des  Stabes  können  wir  die  Schwerkraft  ganz  unbedenklich  vernach- 
lässigen. 

Daun  wird  unsere  Gleichung  noch  einfacher: 

1 dA 
dt*  g dx  ’ 
wo 

zu  setzen  ist 


Wir  hatten  nun  früher  aus  den  Gleichungen 
n"  = 0 = /fce"4-  Xv 
n'"  = 0 = AV 

abgeleitet : 

0 = £")-[- 2Ae  = k(e’+t"+t")-j-2Xv  — hc', 

oder 

h’  2A'i’  = l-e', 

also 


" “ /t-f  2A-*  • 


0^ 

Dies  gibt,  da  *'  = ist. 


t d^ 
k + 2X'dx' 


Sonach  erhalten  wir  für  A 
A 


aj 

t--f2A  dx 


~ az\  2A7  ex  A-f2A- 


Digitized  by  Go( 


Tenäeriny:  Theorie  der  elastischen  Schwinguntjen, 


181 


^1  H:3ä-  0*1 

dx  “ i-+2Ä-*- 0X* 


^ J OJ^ 

Der  Ausdruck  hat  eine  physikalische  Bedeutung;  er 

ist  wie  wir  früher  in  Gl.  13)  sahen,  gleich  dem  Elasticitätscocfficicntcn 
q.  Somit  kommt: 


8Jl  _ 0 *1 

dx  ~^-8x*' 


and  unsere  obige  Gleichung  für  die  Bewegung  wird: 

^ _ 5 d*i 

0t*  n dx* 

Jetzt  leiten  wir  dieselbe  Gleichung  noch  einmal  ab,  und  zwar 
nicht  ans  allgemeinen  Gleichungen,  sondern  direct  aus  einigen  spe- 
ciellen,  nur  von  der  Kenntniss  des  Elasticitütscoefficienten  q aus- 
gehenden Betrachtungen. 

a sei  der  Inhalt  des  Querschnittes  eines  parallclcpipedischen  Sta- 
bes; X sei  die  Abscisse  irgend  eines  Querschnittes  im  natürlichen  Zu- 
stande (Og). 

6x  öx 

und  X — Y seien  die  Abscissen  bezüglich  von  zwei  zu 
beiden  Seiten  von  o,  gelegenen  Querschnitten  (03  und  oj). 

In  Folge  der  Verschiebungen  haben  diese  Querschnitte  zur  Zeit  t 
die  .\bscissen : 

oj  z-f-S ; zudem 

I “J  , öS  ÖiC  , 

03  *+*+ 2 +0x'2 

...  Sx  dS  dx 


Die  Entfernung  o^og,  die  ursprünglich  den  Wert  Sx  batte,  ist 
also  nach  der  Verschiebung  gleich  dz-f-g-dz,  hat  also  zugeuommcu 
im  Verhältnisse  von 


Bezeichnen  wir  — unabh 
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die  Dehnung  durch  e\  so  können  wir  dieses  Verhältniss  auch 
schreiben 

Eine  Zusammendrückung  entspricht  einem  negativen  Werte  von 

9;  , , 

oder  * . 

Um  diese  Dehnung  t’  hervorzubringen,  ist  eine  Kraft  erforderlich 
(V),  die  sich  bestimmt  durch  die  Gleichung 

P = qP, 

WO  q den  Elasticitätscoefficionten  bedeutet.  Hier  ist  P bezogen  auf 
die  Einheit  des  Querschnitts.  Für  unseren  Stab  mit  dem  Querschnitt 
a ist  die  Kraft 

erforderlich. 

Nachdem  die  Dehnung  erfolgt  ist,  streben  mit  einer  solchen  Kraft 
die  Teilchen  o,  und  «j,  einander  zu  nähern  (oder  sich  von  einander 
zu  entfernen,  wenn  t'  negativ,  also  eine  Zusammendrückung  erfolgt 
war). 

Während  nun  bei  oj  mit  der  Kraft  «<2^  eine  Znsamraenziehung 

oder  mit  der  Kraft  — "'igj  Dehnung  angestrebt  wird,  wirkt  hei 

«4,  einem  um  Sx  entfernten  Querschuitte,  dessen  ursprüngliche  Coor- 
dinatc  x-\-6x  war,  eine  dehnende  Kraft  von  der  Grösse 


Die  Stellen  und  04  wirken  nun  folgendormassen  auf  einander. 

o» 

oj  zieht  mit  einer  Kraft  • • • ««  Jöf  negativen  Rich- 
tung, o^  zieht  o,  mit  einer  Kraft  positiven 

Richtung. 

Es  resultirt  demnach  eine  Kraft  a^g^^äx,  die  das  Teilchen 
(ojOjOj)  in  der  positiven  x Richtung  zu  bewegen  sucht. 

Aus  unserer  Grundgleichung 
9*i 


— u 
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haben  wir  jetzt,  da  m = Q.aSx  ist,  wo  q die  Masse  der  Volumon- 
einbeit,  und  aöx  das  Volumen  des  Teilchens  bedeutet. 


mithin 


dH 


p.adap  = V= 


q dH 
St*  Q ' Sac* 


Dies  ist  die  schon  vorhin  erhaltene  Gleichung. 


Da  q und  g positive  Grössen  sind,  so  können  wir  setzen 


17) 


9 

P 


(wo  c also  vou  unserem  früheren  c wolil  zu  unterscheiden  ist). 


In  Folge  dessen  wird  unsere  Gleichung 


18) 


,dH 

0t*  — ■ 02* 


Die  allgemeine  Auflösung  dieser  partiellen  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  ist 

19)  I ^/(x  — et)  + F(x+ct). 

Sie  enthält  zwei  völlig  willkürliche  Functionen  / und  F,  eine  mit 
dem  Argument  (i — ct)  und  eine  mit  dem  Argument  {x-\-ct). 

Dass  diese  Lösung  der  ursprünglichen  Differentialgleichung  18) 
genügt,  davon  kann  man  sich  leicht  durch  Differentiiren  überzeugen. 
Man  erhält 

^ = — c/'(x  — et)  + cF'(i-j-ct) 

— ct)  -}-  c*F"(z  + ct) 

^ ===/'(x-ct)-}-F'(x-{-ct) 

dH 

g -j  =/"(x-ct)-\-F*'(x-\-ct) 

Also 

0*f  dH 

= c*(/'(z  — ct)4-F''(z-f-ct))  = C*g^4 


Unseren  dünnen  prismatischen  Stab,  den  wir  gleichsam  als  gerade 
Linie  ansehen  können,  Hessen  wir  in  die  Richtung  der  x Axe  fallen, 
und  erhielten  dann  die  obige  Beziehung  Gl.  19),  die  immer  gültig  ist. 
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was  für  wUlkürlicho  Fanctioiieii  wir  auch  wählen  inögeu.  'Wir  wollen 
nun  eine  der  beiden  Functionen  specialisireu,  und  zwar  ü setzen. 

Daun  behalten  wir 

I = f(x—cl). 

Der  Punkt  * hat  zur  Zeit  t eine  gewisse  Verschiebung  I;  zur 
Zeit  t'  hat  ein  anderer  Punkt  x'  die  Verschiebung 

£,  = f(x'-ct'). 

Wählen  wir  nun  den  Punkt  x'  so,  dass  die  Gleichung  stattfindet 
x' = x-|-c(P— <), 

so  wird 

£i  =/■(»•  -{■et’—  ct  — ct')  = fix  — et)  = f ; | 

d.  h.  zur  Zeit  t'  findet  am  Punkte  x'  dieselbe  Verschiebung  statt, 
wie  zur  Zeit  t am  Punkte  x.  Während  der  Zeit  (t' — l)  hat  sich  also 
der  Zustand  des  Punktes  x um  (x' — x)  in  der  positiven  x Richtung 

iC  X . 

fortgepflanzt,  wobei  = c die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  ist 

Mit  derselben  Geschwindigkeit  pflanzt  sich  der  Verschiebuugszustand 
eines  jeden  Punktes  in  der  positiven  x Richtuug  fort;  d.  i.  das  ganze  | 
Verschiebungssystcra  wandert  mit  der  Geschwindigkeit  c auf  dem  i 
ganzen  Stabe  (dies  ist  das,  was  bei  der  Fortpflanzung  des  Schalles  , 
stattfindot). 

Nehmen  wir  nun  einmal  an  f sei  = 0;  dann  kommt  ^ 


|=F{x-j-c<).  J 

Setzen  wir  x'-j-ct'=  x-j-cz,  also  x' = x — c{t' — t),  mithin 
c = — 

£,  = /'(x'+e«’)  = F(x  + ct)  = I ; 

d.  h.  um  die  Zeit  t'  befindet  sich  der  Stab  bei  x'  in  demselben  Zn-  ) 
Stande,  wie  zur  Zeit  t bei  x;  hier  fällt  nun  in  die  Augen,  dass  die  j 
Verschiebung  unverändert  mit  der  Geschwindigkeit  c auf  dem  Stabe  j 
nach  rückwärts  wandert.  1 

Haben  wir  nun  ; 

I = /"(x  — ct)  -{-  Fix  + C<), 

so  können  wir  s = £i+  S»  setzen,  d.  h.  J in  zwei  solche  Teile  und 
zerlegen,  dass 


£j  f{x-\-ct)  und  £j  = /"(x+ct)  ist. 

Hiernach  ist  klar,  dass  die  Verschiebung,  die  auf  dem  Stahe 
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stattfiadet,  sich  in  zwei  Teile  teilt,  von  denen  der  eine  nach  der 
positiven,  der  andere  nach  der  negativen  Richtung  fortwandert,  beide 
mit  der  gleichen  Geschwindigkeit  c.  (Wie  wenn  zwei  Schallsysterae 
iu  entgegengesetzter  Richtung  gegen  einander  und  von  einander  wan- 
dern). Um  an  den  einzelnen  Punkten  die  Verschiebung  zu  erhalten, 
hat  mau  die  aus  den  beiden  Systemen  resultirenden  Verschiebungen 
zu  addiren. 

Betrachten  wir  nun  die  Schallfortpflanzuugsgeschwindigkeit  c 
etwas  näher. 


Wir  haben  dafür 


c 


Elasticiütscoefticient 

Dichtigkeit 


In  der  Gleichung 


0'S  q 8*» 

8<*  9 öx* 


ist  die  Längeneinheit,  somit  auch  die  Volunieneinheit,  und  also  auch 
die  Masse  g der  Volumeneinheit  willkürlich.  Mit  wachsendem  p 

8*c  8*1 

nimmt  ^ sowohl  wie  auch  x ab,  so  dass  abnimmt,  während 

seinen  Wert  behält.  Wie  ; und  x verhält  sich  auch  c oder 
Und  80  ist  in  der  Gleichung 

c = l/-  oder  = - 
r 9 9 


etwas  gelegen,  was  eine  derartige  Beziehung  zwischen  der  Masse  der 
Volumeueinheit  und  zwischen  der  Längeneinheit  constituirt,  dass  die 
Willkürlichkeit  iu  der  Wahl  der  Längeneinheit  keinen  Einfluss  auf 
das  Endresultat  hat.  Nimmt  man  die  Längeneinheit  t-mal  kleiner, 
folglich  die  Masseneinheit  I^mal  grösser,  so  bleibt  q coustant,  p wird 
/.•*mal  kleiner,  also  c*  wird  <-*mal  grösser,  c wiid  tmal  grösser; 
c enthält  also  X-mal  so  viele  Einheiten  wie  vorher,  aber  X-mal  klei- 
nere Einheiten. 


Bestimmen  wir  nun  die  Schallgeschwindigkeit  in  einem  Stahlstabe. 

Für  einen  Gussstahlstab,  dessen  Querschnitt  ein  Quadratmillimcter 
war,  bestimmte  Wertheim  (auf  diesen  Querschnitt  als  Einheit  bezogen) 
den  Elasticitätscoefficientcu  q zu  19300  Kilogramm. 


(Dies  enthält  eine  Beziehung  zwischen  Längeneinheit  und  Kraft  q). 


Wir  setzen  X,  = X„ 


und  bezeichnen  mit  Millimeter  die  Ein- 


18(> 
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heit  in  der  Läugsrirhtnng  des  Stabes,  mit  iMillimetcr  iu  einer 

darauf  senkrechten  Richtung.  (Die  Unterscheidung  von  k,  und  i„ 
gewährt  eine  gewisse  Uebersichtlichkeit).  Auf  die  Flächeneinheit 

Quadratmillimcter  bezogen  wird  dann  der  Elasticitätscoefficient 

19300 

<1  = J--  Kilogramm. 

*’» 

Wird  durch  das  Gewicht  p die  Längeneinheit  um  i ausgedehnt, 
so  ist  die  neue  Länge  /j  = Z(l+d)  und  p = q.i. 

Wäre  cs  möglich,  dass  d =■  1 werden  könnte,  so  würde  das  ent- 
sprechende p •=  q.\  =5  sein.  Demnach  kann  man  den  Elasticitäts- 
coefticienten  q auch  als  die  Kraft  bezeichnen,  welche  in  dem  erwähnten 
(in  der  Wirklichkeit  unmöglichen,  aber)  als  möglich  gedachten  Falle 
die  Dehnung  d ==>  1 hervorbringeu  würde. 

Ein  Kubikeentimeuter  Wasser  (im  Maximum  der  Dichtigkeit  bei 
4®  C.)  hat  das  Gewicht  eines  Grammes;  also  wiegt 

1 Kubikmillimeter  Wasser  = Gr.  = Kilogrm. 


Also  wiegt  die  Volumencinheit  Wasser  oder 

- — Kubikmillimeter  Wasser  «=  Kilogrm. 

Die  Masse  von  der  Volumeneinheit  Wasser  ist  somit  gleich 


1 1 *) 

10'‘>.A:,.V;?  “ iÖ«.it,./t„».9,809‘ 

(Es  kann  k,  = 1;,,  einen  solchen  speciellen  Wert  haben,  dass  diese 
Masse  der  Volumeinheit  Wasser  auch  = 1 wird). 


Stahl  hat  nun  das  specifischo  Gewicht  7,72;  somit  ist  die  Masse 
der  Volumencinheit  Stahl 


7,72 

^ “ lU«.fc,.V-9,B09’ 


wo  g — 9“, 809  = 9809"'“  die  Fallgeschwindigkeit  bedeutet 

Führen  wir  nun,  wie  es  hier  noch  nötig  ist,  in  g als  Längen- 
einheit ^ Millimeter  (und  nicht  Millimeter,  als  der  Verschiebung 


*)  Die  Anordnung  könnte  exaetcr  sein. 
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£ nicht  entsprechend)  ein,  so  wird  die  Masseneinheit  i-, . 1000  mal 
grösser,  also  q wird  1;,  .1000  mal  kleiner,  und  es  kommt 


_ 7,72 7,72  

~ 10®. 9, 809. 10». t,  “ 10®. 9809' 

7 72 

oder  auch:  Eine  Kraft  ■=  k*  k * erforderlich,  um  der 

Masse  g der  Volnmeneinheit  eine  Geschwindigkeit  von  ^ Millimeter 
in  der  Sccunde  zu  erteilen. 


„ . . 19300  - V - , 19300  1 

Nun  ist  9 = -Tit'  Kilogramm  eine  Kraft,  welche 

*•■//  9 

19300 

Masseneinheiten  die  Beschleunigung  g oder  — Masseneiiiheiten 

^44 

die  Beschleunigung  1 Meter  zu' erteilen  im  Stande  ist. 


neue  Längeneinheit  erhält  man  q als  die  Kraft,  welche  Massen- 


Mit  Rücksicht  auf  die  für  g angewandte  neue  Masseneinheit  und 

19300 . 
k * 

einheiten  (der  zweiten  Art)  eine  Beschleunigung  von  ^ Meter 

oder  von  ^ Millimeter  oder  von  der  neuen  Längeneinheit  zu  erteilen 
im  Stande  ist.  Sonach  haben  wir 


1 /q  1 /193a) 

10«.  9809. /:/./:,/  1 

/19300.10«.9809./:/ 

y g^V  kJ  ■ 

7,72  f 

7,72 

=>  10»./:,  .4952  Längeneinheiten  = 10». /.-, . 4954 . p Millimeter 
— 10».  4952  Millimeter  = 4952  Meter  (in  der  Secunde). 


In  der  Luft  beträgt  nun  die  Schallgeschwindigkeit  333™  in  der 

4952 

Sccunde;  mithin  ist  sie  in  Gussstahl  = 14,87  mal  so  gross  wie 
in  der  Luft. 


Bald  werden  wir  eine  Bestätigung  dieser  Theorie  durch  eine 
andere  Methode  linden,  wenn  wir  begrenzte  Stäbe  betrachten. 

Bezeichnen  wir  die  augenblickliche  Verschiebung  in  einem  Punkte 
X zur  Zeit  t mit  £,  so  ist  also 

I = f{x—cl)  -\-F(x-{-ct). 

Kennen  wir  den  Aufangszustaud  des  ganzen  Stabes,  d.  h.  die 
anfänglichen  Vcrschiebnogen  und  die  anfänglichen  Geschwindigkeiten 
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für  jedes  Teilchen  desselben,  dann  können  wir  auch  die  Verschie- 
bungen für  alle  späteren  Zeiten  angeben.  Kurz  es  müssen  bekannt 
sein  die  Functionen  von  i (für  t = Ü): 

fn  =/{■")  + F(x)  = (p(r)  und 

gt 

5^  d.  h.  die  außlngliche  Geschwindigkeit,  die  wir  = sotzcii 

et  [<=o] 

wollen.  Hierfür  ist  auch 
SS 

tp'(x)  = ==  1 — cf'{x — cO-f-cF'(x-j-ct)|  (für  t = o) 

” ((=0J 

^-cf’{x)  + cF'(x). 

Durch  Integration  kommt 

tk(x)  = — cf(x)-^-  cF(x), 

indem  wir  die  Integrationscoustaute  gleich  Null  setzen.  Somit  ist 


also 


-f(x)  + F{x)  = 


c 


f{x)  = i ^g)(x)  — 
f(r)  ■=  i {cp(.x)  -f 


Da  wir  g)(x)  und  K>'(x)  nur  für  die  Ausdehnung  l des  Stabes 
kennen,  so  kennen  wir  die  Functionen  /(x)  und  F(x)  einstweilen  auch 
nur  für  die  Argumente  von  * = 0 bis  x = l.  Wir  haben  zu  unter- 
suchen, wie  es  mit  /(M)  für  die  Werte  Af  von  M — 0 bis  Af=»  — x 
und  mit  F{N)  für  die  Werte  N von  N = l bis  iV  = -|-  x>  sich  ver- 
hält. Dazu  müssen  wir  über  die  Grenzen  des  Stabes  Bedingungen 
voraussetzen  und  unterscheiden  drei  Fälle. 


Entweder  ist  jeder  Endpunkt  des  Stabes  fest;  oder  jeder  End- 
punkt des  Stabes  ist  frei,  so  dass  am  freien  Ende  kein  Widerstand 
statttindet  [denn  der  Widerstand  der  Luft  ist  so  unbedeutend,  dass 
die  Schwingungen  des  Stabes  in  der  Luft  eine  Zeitlang  ebenso  stark 
sind  als  ira  luftleeren  Raume);  oder  der  eine  Endpunkt  des  Stabes 
ist  fest,  der  andere  ist  frei. 

1)  Nehmen  wir  an,  beide  Enden  des  Stabes  seien  fest. 

Dann  ist  für  alle  Zeiten  t 


für  X = 0 auch  J = 0,  und  für  x ==  i ebenfalls  » = 0, 


also 
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Io  = /(—  ct)  + F( + rt)  = 0 und 
J,  ==  f{l—ct)  + F{l+ct)  = 0. 

Setzen  wir  ct  =»  z,  so  haben  wir  einfacher 
«)  /(— z)-f/’(+z)  = 0 

oder 

«1  /•(— Z)  =—  /'(+3) 

ß)  /(l-z)  =-F(/+z). 

Diese  Gleichungen  gelten  für  alle  positiven  Werte  von  z. 

Wir  kennen  F(z)  für  alle  Werte  z von  z = 0 bis  z = l,  also 
kenaen  wir  f( — z)  von  z = f bis  z = — l zufolge  Gl.  a).  Demsemüss 
kennen  wir 

F(z)  von  z = IZ  bis  z = 3Z  (nach  Gl.  ß)).  Sodann 
fi — *)  (für  alle  — z bis  — z=  — 3Z) 

von  — z = — l bis  — z=  — 3/  (nach  Gl.  «)).  Dann 
F(z)  von  z = 3Z  bis  z = bl  (nach  Gl.  ß)).  Dann 
f(—z)  von  — z=— 3Z  bis  — z=  — 5Z  (nach  Gl.  a)).  Dann 
F(z)  von  z = 5Z  bis  z =•  71  (nach  Gl.  ß))  u.  s.  w. 

so  dass  also  die  Werte  der  Functionen  f und  F bekannt  sind  für 
alle  Werte,  die  allen  möglichen  Zeiten  t und  allen  möglichen  Punk- 
ten X entsprechen.  Dann  ist  auch 

S = f(x  — ct)-j-F(z:-l-cZ) 

bekannt  für  alle  Werte,  die  es  überhaupt  nur  annchmen  kann. 

f(-if)  ist  bekannt  für  alle  Argumente,  die  der  Function  f{x~ct) 
zukommen,  nämlich  zwischen  M = l bis  M = — oo . Ebenso  ist 
F(F)  bekannt  für  alle  Argumente,  die  der  Function  F{x-\-ct)  zu- 
kommen, nämlich  zwischen  ZV  = ü bis  ZV  = -(-*>  ■ 

Nun  sind  die  Functionen  f und  F nicht  nur  bestimmt;  wir  kön- 
nen auch  noch  beweisen,  dass  sie  periodisch  sind.  Wir  haben: 

-f /(—  A — -21)——  F{A-\-2l)  nach  «) 

= -F(Z  + (A-f-Z)) 

z=m  — {A-\-l))—f(—  A)  nach  ß) 

+ F(B+2l)  = F{l  + (B  + l))=-f{l-{B+D)  nach  /3) 

= — f(—  B)  =r  F(+  B)  nach  a). 

So  sind  also  die  beiden  Functionen  f und  F um  2Z  periodisch. 
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Ein  Punkt  x hat  zu  zwei  verschiedenen  Zeiten  t und  t'  die  resp. 
Verschiebungen 

■=f(x~ct)-\-F(,x-\-ct)  und 
Sr  =/(x  — ct'}  + F(x  + ct’). 


Setzen  wir  nun  t'  ■■ 
so  kommt 


t + V,  und  bestimmen  wir  fenier  t so,  dass 

c{t' — t)  ==  CT  = 2J, 


Ir  = f{x  — ct  — cr)-|-F(3;-|-ct-l-CT) 

= f{x  — ct  — 2i)  “|—  F(x  -j—  ct  -|—  21) 

= f(x-ct)-i-  F(x  -}-  ct)  = I (. 

Zur  Zeit  t ist  also  die  Verschiebung  des  Punktes  x die- 

selbe wie  zur  Zeit  t. 

21  l 

Die  Schwingungsdauer  t ist  demnach  = — , und  da  - die  Zeit 

c c 

bedeutet,  in  welcher  der  Schall  sich  um  die  Strecke  l fortpflauzt,  so 
21 

ist  T =■  die  Zeit,  die  der  Schall  gebraucht,  um  (die  Strecke  l) 
c 

den  ganzen  Stab  hin  und  zurück  zu  durchlaufen.  Dedontet  » die 
Anzahl  der  Schwingungen  in  der  Zeiteinheit,  so  ist 


Ferner  ist  noch 


c 

21 


21 


20) 


hY: 


und 


2r"  21  y Q 

Dies  also  findet  statt,  wenn  der  Stab  an  beiden  Enden  fest  ist. 

2)  Nehmen  wir  jetzt  den  Fall,  wo  beide  Endpunkte  des  Stabes 
frei  sind. 

An  den  freien  Enden  des  Stabes  findet  nun  wohl  Verschiebung, 
aber,  da  sich  dort  kein  Widerstand  vorfindet,  keine  Spanunug.  keine 
Dehnung  statt. 


Die  Grenzbestimmungen  lauten  demnach  (für  alle  Zeiten  t) 

— 0 und 


öl 

dx 


(1=0) 


öl 

dx 


(x=0 


0. 
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g bedeutet  bekanntlich  die  „vcrbältnissmiissige  Dehnung*'  in  der 
Längsrichtung.  Man  erhält  nun  leicht 

=/'(x  — ct)  + F'ix-\-ct)’, 
also 

P =^f'{-ct)  + F'(+ct)=0 

vX  (^-0) 

and 

^ =^f'(l-ct)  + F'(l+ct)=0. 

Diese  Gleichungen  entsprechen  /'  und  F'  in  derselben  Weise, 
wie  früher  im  Falle  1)  die  beiden  Gleichungen  /( — rtl-f-Ff-j-rt)  = 0 
niid /(Z — rt) -|- F(Z -)- <rt)  = 0 den  Functionen  f und  F"  entsprachen. 
So  sind  nun  f’  und  F'  für  alle  Werte  bestimmt,  deren  Argumente 
luer  verkommen  können,  so  bald  sie  nur  und  ihre  Derivirten  für  die 
irgumentc  zwischen  0 und  l bekannt  sind.  Die  Functionen  f und 
f"  sind  zudem  periodisch,  uud  die  Dauer  einer  solchen  um  2/  perio- 

11 

■liichen  Schwingung  ist  wieder  w = - • Also  Dehnung  und  Zusammen- 
drückung, dargestellt  durch 

=/'(*- rt)+F’'(*+c<), 

sind  periodisch.  Desgleichen  ist  auch  die  Geschwindigkeit  der  Ver- 
schiebungen periodisch,  da 

Ot 

= — cf'(x  — ct)-YcF'{x-\-ct) 

aus  zwei  um  11  periodischen  Teilen  besteht.  Der  Unterschied  zwischen 
diesem  und  dem  ersten  Falle  besteht  darin,  dass  dort  die  Function 
selbst,  hier  ihre  Ableitungen  nach  x gegeben  sind. 

Wie  steht  es  nun  mit  der  Function  £ selbst? 

Die  Gleichung 

fix  — ct)  -|-  F(x  ct) 

zeigt,  dass  nur  solche  Functionen  von  x und  t für  £ zulässig  sind, 
in  welchen  x und  t so  Vorkommen,  dass  die  Function  eben  geteilt 
werden  kann  in  2 Teile,  einen  mit  dem  Argument  (x  — ct),  einen  mit 
dem  Argument  (i-|-rt).  Eine  Potenz  U")  von  t würde  Glieder  von 
der  Form  (x  — cz)".(*-f-ct)"“’".A  enthalten,  wo  also  die  fraglichen 
•Argumente  (i  — ct)  und  (x-j-ct)  von  einander  untrennbar  wären  (für 
» =■  1 ausgenommen).  Zu  einer  solchen  Potenz  müssteu  also  noch 
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Glieder  . . . hiu/utrcteii,  um  Functionen  der 

verlaugtcu  Art  bilden  zu  können.  Hat  mau  Functionen 


*1  '=/i(®“‘^0  + F,(x-|-c<),  lg  =/„(ac  — c/)  + etc.  etc. 
so  ist  z.  B. 

ä =■  «1+5* — ^a+«i+-  “ (/i+/*— /s+/4+— ) + (F,+Fä— F^+F’4+...) 

wieder  eine  Function  der  verlangten  Art. 

Im  Falle  1)  war  F(+*)  = — /( — z),  also 

F(i+c<)  = — /( — X — ct)  = — /(21  — X — cl). 

Setzen  wir  dort  2/  — x = i,,  so  dass  *+^1  = ‘11,  so  wird 
I = /"(x  — ci)  + F(x+c<)  — f(x~ct) — /(x, — ct). 


l 


(Zu  einer  um  ^ ^ späteren  Zeit  ist  (für  dasselbe  x) 

= f{x  — ct—c--^  — f{xy—ct  — c.^^  = f{x—l—ct)  — f{l — X — ct), 


woraus  durchaus  nicht  folgt,  dass  zu  zwei  um  entfernten  Zeiten 
die  Verschiebungen  gleiche  und  entgegengesetzte  Werte  hätten). 

Schreiben  wir  | =/+F  = /i+/g  + F,  + Fj  so: 


. r,/  .VI  A.(x  — cOl  . (x- 

4 = [/^(®-‘^‘)H 2^ J-*-  2. 


— ct) 


(x  + c<) 

+Ä.-^-. 


so  ist  I in  der  in  1)  erklärten  Art  periodisch. 


X ct  ( sc  ~l  '■  ct ) 

Die  beiden  Teile  /g  und  Fj  = — ^ 


zeichnen  eine  in  der  x Richtung  erfolgende  (für  alle  Punkte  gleiche) 
Translation. 


Die  Teile  /j  und  stellen  deshalb  keine  periodische  Verschie- 
bung wie  in  1)  dar,  indem  hier  die  mit  der  Geschwindigkeit  h erfol- 
gende Translation  allemal  in  derselben  Weise  von  den  Functionen  / 
und  F abgezogen  ist  (bei  positiven  und  negativen  Werten  derselben). 


Im  Falle  1)  sind  au  die  Functionen  | selbst  die  Bedingungen 
geknüpft,  für  x = 0 sowohl  als  für  x = / solle  | •=  Ü sein.  Ver- 
schiedene Combiuatiouen  von  zwei  Functionen  f und  F können  die- 
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sem  entsprechen:  f,  und  f„  und  u.  s.  w.  Jedenfalls  aber 
nicht  gleichzeitig  fix  — ct)  und  F{x-\-ct)  einerseits  und 

X ' ~ ct  ( X -1  \ 

fix  — und  F(x-|-rt)  — h. — ^ — andererseits. 


In  dem  Falle  2)  dagegen  sind  die  Bedingungen  an  die  Ableitung 
von  J nach  x für  x = 0 und  x = l geknüpft;  an  die  Functionen  f' 
und  F' . Auch  hier  gibt  es  verschiedene  Functionen  f und  F,  ilereu 
zugehörige  /'  und  F'  den  gestellten  Bedingungen  entsprechen.  Zu- 
dem aber,  wenn  ein  bestimmtes  f'  und  F'  vorliegt,  entsprechen  die- 
sem mehrere  f und  F.  Integriren  wir  die  Gleichung 

=/'(x  — c«)-f  F'(*-f-rt), 

so  kommt 

^ /"(x  — rt)  + Fix  -f-  cl)  -f-  r. 


wo  die  Constante  F von  x unabhängig  ist,  höchstens  von  t abhängig 
sein  kann.  Man  sieht,  dass  I ausser  der  durch  fix  — 
dargestelltcn  periodischen  Bewegung  (die  Bewegung  ist  periodisch, 
da  die  Geschwindigkeit  periodisch  ist)  noch  für  alle  Punkte  des  Sta- 
bes eine  gleichförmige  Bewegung  in  sich  begreift;  dass  cs  ausser  dem 
periodischen  Teile  noch  einen  Teil  enthalten  kann,  der  gleichzeitig 
für  alle  Punkte  des  Stabes  zu-  oder  abnimmt.  Ein  solcher  Fall  tritt 
ein,  wenn  der  schwingende  Stab  in  der  x Richtung  fortgcschleudert 
wird,  r ist  von  x unabhängig,  als  Integratiousconstaute.  (Dass  /' 
nicht  -=  hx  sein  kann,  stimmt  überein  damit,  dass  nicht  gleichzeitig 
I *=/+•?’  und  I ■=  /'-j-F-f-Äx  den  gestellten  Bedingungen  genügen 
können;  durch  die  Hinzufügung  von  hx  (zum  ursprünglichen  Zustand) 
wird  die  Pcriodicität  der  Dehnung  nicht  beeinflusst.)  F ist  höchstens 
von  l abhängig.  Wäre  F=h.t'',  so  würde,  wenn  der  Stab  unter 
dem  Einflüsse  verschiedener  Kräfte,  noch  diese  Bewegung  hinzu 
dnrebmaebte,  die  Hinzufügung  dieser  veränderlichen  Translation  zur 
früheren  periodischen  Bewegung  die  Pcriodicität  aufhören  machen ; 
die  Gesammtbewegung  wäre  nicht  periodisch,  ln  Uebereinstimmnng 
damit  rührt  eben  das  h.t"  von  der  Wirksamkeit  fremder  Kräfte  her. 
Wohl  kann  F=  h.ti~\~il)  sein.  In  diesem  Falle  ist  die  Translation 
unveränderlich.  Die  Geschwindigkeit,  die  der  Function 


entspricht,  ist 

_ 0 
0t  0t 


^ — fix  — Ci)  -f-  Fix  -j-  ct)  ht 


r,  ~ _1_  r/  _L  r + 

fix  — ct)  — Yc + 


= — c/'lx  — cf) -j-  ^ F'(x -f  ct) -f  2 


T«il  LXVI. 


13 
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für  alle  Punkte  und  alle  Zeiten  um  eine  Constante  vergrössert.  Aber 
die  Dehnung  und  ZnsammeudrUckuug  ist,  wie  es  sein  muss,  in  den 
Fällen  J=/+Fnnd  unverändert  dieselbe. 


Für  uns  ist  die  Periodicität  der  Bewegungen  wichtig.  Nimmt 
man  zwei  gleich  lange  Glasröhren,  die  aber  verschiedene  Dicken  ha- 
ben können,  und  reibt  sic  mit  einem  Tuche,  so  hört  mau  denselben 
Ton  (vorausgesetzt,  dass  sie  aus  derselben  Glassubstanz  bestehen). 


Dies  kommt  daher,  dass  in  der  Formel  u = 


die  Dicke 


nicht 


vorkommt.  Also  ist  die  Schwingungszahl  und  die  davon  abhängige 
Tonhöhe  für  beide  Stäbe  dieselbe. 

Nimmt  mau  aber  zwei  Glasröhren,  von  denen  die  eine  doppelt 
so  lang  ist  wie  die  andere,  so  gibt  die  kürzere  einen  Ton,  der  die 
Octove  des  Tones  ist,  den  die  längere  gibt.  Dann  ist 


also 


i} 


A 


und 


n,  = da  l„  — '21,  ist. 


Da  c “ 2»./  ist,  so  kann  man  diese  Formel  zur  Bestimmung 
von  c benutzen.  Das  l kann  man  messen,  das  n ist  durch  die  Ton- 
höhe leicht  zu  bestimmen.  Auf  diese  Weise  fand  Wertheim  die 
Schallgeschwindigkeit  c 

für  Blei  (gezogen,  nicht  gegossen) 4,3 

wenn  sie  für  Luft  = 1 ist. 

Für  Zinn 7, .5 

„ Zink 11,0 

„ Kupfer 11,2 

„ Eisen  und  Stahl 15,1 

welches  Letztere  sehr  gut  mit  unserem  früher 
erhaltenen  Resultat  c = 14,87  übereinstimnit. 


,,  Glas 16 

„ Fichte 10,0 

„ Eiche 11,6 

„ Tanne  14 

„ Rottanne 11,0 

„ Weisstanne 11,8 


Dass  wir  für  Eisen  und  Tanne  beinahe  dasselbe  c = y haben, 

rührt  daher,  dass  bei  Eisen  das  q und  g fast  in  demselben  Verhält- 
nisse grösser  sind,  wie  bei  der  Tanne. 


Digitized  by 


Traderin<t:  Tlienrie  der  elasthrhen  Schwingungen, 


195 


Auf  diesem  Wege  kann  man  nun  weiter  auch  den  Elasticitflts- 
coefticienten  bestimmen,  wie  dies  vielfach  angewandt  worden  ist. 

Statt  der  früheren  Formel 

p = q6  oder  >j  = ^ 
bedient  man  sich  dann  der  Formel 

c=l/-.  oder  c- = - . oder  g = p.c*. 

r p p 

Ist  c bekannt,  so  findet  man  dann  leicht  g. 

Dieser  zweite  Fall  kommt  am  häufigsten  vor. 

11)  Jetzt  kommt  der  dritte  Fall,  wo  das  eine  Ende  des  Stabes 
fest,  das  andere  frei  ist. 


Ist  der  Stab  am  Ende  a;  = 0 befestigt, 
am  Ende  x = 1 frei, 
so  hat  man  die  Grenzbedingungeu: 


Also 


l(a=o)  = 0 und 


01 

0*  (z=l) 


= 0. 


/(—  ct)  + rt)  = 0 und 
/'(l-ct)  + F'(l+ct)  =0; 


wo  ct  nur  positive  Werte  hat. 


Setzen  wir  et  = z,  so  kommt  statt  dessen 
/(-z)+F(+*)  -=0, 
f'(l-z)  + F'(l+z)  = 0. 


Letztere  Gleichung  integrirt,  gibt 

-/(l-z)  + F(l+z)  = C. 


Achnlich,  wie  im  ersten  Falle,  findet  man  jetzt,  dass  die  Func- 
tionen f und  /■  für  sämmtlicbe,  ihnen  zukominende  Argumente  be- 
kannt sind,  sobald  sie  für  die  zwischen  0 und  l liegenden  Argumente 
b<'kanut  sind.  Zudem  sind  die  Verschiebungen  hier  auch  periodisch. 
Man  hat  nämlich 


>•)  f{~A-2l)^  — F{A+'2l)  = -F(i-f(A-}-/)) C-fil-{A+l)) 

= -f(-A)-C. 

i)  FUi-lj-^n  = + = C+f(l- (Ü  + D)  = 

^-F(+li)  + C. 


Daher  hat  man  Folgendes: 


13* 
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Für  den  Punkt  x ist  zur  Zeit  t 

£(  = f(x  — c<)  + F(x  + c<). 

Für  dcnselbon  Punkt  ist  zur  Zeit  <^  = t-|-T 

= f(x  — rt  — cr)-|- ‘^^)- 

Setzen  wir  er  =■  21,  so  wird 

I»,  ~=  f(x  — ct  — 2l)-\-F(x-\-ct-\-2l) 

= — f{x—ct)~C—F(x-\-ct)-\-C  (nach  y)  und  d)) 

= — f(x  — ct)  — F^x-{-c()  — — it- 

Ein  Teilchen,  das  zur  Zeit  t nach  der  positiven  Richtung  ver- 

21 

schoben  war,  ist  nach  der  Zeit  t = — d.  i.  zur  t = /4-r  urn  eben- 
’ c 

soviel  also  nach  der  negativen  Richtung  hin  verschoben.  So  hat  man 

£<  = — i(+j  = £/+2r  = — £<+st  = £/+4f  = . . . 

Nach  der  Zeit  2r  befinden  sich  alle  Teilchen  wieder  in  dem- 
selben Zustande.  Hier  hat  man  also  dasselbe  wie  früher,  nur  dass 
hier  die  Dauer  einer  Schwiugungsperiode  = 2t  ist,  also  das  Doppelte 
beträgt,  wie  bei  einem  Stabe,  der  an  beiden  Enden  frei  ist. 

Die  Anzahl  n der  Schwingungen  in  der  Zeiteinheit  ist,  da 


also  halb  so  gross,  wie  in  den  beiden  früheren  Fällen. 

Hat  man  zwei  gleich  lange  Stäbe  von  derselben  BeschafiFenheit^ 
und  ist  der  eine  an  beiden  Enden  frei,  der  andere  am  einen  Ende 
fest,  am  anderen  frei,  so  gibt  der  letztere  einen  Ton,  der  die  tiefere 
Octave  des  Tones  des  anderen  ist 

Hiermit  wissen  wir,  dass  die  Schwingungen  der  Stäbe  periodisch 
sind,  lieber  den  Verlauf  derselben  wissen  wir  sonst  nichts;  sondern 
in  jedem  einzelnen  Falle  müssen  noch  nähere  Bestimmungen  z.  B. 
dos  Anfangszustandes  hinzukommeu. 

Jetzt  betrachten  wir  einige  andere  Fälle. 

Wir  wissen,  dass  eine  Röhre,  die  mit  einer  Flüssigkeitssäule  oder 
mit  einer  Luftsäule  gefüllt  ist,  sich  ebenso  wie  ein  elastischer  Stab 
verhält.  Nur  hat  eben  das  c hier  einen  ganz  anderen  Wert.  j 

JU 
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Röhren,  die  mit  Luft  gefüllt  sind,  finden  am  häufigsten  Gebrauch. 

Eine  mit  Luft  gefüllte  Köhre  (Pfeife)  verhält  sich  in  Bezug  auf 
Schwingungen,  also  im  Wesentlichen  wie  ein  elastischer  Stab  eines 
festen  Stoffes.  Auch  hier  sind  die  Grenzbedinguugen  fcstzustellcu ; 
sie  fordern,  wie  im  Vorigen  verschiedene  Fälle  zu  unterscheiden.  Die 
Resultate  sind  dann  dem  Vorigen  entsprechend. 

Nehmen  wir  eine  gedakte  Pfeife,  d.  h.  eine  solche,  die  am  einen 
Ende  offen,  am  anderen  geschlossen  ist,  so  entspricht  diese  einem 
Stabe,  der  am  einen  Ende  fest,  am  anderen  frei  ist. 

Indessen  findet  keine  vollständig  genaue  Uebereinstimmung  der 
Schwingungen  in  beiden  Fällen  statt,  da  hier  die  äusseren  Luftteil- 
chen am  offenen  Ende  Widerstund  leisten,  somit  an  diesem  offenen 
Ende  die  Dehnung  nicht  vollständig  gleich  Null  zu  setzen  ist. 

Denken  wir  uns  die  Pfeife  von  dem  leichten  Wasserstoffgas  um- 
geben, daun  ist  das  Resultat  übereinstimmender;  indessen  erfolgt  dann 
alsbald  eine  Vermischung  der  beiden  Luftarten,  nnd  wegen  dieser 
Störung  sind  hier  die  Sachen  nicht  wol  auszuführen. 

Denken  wir  uns  hingegen  eine  an  beiden  Enden  offene  Pfeife, 
so  ist  hier  an  den  freien  Enden  die  Verdichtung  und  die  Verdünnung 
viel  geringer;  wir  können  also  hier  die  Dehnungen  und  Zusammen- 
drückungen an  den  freien  Enden,  wenn  auch  nicht  so  vollkommen 
genau  wie  bei  einem  elastischen  Stabe,  wir  können  sie  doch  angc- 
uähert  gleich  Null  setzen.  Im  Wesentlichen  gelten  dann  hier  die 
früher  entwickelten  Gesetze,  wenn  auch  nicht  so  scharf. 

Denken  wir  uns  nun  die  Gase  in  einer  Röhre  befindlich,  die 
einen  Quadratcentimeter  Querschnitt  hat.  Hier  wird  keine  seitliche 
Ausdehnung  stattfinden. 

Die  Ocrsted’sche  Presse  bestimmt  nun,  um  wie  viel  das  Volumen 
einer  Flüssigkeit  abnimmt,  wenn  der  auf  dieselbe  ausgeübte  Druck, 
auf  den  Quadratmeter  bezogen,  um  eine  Atmosphäre  = 10333  Kilo- 
gramm zunimmt. 

Sei  diese  Abnahme,  auf  die  Einheit  des  Volumen  bezogen,  =»=  ft. 
Für  Wasser  ist  n = 0,0(XX>476  die  Zusammendrückung. 

Comprimiren  wir  das  in  der  Röhre  befindliche  Gas,  so  wird  die 
Volumenabnahme  der  Längenabnahmc  proportional  sein. 

Dann  erhält  das  fi  dieselbe  Bedeutung  wie  das  d beim  elastischen 
Stabe.  Auch  hier  entspricht  einem  bestimmten  Drucke  P eine  be- 
stimmte Zusammendrückung  n nach  der  Gleichung 
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P=  fj.fi  oder  — 


wo  q den  Elasticitätscoefficieuteu  für  die  betreffende  Flüssigkeit  be- 
deutet. 

Aus  der  Länge  l wird  alsdann  /(I  — fi).  Die  Zusammendrück- 

barkeit ist  experimentell  zu  bestimmen. 

Wie  verhält  sich’s  mit  der  Dehnung? 

Wegen  der  Stetigkeit  der  Kräfte  müssen  wir  aunuhinen,  dass, 
wenn  Kräfte  von  einem  gewissen  Sinne  aus  durch  Kuli  hindurch  im 
entgegengesetzten  Sinne  wirken,  dass  dann  die  sic  darstellende  Func- 
tion continnirlich  bleibt;  und  demgemäss  haben  wir  die  negative 
Dehnung  oder  Zusammendrückung  absolut  gleich  der  (durch  dieselbe, 
nur  im  entgegengesetzten  Sinne  wirkenden,  Kraft  T hervorgebrach- 
ten) positiven  Dehnung  zu  setzen. 

Um  einen  festen  Körper  oder  eine  Flüssigkeit  zu  comprimireu, 
ist  dieselbe  Kraft  erforderlich,  wie  umgekehrt,  um  die  gleich  grosse 
Ausdehnung  zu  bewirken  (nur  dass  die  Kraft  in  eiuem  anderen  Sinne 
zu  nehmen  ist).  Sonach  ist  in  unserem  jetzigen  Falle 

— P = ej(-  ft) qfi 

die  erforderliche  Zugkraft,  um  die  Ausdehuung  g zu  bewirken. 

F 

Da  nun  <l  — ~ der  Elasticitätscocfflcieut  für  eine  Flüssigkeit 

ist,  so  haben  wir  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles 
in  derselben 


r ftp 


22) 


wo  p die  Masse  Flüssigkeit  in  der  Volumeneinheit  bezeichnet. 

Für  Wasser  ist  ft  = 0,00(X)476. 

1 Kubikeentimeter  Wasser  wiegt  1 Gramm,  1 Kubikmeter  Wasser 
also  lüOO . 1000  Gramm  oder  1000  Kilogramm. 

Die  in  1 Kubikmeter  Wasser  enthaltene  Masse  ist  somit 
KXX)  1000 

= «pgjcj'  “der  eine  Kraft  = Kilogr.  erteilt  einem  Kubikmeter 
Wasser  die  Beschleunigung  von  1 Meter. 

Auf  den  Quadratmeter  Flüssigkeitsoberfläche  bezogen  ist  nun 
P = 10333  Kilogr.,  (also  auf  1 Quadratmeter  bez.)  q ■= 

U,OOt.H>l  1 0 
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der  Elasticitiitscoefficient;  oder  auf  den  Quadratmeter  Flüssigneits- 
10333 

Oberfläche  müssen  q OoÖu'476  w>rkeu,  um  die  FlUssigkeits- 

säule  auf  die  Hälfte  zu  verkürzen,  ein  Fall,  der  nicht  eintritt,  aber 
zur  bequemeren  Auffassung  als  möglich  gedacht  wird. 


10333 


10333 


Dieser  Kraft  5 = - = Kilogramm  erteilt  -o,öooÖ476 

Masseuciuheiteu  die  Beschleunigung  von  1 Meter.  Diese  Kraft  ist 

1000 

zu  dividiren  durch  obige  Kraft  gpg^  Kilogr.  Oder  so: 

geben  M.  eine  Beschleunigung“  1 Meter. 

KXK) 

Sie  geben  (p  =)  g M.  eine  wie  grosse  Beschleunigung V 
So  erhält  man 


V, 


10333.9,809 


1469" 


0,0000476 . 1000 

Also  in  Wasser  ist  die  Schallgeschwindigkeit  gleich  1459  Meter. 

üm  Quecksilber  um  ebensoviel  zu  coinprimiren  (wie  Wasser)  be- 
darf es  eines  circa  10  mal  stärkeren  Druckes. 


Unter  dem  Drucke  einer  Amosphäre  P ==  10.333  Kilogr.  hat  n 
hier  nur  den  Wert  0,0000463.  Die  Masse  eines  Kubikmeters  Queck- 
1000.13,6 


Silber  ist 
Silbers  ist. 


9,809 


indem  13,6  das  specifische  Gewicht  des  Qneck- 


Auf  den  Quadratmeter  Flüssigkeitsoberflächc  bezogen  ist 


Demnach  kommt 


P 10333 
^ ” 0,fJ000ai63 


Also: 


Vs.. 


10333- 9, 8t/9  

0,(X>006463 . 1000 .13,6 


127(r. 


Schallgeschwindigkeit  für  Quecksilber  — 1270  Meter. 


Weil  hier  die  elastische  Kraft  ira  Zähler  und  die  Dichtigkeit  im 
Nenner  einander  entgegengesetzt  «ind,  deshalb  ist  das  c für  Qneck- 
silber  fast  ebenso  gross  wie  für  Wasser. 
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Fortpflanzung  des  Schalles  in  der  Luft. 

Bezeichnen  wir  das  Volumen  eines  Luftquautums  mit  F,  die  Zu- 
sammendrückung mit — Sr,  dann  ist  die  verhältnissmässige  Zusam- 
dV 

mondrückung  = y- 


Bezeichnen  wir  die  Druckänderuug  mit  cj>,  so  ist  die  Volumcn- 
änderung  proportional  der  Druckänderung,  und  sonach 


(eine  Gleichung,  die  der  früheren  p = qö  analog  ist). 

q ist  hier  dasselbe,  was  bei  festen  Körpern  der  Elasticitätscoef- 
ticieut  ist. 

Wir  wollen  nun  statt  des  Volumens  die  Dichtigkeit  einführen. 


Es  ist 


also 


Also 


und 


8K  = 


Sp  d_V 

e*’  V 


dp  — q 


9 


9' 


Unsere  Formel  für  die  Schallgeschwindigkeit  wird  hiernach 


^ 1 

/ p 

/ ‘’e  „ l 

y g * 

p ' 

^öp 
dg 

Newton  wandte  nun  lediglich  das  Mariotte’sche  Gesetz  an,  näm- 


lieh: 

oder  auch 


Somit  ist 
oder 


P = Pi,  „ 

7 Pi’  ^ ^ Pi 

Pi 


P 


dp  dp 

p g 
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0p  “ p’ 

i>etzt  mau  diesem  Wert  iu  die  Formel  für  c ein,  so  kommt: 


Dics(‘s  Resultat  stimmte  nicht  mit  der  Erfahrung  überein;  Laplacc 
find  die  Ursache  dieser  Differenz.  Während  der  Compression  wird 
Winne  erzeugt,  welche  wegen  der  grossen  Geschwindigkeit  der 
Schwingungen  nicht  so  schnell  au  die  Umgebung  abgegeben  werden 
kann;  während  der  Verdünnung  entsteht  wieder  Abkühlung.  Jene 
Erwärmung  bewirkt  Vermehrung  der  Elasticität,  und  somit  grössere 
Geschwindigkeit  der  FortpHanznng. 

Das  Mariotte’scho  Gesetz  gilt  eben  nur  für  constaute  Tempe- 
rstaren. 

Hier  nun  also  hätte  Newton  statt 


setzen  müssen 


wo  i das  Verhältniss  der  beiden  specifischen  Wärmen  der  Luft,  resp. 
bei  constantem  Druck  und  bei  constantem  Volumen  bezeichnet. 


Hieraus  folgt 
and 


Beide  Gleichungen  durch  einander  dividirt,  kommt 

Sp  fc . 0p 

P P ’ 
also 

h u P 

0p  P 

Dies  eingesetzt,  erhält  mau  das  correcte  Resultat  von  Laplace,  wel- 
ches sehr  gut  mit  der  Erfahrung  Ubereinstimmt 


P_  ^ \* 

P,  ” \P// 

ip*-! öp 


dp  =p. 


9, 


vi  vi- 


23) 


(Zar  Bestimmung  von  c ist  also  die  Kenntniss  von  k erforderlich). 
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Als  diese  Idee  einmal  ausgesprochen  war,  zweifelte  Niemand 
mehr  au  der  Richtigkeit  derselben. 

Umgekehrt  kann  mau  ans  obiger  Formel  und  den  Beobachtungen 
die  Grösse  k auch  bestimmen.  Führen  wir  dies  einmal  aus. 

Der  Druck  der  Atmosphäre  auf  den  Quadratmeter  bezogen  be- 
trägt 10333  Kilogr. 

Ein  Kubikdecimetcr  oder  ein  Liter  Luft  (bei  0^  C.)  wiegt  1,293187 
Gramm,  also  wiegt  1 Kubikmeter  Luft  1,293187  Kilogramm. 

Also  ist  die  in  einem  Kubikmeter  enthaltene  Masse  Luft 

9,809 

Somit  kommt  nach  Newton’s  Formel 


c 


/ 10333. 9,809 
1,293187” 


280“. 


Experimcutell  findet  mau  hingegen 


c = 332“,5; 

und  da  dies  mit  der  Laplace’schen  Formel  übereiustimmen  muss 


mithin 

und 


yi- . |/^  = 332,5; 
332,5  = V/fc  . 280 


ein  Resultat,  welches  sehr  gut  mit  dem  aus  iler  mechauischcu  Würme- 
theorie  erhaltenen  übcreinstimmt. 


Welchen  Unterschied  macht  es  auf  die  FortpHanzungsgeschwin- 
digkeit  des  Schalles,  wenn  ein  anderer  Druck,  eine  andere  Tempe- 
ratur statttindet? 


Es  ist 


p . U = R . V, 

wo  die  Constaute  R sich  bestimmt  aus 

o . l'o  = ff  . 7oi 

also 
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Unter  T verstehen  wir  nie  Grösse  (»+*■)>  wo  t die  Temperatur 
in  Geraden  augibt,  und  n eine  Coustante  bedeutet,  die  für  Luft 
= 273  ist. 

So  kommt 


P^  Co-T  ..  (o+O  ..  (273+t) 

= Po  Uo  + 273  *)  ä)  “ ’ 


oder  auch 


f Co 


Dies  eingesetzt,  kommt 

c = Vt . l/^  = y*  . l/^"  . y 

I r C ' Co 

I In  dieser  Formel  kommt  der  Druck  nicht  mehr  vor;  hier  ist 
* lediglich  die  Temperaturänderung  zu  berücksichtigen.  Da 


:=Vk.\/\ 


Po 

C« 


liie  Schallgeschwindigkeit  bei  0 Grad,  uämlich  ««-q)  darstellt,  so  ist 
mch 


Für 


ct 


c«=o)-y(i+oo 24) 


t = 0" 

yu+a«)  = 1 


10« 


20«  I 30«  ist 


1,01«  I 1,036  I 1,054. 


Alle  vorhergehenden  hhitwickelungeu  beziehen  sich  auf  den  Fall, 
dass  die  Luft  sich  in  einer  Röhre  befindet. 


Von  grösserer  Wichtigkeit  ist  für  uns  der  Fall,  wo  der  Schall 
sich  im  freien  Raume  kugelförmig  ausbreitet.  Hier  müssen  wir  au- 
nebmen,  dass  um  das  erregte  Centrum  hemm  nach  allen  Richtungen 
die  Verbreitung  des  Schalles  erfolge,  und  dass  die  Verschiebung  in 
der  Richtung  jedes  Radius  nach  vorwärts  und  rückwärts  erfolge. 


Wegen  verhältnissmässiger  Grösse  des  Radius  sind  die  entspre- 
chenden Verschiebungen  nach  vorwärts  und  nach  rückwärts  auf  allen 
Radien  einander  gleich. 


In  einem  gewissen  Moment  hat  die  Verschiebung  l an  irgend 
einer  (um  r vom  Centrum  entfernten)  Stelle  eines  Radius  einen  ge- 
wissen Wert:  es  ist 
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Betrachten  wir  einen  unendlidi  sclimaleu  Kegel,  der  in  der  Ruhe- 
lage die  Länge  r hat;  dessen  Spitze  im  Centrum  liegt,  und  dessen 
Basis  in  der  Kugelflächc  liegt,  die  = r“?t  ist.  Durch  die  Kugel- 

3r  3t 

flächen,  deren  Radien  bezüglich  gleich  r — — und  gleich  r-|-.j  sind. 

wird  jener  Kegel  und  seine  Verl.ängcruug  in  zwei  Flächeiistiicken  ge- 
schnitten, welche  als  Grundflächen  zweier  Kegel  betrachtet  werden 
können,  die  mit  dem  ersten  Kegel  Spitze  und  Richtung  gemeinsam 
haben. 

In  einem  späteren  Momente  bat  die  Basis  des  ersten  Kegels  eine 
Verschiebung  erlitten,  dann  ist  die  Länge  des  Kegels  = r-f-f,  wo 
f = qp(r)  positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  die  Verschiebung  in  der 
einen  Richtung  oder  in  der  entgegengesetzten  erfolgt  ist.  In  diesem 
selbigen  Momente  werden  die  Längen  der  beiden  anderen  Kegel  sein 

I öf  9r 

er  ör 

’'~2  är’2  ' 

Der  Längenunterschied  dieser  beiden  Kegel,  der  ursprünglich 
= 8r  war,  ist  dann  also  =■  0r  4-  jr  . ör. 

Cr 

Das  Stückchen  Br  hat  sich  dann  also  gedehnt  im  Verhältnisse  vou 
ar:0r(l-fg-)  = + 

Diese  Betrachtungen  sind  den  früheren  analog.  Jetzt  tritt  ein  Unter- 
schied ein. 

Um  das  Volumen  eines  Teilchens  zu  erhalten,  multipliciren  wir 
den  mittleren  Querschnitt  desselben  mit  seiner  Länge.  Wir  führen 
den  körperlichen  Winkel  öa  des  Kegels  ein  {Ba  das  Maass  des  kör- 
perlichen Winkels  überhaupt,  das  Flächcnelement  für  den  Radius  !)■ 

Für  den  Kegel,  dessen  Länge  im  Zustande  der  Ruhe  = r war, 
ist  das  Flächenstückchen  der  Basis  = r^.Ba,  folglich  das  Volumen 
dos  Körperteilchens,  dass  im  Zustande  der  Ruhe  die  Differenz  der 
beiden  anderen  Kegel  war,  = r^.Ba .Br.  Nach  der  Verschiebung  er- 
hält mau  dafür  das  Volumen 

(r-f()*.f<r . ^1+  Br 

oder 
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Die  Entwickelung  gibt,  wenn  wir  die  Verschiebung  so  klein  au- 
nchmcn,  dass  wir  blos  erste  Potenzen  derselben  zu  berücksichtigen 
brauchen 


Die  verhültnissmässige  Zunahme  des  Volumens  = v gesetzt,  ist  also 

r:  r,  = 1 : (1+e) 


Also 


25) 


Bei  unseren  früheren  Betrachtungen,  wo  nur  Dehnung  nach  einer 
Seite  (der  Längsrichtung  des  Stabes,  der  Röhre)  vorausgesetzt  wurde. 


Ci 


war  V = oder  auch  =■ 

Der  Druck,  unter  dem  die  Luft  sich  während  der  verschiedenen 
Schwingungsphaseu  befindet,  ist  eine  Function  von  V'  oder  auch  von 
p nach  dem  Mariotte’schen  Gesetze.  Es  ist. 


also 

und 

daher 

Nun  ist 
Daher 


0p 


,P  ^Pj  ^ 

e ” Pi ' 


V 

^ . p 


Pt 

Pt-^^-9t 


^ n 

0p  ■ ^ 

'0p-^- 


Pl 


dp 

p+S^iVt-e)- 


V’  p>  = i-=7rr+e) 


Pl  — e 


1 


K(1  + 1.)  V 


y(i+v) 

da  V sehr  klein  ist,  oder  auch  -=  — p.«. 


j,(l  — ...)  = • 


r’ 
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Also 

cp  dp 

p^  = p-rQ 

Hier  können  wir  pj  als  laufenden  Wert  der  Function  betrachten,  f 
als  einen  bestimmten  Wert  derselben,  dem  ein  bestimmter  Wert  von 
t>  entspricht.  Dann  sind  in  der  letzten  Formel  nur  pi  und  e als 
veränderlich  zu  betrachten. 

Jetzt  kommt  es  darauf  an,  die  bewegende  Kraft  zu  suchen. 

Denken  wir  uns  wieder  einen  unendlich  schmalen  Krciskegel  mit 
der  Winkelöffuuug  da. 

I 

Für  die  Ruhelage  sei  seine  Länge  =r,  also  seine  Basis  =r*.?(j.  j 
Fügt  man  seiner  Länge  ein  Stück  dr  hinzu,  so  entsteht  ein  neuer  i 
Kegel,  dessen  Basis  ==  (r-j-dr)®.Sö  ist.  Die  Differenz  dieser  beiden 
Kegel  ist  ein  Körperteilchen,  ein  abgestumpfter  Kegel,  anf  dessen 
gesaramte  Oberfläche,  wenn  es  eine  Verschiebung  erlitten  hat,  Kräfte 
wirken,  die  es  in  seine  Ruhelage  zurückzuführeu  streben. 

Der  Druck  p„  der  an  irgend  einer  Stelle  des  Raumes  stattfindet 
ist  offenbar  eine  Function  von  r;  (da  eine  Function  von  v ist  s® 
ist  auch  r eine  Function  von  v,  und  umgekehrt).  , 

In  Folge  der  Verschiebung  f wird  aus  r offenbar  (r-(-f),  also  i 
aus  r*?ö  wird  (r-)-f)*ö(i.  Auf  dem  die  dem  Aufaugspunkte  (Cen-  J 
trum)  zngcwaudte  Grundfläche  jenes  abgestumpften  Kegels  wirkt,  anf 
die  Flächeneinheit  bezogen,  eiu  Druck  pj,  der  das  Teilchen  in  der  ^ 

Richtung  des  Radius  zu  verschieben  sucht.  ' 

i 

Da  die  Grösse  dieser  Basis  = ist,  so  ist  die  auf  sie  ; 

wirkende  Gesammtkraft  gleich  I 

Pi  • (r+f)*0u-  i 


Die  gegenüber  liegende  Basis  des  abgestumpften  Kegels  hat  nun  eben- 
falls eine  Verschiebung  erlitten.  Aus  (r-)-dV)  ist  geworden  die  Läng<‘ 

also  ist  die  Grösse  jener  Basis  nach  der  Ver- 

schicbuug  gleich 

(r-j-dr  + l+|’-.dr)*aö. 

Ihre  Entfernung  vou  der  ersten  Basis  beträgt  dr-f- j'.dr,  also  wirkt 

hier,  auf  die  Flächeneinheit  bezogen,  die  Kraft  pi dr) 
oder,  mit  Vernachlässigung  eines  sehr  kleinen  Gliedes,  der  Druck 
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p,  -f  ir^.dr.  Der  auf  die  letztere  Dasis  wirkende  Gesammtdruck, 

der  dem  yorhin  betrachteten  Drucke  entgefiengesetzf  zu  nehmen  ist, 
»ird  sonach  dargcstellt  durch  den  Ausdruck 


* ^»-)((r4-4)  + (dr-)-g|;.(ir))*a(r  = 

- (p+  dri  {(r  + ^)»  + 2(r  + |)(l  + dr)^<J  = 

! — />ifr  +« )*öo—  [2p, (r+?)  (1  + fp+  (e  + D“ 

^ Nun  haben  wir  noch  den  Druck  auf  die  seitliche  Begrenzung 
unseres  Teilchens  auszudrücken. 

, Unser  Teilchen  ist  seitlich  ganz  symmetrisch  von  den  ents])re- 
f chciiden  Teilchen  anderer  (Kreis)kegel  umgehen. 

f.  Wir  können  die  Basis  unseres  Kreiskegcls  als  eben  ansehen,  da 
i die  Winkelöß'nung  als  sehr  klein  angenomraeu  wird.  Legen  wir  im 
f Abstande  1 vom  Centrum  eine  mit  der  GrundHächc  des  Kegels  paral- 
I leie  Ebene  durch  unseren  Kegel,  so  schneidet  letzterer  einen  Kreis 
von  jener  Flüche  ab.  Der  Radius  dieser  Kreisfläche  sei  t.  Dann  ist 
I (das  Element  des  körperlichen  Winkels),  die  Winkelöffnung  des  Kegels 

t 

da  = £*.;r. 


Gleichzeitig  ist  f der  Sinus  des  Winkels,  den  die  Axe  dos  Kegels 
mit  einer  Seitenliuie  desselben  macht,  oder  auch,  da  dieser  Winkel 
sehr  klein  ist,  gleich  diesem  Winkel  selbst. 

[ Wirkt  nun  eine  Kraft  /’  normal  gegen  eine  Stelle  der  seitlichen 
I Begrenzung,  des  Metalles,  so  wird  nur  ein  Teil  derselben,  die  Com- 
. ponente 

P.  cos(90  — e)  = sin  t = i’ . £ 


nach  Richtung  der  Axe  wirken. 


Der  andere  Bestandteil  /'siulSO— £)  wirkt  normal  zur  Axe  des 
Kegels;  diesem  wird  von  dem  entsprechenden,  diametral  entgegen 
wirkenden  Teile  einer  der  Kraft  P absolut  gleichen,  aber  gegenüber 
auf  der  anderen  Seite  des  Kegels  wirkenden  Kraft  das  Gleichgewicht 
gehalten.  Denkt  man  sich  den  Mantel  unseres  Körperteilchens  auf 
passende  Art  in  noch  kleinere  Teilchen  geteilt,  und  beachtet  dass, 
auf  diese  gleiche  Kräfte  in  entsprechender  Weise  wirken,  so  zwar, 
dass  sich  also  die  zur  Kegelaxe  senkrechten  Componenten  je  zweier 
gegenüber  liegender  Kräfte  zerstören , so  ist  ersichtlich , dass  die 
sämmtlichen  zur  Kegelaxe  normalen  Bestandteile  jener  seitlich  wirken- 
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den  Kräfte  verschwinden,  und  nur  ihre  in  der  Richtung  der  Aie- 
selbst  wirkenden  Bestandteile  in  Betracht  kommen. 

Die  Summe  dieser  Bestandteile  ist  gleich  der  auf  den  Mantel  des 
Kegcltcilchens  von  allen  Seiten  her  wirkenden  Gesammtkraft,  mnlti- 
plicirt  mit  t. 

Für  diese  Gesammtkraft  selbst  nehmen  wir  nur  ihren  mittleren 
Wert  an. 


An  den  Enden  des  abgestumpften  Kegels,  die  resp.  um 
und  (r+|-f-dr-|-  0^^’’)  ^0™  Centrum  abstehen,  hat  der  Druck  (auf 

die  Flächeneinheit  bezogen),  bezüglich  die  Werte  p,  und  + 

dr  di  Sr 

also  hat  er  (in  der  Entfernung  (r-f-^+2  + 0,.  Zentrum)  den 

. . . 2pi  I 

mittleren  Wert  p,  ^ • 

Diesen  Wert  haben  wir  mit  dem  Werte  des  Mantels  unseres 
Kegelteilchens  zu  multiplicireu , um  die  eben  bezeichuete  Gesammt- 
kraft zu  linden. 

Die  Seitenlinie  unseres  abgestumpften  Kegels  hat  uuu  den  Wert 

+ ^ == 

Die  Radien  seiner  Grudflächen  haben  die  Werte  (r-f->).f  niici 

(r f 4- dr-|- ^ Sr)i;  also  ist  der  mittlere  Radius  = (r-f|  + 

dr  05  dr 
J + 0r  ■ 2 

Sonach  ist  der  Mantel  des  Kcgelteilcheus  gleich 

+ (»-  + £ + 2 + 0/ 2 
oder  mit  Weglassung  höherer  Potenzen  gleich 

dr(r-f{)(l4-|J)-2*i«. 

Die  auf  den  Mantel  wirkende  Gesammtkraft  ist  somit  absolut 
(Pt  +^-  p)(r  + S)(l-i-^)-^r.2l7C, 
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oder  mit  Vernachlässigung  höherer  Potenzen  gleich 
+£)  (1  + 1^)  • . £ä, 

üm  die  Summe  der  „der  Axe  des  Kegels  parallelen“  Bestamltoio 
der  seitlich  wirkenden  Kräfte  zu  erhalten,  haben  wir  dies  noch  mit 
{ zu  multipliciren.  Dann  kommt 

2p,  .(r-fl) 

oder 

2pi . (r  + £)  -f  dr  . öo. 

Äddiren  wir  nun  die  drei  Coraponenten,  die  resp.  auf  die  beiden 
Grundflächen  und  den  Mantel  unseres  Körperteilchens  nach  Richtung 
der  Axe  desselben  wirken,  so  kommt 

-Pi(>‘  + l)^Sc—  [^2p,(r-j-£)^l+|^^-|-(r  + £)‘l^  dr.öo 

+ 2pi (r  + I)  dr.da. 

Hier  hebt  sich  nun  fast  Alles  auf,  und  als  Kraft  die  das  Körper- 
teilchen in  der  Richtung  des  Radius  zu  verschieben  sucht,  bleibt  nur 

U = — (r+£)* ^ . dr.Ba 

= + -^.ör.dc. 

Da  I (namentlich  in  einem  beträchtlichen  Abstande  r vom  An- 
fangspunkte) sehr  klein  ist,  und  gegen  1)  vernachlässigt  werden  kann, 
so  erhalten  wir  einfacher 

-r^.fj-.Sr.da. 

Wir  hatten  nun  oben  eine  Gleichung  abgeleitet 

8pi 

in  welcher  nur  und  v veränderlich  sind.  Demnach  kommt  nach 
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^ ^ du 

Das  Volumen  unseres  Kegelteilchens  V ist  nun  gleich 

oder  mit  Vernachlässigung  (der  geringen  Dehnung)  und  sehr  kleiner  i 
Grosse  gleich  r^örSs;  also  seine  Masse  * 

m = p F = p . r*  Jr  Su. 

Substituiren  wir  dies  Alles  in  die  Bewcgungsgleichnng 

U 


so  kommt 


8n 


e-r 


•drdo 


8p  8t.' 

8p  ’ 8r 


Durch  Differentiation  kommt 


dl‘  \cr/  8p  dr- 

Erstere  Gleichung  mit  2,  letztere  mit  r multiplicirt , dann  beide  ad- 
dirt,  erhalten  wir 


8* 

8t* 


Nun  ist  (nach  25)) 
Ferner  ist 


2|+rg‘  = rv 


9 ^_L  ‘'II'  _ *''' _L 

8r"'"’’'8r*  8r"'8r“'”’’-8r» 


8*e 

■8T* 


8«  , 8i) 


8‘v 


8v  /8ti\  8r  8 /8v\ 

= -dr+[^J  dr  + ’-  dr[dr) 

8 , 8 / 8c\  8 / 8f'\ 

“8r(”)+8rl’-8rj  = 8ri"  + '-8rj 


9 3^(rw) 

“8riar(’^V‘8,^*~ 

Hiernach  wird  unsere  Bewcgungsgleichnng 

8*(rt>)  dp  8*(rtj) 

~ 8p  ■ ^8r*  ’ 
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oder,  wenn  wir 

P 

0 p “ p “ 

setzen 

0*(ro)  0*(r»t) 


20) 


Das  allgemeine  Integral  dieser  partiellen  Differentialgleicliuiig 
zweiter  Ordnung  ist 

rt’ = /(r  — c<)-j-^(r-|-rt) 27) 

Vergleichen  wir  dieses  mit  dem  früheren  Resultat  über  die  Rcwcguiig 
der  Luft  in  einer  Röhre.  Dort  hatten  wir 


dr-  ^ 0x» 

Durch  Differentiation  kommt 


Ü (^\ 

0z*  \dr)  0X*  [ßjr/ 


oder 


0z* 


0*r 

0x* 


Der  wesentliche  Unterschied  besteht  darin,  dass  wir  dort  v hatten, 
während  wir  hier  rv  haben. 


Dort  hatten  wir  (mit  Aenderung  der  dortigen  Schreibweise 

£ =V(x  — c()-\-'F(x-}-ct)  ■=//(! — cZlci-t" / F(x-j-ct)8je 
and 

V = f(x — cZ) -|-F(x -|-eZ). 

Hier  haben  wir 

(rt>)  = f(r—  ct)-\-F(r-\-ct). 

Achnlicb  wie  dort,  finden  wir  auch  hier,  dass  an  einer  in  Be- 
wegung betindlichen  Stelle  die  Bewegung  aus  zwei  Ti^ilen  resultirt, 
von  denen  der  eine  in  der  Richtung  des  Radius  in  einem  gewissen 
Sinne,  der  andere  im  entgegengesetzten  Sinne  über  das  System  fort- 
wandert, was  Alles  rings  um  das  Centrum  statthat;  dass  die  eine 
Schallwelle  in  der  Richtung  des  Radius  vom  Centrum  aus  fortwan- 
dert, die  andere  in  der  entgegengesetzten  Richtung  auf  das  Ceu- 
trnm  zu.  Wir  brauchen  blos  die  erstero  zu  betrachten.  W’ähreud 
bei  der  Bewegnug  der  Luft  in  einer  Röhre  die  Gleichung 

»’j  =/{x  — ct) 

zu  erkennen  gibt,  dass  die  Verschiebungen  und  Dehnungen  und  *•, 
nnverändert  und  mit  der  constauteu  Geschwindigkeit  c in  der  posi- 
tiven Richtung  über  das  ganze  Systnm  fortwauderu,  zeigt  hier  die 
Gleichung 

rw,  = /■(r  — cZ) 

oder 

14» 
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f(r  — cl) 

f,  = . 

dass  in  der  positiven  (von  Ceutrum  ausgehenden)  Richtung  ein  con- 
stanter  Wert  von  n-j  mit  der  constanten  Geschwindigkeit  e fiber  das 
ganze  System  sich  hinzieht;  dass  somit  die  Dehnung  dem  Radius  um- 
gekehrt proportional  sein  wird.  Je  grösser  der  Radius,  desto  ge- 
ringer die  Verdichtungen  und  Verdünnnngen.  Dies  Letztere  ist  der 
Unterschied  gegen  das  Frühere;  sonst  finden  auch  hier  dieselben  Be- 
ziehungen statt 

Die  Intensität  des  Schalles  ist  nun  proportional  dem  Quadrate 
des  Verdichtungs-  oder  Verdünnungs-Masimums  (oder  auch  propor- 
tional dem  Quadrate  des  Verschiebungs-Maximums).  Demnach  er- 
halten wir  als  Endrulsat  den  Satz: 

In  einem  freien,  nach  allen  Seiten  ausgedehnten  Ranmc  findet 
die  Fortpflanzung  des  Schalles  ebenso  und  mit  derselben  Geschwindig- 
keit statt,  wie  in  einer  Röhre,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  bei 
ersterer  Ausbreitung  die  Intensität  nach  dem  umgekehrten  Verhält- 
nisse des  Quadrates  des  Radius  abnimmt. 


Digitized  by  Gobgle 


Hoppe:  WShuny  eines  cylinilrisch  hegremten  Körpers  elc. 


213 


XU. 

Wälzung  eines  cylindrisch  begrenzten  Körpers 
auf  Horizontalebene. 


Von 

R.  Hoppe. 


Es  soll  die  Bewegung  eines  Körpers  berechnet  werden,  der  zum 
Teil  von  einer  cylindrischen  Fläche  beliebigen  Querschnitts,  im  übrigen 
beliebig  begrenzt  ist,  eine  horizontale  Ebene  ausschliesslich  mit  dem 
cylindrischen  Teile  berührt  und  nicht  daran  gleitet,  bei  beliebig  ver- 
teilter Masse  und  allein  wirkender  Schwere.  Hieran  schliesst  sich 
die  Untersuchung  tautochronischer  Oscillation. 


Der  Schwerpunkt  der  Walze  sei  Anfang  der  am  Körper  festen 
a-ys,  die  z Axe  in  der  Richtung  der  Cylinderseite.  Bezeichne  m die 
Masse,  m»*  das  Trägheitsmoment  um  die  * Axe,  x den  Richtungs- 
winkel der  Tangente  der  Cylinderbasis  gegen  die  x Axe,  so  dass 


dx 

^ = cosx-, 


h . 
9« 


und  die  Gleichung  der  Tangente 

A = x-f- f/cosr  ; y=y-|-t78inT 


wird,  wenn  xy  ein  Punkt  der  Cylinderflächo  ist. 


Sind  ferner  x,yi*i  die  im  Raume  festen  Coordinaten,  die  Hori- 
zontalebene, auf  welcher  die  Walze  liegt,  x,zj  Ebene,  die  Xjy,  Ebene 
zusammenfallend  mit  der  xy  Ebene,  x„y„  die  Coordinaten  des  Schwer- 
punkts, so  sind  die  Coordinatenrelationen : 


Xj  = xo~|-xcosT-f-ysint 
“ yo — atsint-j-ycosT 


*1=2 


(1) 
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Wir  wollen  uuu  sct/z^  Borübruugspunkt  der  Cylindor-  j 

basis,  dagegen  im  Sinne  der  try  , im  Sinuc  der  a-,y,j,  i 

auf  ein  Pilement  des  Körpers  anwonden.  Dann  gelten  die  Gl.  (l)  ’ 

noch  allgemein,  und  man  hat: 

*Ä  = '■«I  + cos  T 4-  yj  sin  T 

?3  = yu~ «aSinr+jfjCOST  ^ 

= 0 ; 2,  = 2 = 0 j 

und  damit  keine  Gleitung  der  Walze  auf  der  herührcudeu  Ebene 
stattbahe: 

a-,  = « 

wo  » den  Bogen  der  Cyliuderbasis  bis  zum  Berührungspunkt  bezeichnet,  | 
und  der  Anfang  der  a-,  dem  der  » entsprechend  gewählt  ist.  Sub- 
trahirt  man  nach  Einsetzung  dieser  Werte  die  Gl.  (1)  (2),  so  kommt;  | 

»■3  = *+(^ä— *)COST-f  (yjj— .v)siiiT  I 

»3  = — sin  T + (yj  —I/)  cos  T 

zwei  Gleicbungcn,  welche  die  Walzung  geometrisch  bestimmen.  Darin 
sind  *,  a',  y,  t Functionen  der  Zeit  allein,  a-^,  y^  variiren  mit  dem 
Körpereleraent  allein,  x.j,  y^  mit  beiden. 


Zur  dynamischen  Bestimmung  reicht  die  Gleichung  der  lebendigen 
Kraft  hin: 

f 2'"  = 2cni  -2gf  y.,  dm 

Man  findet: 

^*•3  = {— (a-g  — x)sinr-(-(yj  — i,)cosr|0T 
hs  = — !(a-2  — a-)c0ST  + (2/s  — y)siUTj8r 
('3:3*40^3=’=  !(a:2  — a:)*4(i'ä  — 

Ist  dann  mrr  das  Trägheitsmoment  der  Walze  für  die  z Axe,  so  hat 
man: 

y x^cm  = 0;  / y^dm  = 0;  7"  (a"ä*  4 Ja^)  cw*  = "<«* 

daher: 

/(0a'3*  4 — |mn*4 

f y^dm  = »«(arSiuT  — j/COSt) 


Dies  eingeführt  giebt: 


dt^ 


2c  — 2jr(x  sin  t — y eost) 


Sei  nun 
dann  wird 


u — a:sinr  — ^cost 
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= m'  = icost+ysint 

tt*+u'*  = a:*  + 2,» 

daher 

dt  = — 1 

“ y*2  p/  c—gu 


(3) 


l 


I 


Znr  AnwcDdnng  ist  u in  r darzustcllen.  Die  Gleichnng  der 
Cylinderbasis  sei 

/(*»  y)  = 0 

woraus  durch  Differentiation: 


^cost  -f-^sinT  = 0 

Id  beiden  Gleichungen  hat  man  zu  substitoiren : 


I = u'cosT -|-u8inT  1 
y = u'sint  — uCOST  ) 

dann  sind  durch  sie  die  Werte  von  « und  u'  bestimmt: 

Ist  z.  B.  die  Cylinderbasis  ein  Kreis,  und  man  lässt  die  * Axe 
durch  den  Mittelpunkt  gehen,  so  lautet  die  Gleichung  nebst  ihrer 
Deriwten : 


(x — e)*-|-y*  = o*;  (x— e)cosT4-y  sint  = 0 

Letztere  giebt  unmittelbar: 


woraus  zugleich: 

Erstere  Gleichung  fügt 
hinzu,  so  dass 

nnd  Gl.  (3)  wird: 


«'  = ecost 
u = «sinr-f-const. 

dann  nur  noch  den  Wert  a für  die  Const. 
u ■=  a + esiuT 


8t  I 2nsint 

^ y2  f c — ga  — yesiUT 


ndthin  t elliptisches  Integral  in  r.  Die  weitere  Gestaltung  ist  von 
Bender  in  T.  LX.  p.  113.  vollzogen. 

Fernere  Beispiele  ergeben  sich  aus  der  Annahme 

u = Jt* 

Die  Bewegungsgleichung  wird: 
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die  Gleichungen  der  Cylinderbasis : 

X = cos  T -|-  T sin  t) 

y — ir*-'(Ä:8int  — TCOSt) 

Letztere  ist  demnach  eine  Spirale,  insbesondere  ftlr  il-  = 1 eine 
Kreisevolvente;  doch  ist  der  Schwerpunkt  der  Walze  ein  bestimmter 
Punkt,  im  genannten  Falle  der  Mittelpunkt.  Elliptisches  Integral 
wird  t allgemein  für  i = 1 und  k = 2.  Bei  specieller  Bestimmung 
des  Trägheitsmoments  kann  das  Integral  für  k — 2 und  i-  = J noch 
einfachere  Formen  annehmen.  Sei 

= 2 ; H = 

dann  findet  man: 


t 


(8gh  -\-c)a  — c sin  ö cos  a 


und  die  Oscillationsdauer : 


Sei  ferner 


r = 2R 


8gb-\-c 


= «=.2V2.A* 


dann  giebt  die  Berechnung: 


2i/2  / 

' = -1^  V«  — X 


\35 


V2 


Vv)S-f-y-  (c+ffJ  V *)  + "Y 


1 


Ist  « beliebige  ganze  Function  2.  Grades  von  t,  so  erhält  man 
nur  den  Fall  k = 2 wieder,  mit  andern  Werten  von  n und  c. 


Untersucht  man  den  Fall  einer  tautochronisch  oscillirenden  Walze, 
so  ergiebt  sich  zugleich  der  Grenzwert  der  Oscilhationsdauer  für  den 
Fall  nicht  tautochronischer  Gestalt.  Die  Gleichgewichtslage  wird 
bestimmt  durch  «'  = 0,  wo  der  Radiusvcctor  normal  zur  Tangente 
ist.  Sie  ist  stabil,  wenn  « ein  Minimum,  labil,  wenn  es  ein  Maximum 
ist  Ihr  mögen  die  Werte 

T = « ; tt  = a 

entsprechen.  Setzt  man 


so  wird 


a =■  e*; ti  = c*cOS*(J 

0 0 


0T 


'2 


i 

I 

) 

I 

I 


I 


dt  = 


'V'ige  cos  a 


V»  *f- 
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Giebt  es  nun  einen  Punkt  der  Nnllgeschwindigkeit,  so  tritt  diese 
ein  für  ff  = R,  3R,  etc.,  während  in  der  Gleichgewichtslage  ff  = 0, 
2R,  etc.  ist;  daher  ist  die  Dauer  einer  vollen  Schwingung: 

R 


T = 


4 


Im  allgemeinen  lässt  sich  u nach  ganzen  positiven  Potenzen  von 
T — « entwickeln.  Dies  vorausgesetzt,  ist  der  Coefticient  von  t — o 
null;  der  von  (r  — a)*  muss,  wenn  er  nicht  null  ist,  positiv  sein,  so 
dass 

e*sin*ff  = A*(t  — B(r  — . . . 

wird,  woraus  wieder  folgt,  dass  sich  t — «,  daher  auch  nach  ganzen 

positiven  Potenzen  von  «sin ff  entwickeln  lässt,  und  letzteres  die  Form 
hat: 

dt 

= yl, -[-.öj  «sinff-j-  C,(esin  o)*  . 


Da  nun  die  Schwingungsweite  durch  c bestimmt  wird,  welches  allein 
in  e enthalten  ist,  so  kann  T nur  daun  unabhängig  von  ersterer  sein. 

St 

wenn  Zi,,  C\,  ...  in  infin.  null  sind.  Daun  ist  aber  auch  g-  constant 

uud  hat  denjenigen  Wert,  welcher  auch  ohne  Tautochrouismus  einer 
nucndlich  kleinen  Elongation  als  Grenzwert  entsprechen  würde. 

Um  letztem  zu  bestimmen,  hat  man  für  unendlich  kleines  e 
lim  V„*4-u*4-u'“  = y »» ; lim  ^ 

daher 

lim  (e  ff'cos  ff)  = h 


lim  T = 


4R| 

h y 2g 


(5) 


wo  J das  Trägheitsmoment  der  Walze  für  diejenige  Cyliuderscito  als 
Axe  bedeutet,  welche  in  der  Gleichgewichtslage  den  horizontalen  Boden 
berührt,  während  A,  und  mit  ihm  umgekehrt  proportional  T,  jeden 
Wert  haben  kann. 

dt 

Es  zeigtet  sich  ferner,  dass  t und  gg  Functionen  von  «sin  ff  sind, 

ausserdem  weder  von  e noch  von  a abhängig.  Soll  daher  T unab- 

dt 

hängig  von  e sein,  so  darf  auch  g^  nicht  ff  enthalten.  Die  Bedingung 

tantocbronischer  Oscillation  ist  daher,  wenn  A eine  beliebige  Constante 
bezeichnet: 


Digitized  by  Google 


Hoppe:  Wäizwiy  eines  vylindrUch  heyrenzttn 


oder,  wcun  mau 


CÖCÜS0  '' 

K — rt-}~  i (eßiu<j)2  p 

i.-+(.+v«g)+i-^ 


f'—Q 

+ {a+9)*I 


Zur  Reductiou  des  elliptischeu  Integrals  x setzen  wir 
(i-j-i  = „tg(«4-/J) ; a = «tg(a  — (?) 


dann  wird 


nsiu/3(l  — ;iCOt  ncot/?) 
COS  a cos (o  — jj)(i  -j-  Jl) 


j ^cos(n—ß)  dn  l-(-^cotacotj5 

* r C08(o+lJ)  sin«(l+7T)  ^/(TI:7^Sl“ot^Scot»i3)ä  + 

Ferner  sei  der  Modul  der  ö Functionen  bestimmt  durch 


das  constautc  Argument  y durch 
eo  Hiy 


HR  8(>>4-R) 


^ e'R  R)  ’ — 0R  //(,y+R) 

und  das  variable  Argument  o)  durch 

^ „eo  /f(co  + R)  H{yH{a  + R) 

71  _ tg n tg |3  8(0  “ ie(»V 4- R) eoj 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

//(*y  + R)  e*R/^!y0(jy  + R)4-0/)'//'(ij'  + R) 


^^eoHR 

so  ergiebt  die  Integration  von  (9): 


i&iyH{iy-\-R) 


» e(cü4-iy)  ^ //(ty  + R)H(0 


, _ -,u„,  Q«yQ((0  + R)4-(tf(/y  + R)7y(a 
' eR0((o  + iy) 

0»y0((o  + R)- j//(*-y  + R)^(o 
' 0R0(cü  — ly) 
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Hier  ist  diu  Constante  in  t so  bestimmt,  dass  r mit  ta  und  g,  also 
in  der  Gleichgewicbtslage,  verschwindet.  Ferner  wird  nach  obiger 
L'inführaiig  (10),  (11),  (12),  wenn  man  der  Kürze  wegen 


setzt, 


n//(»V+R)[et)e((y-|- Rl  tgR//.y]  [//R0(O  — eo/y(o)-{-R)] 

0i)'8O//R[ö(  «y-|-R)  S(o  — iHiyH(  u -f-R)] 

■ H(o 


(16) 

(17) 


Jetzt  ist  die  Gleichung  der  Basis  der  cylindrischen  Oberfläche 
lOr  tautochrouische  Oscillation: 

sr+itf  = |p'— »(a+p)lE'» 

- 1 A-  I (,8, 

( Otyllo)  ) ' ' 

8 Gl.  (15)  (16),  und 


r-=  4R 


ist  die  Dauer  einer  vollen  Schwingung. 


(19) 
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Ltonge:  Km  lleitrag  zur  Theorie 


XIII. 

Ein  Beitrag  zur  Tlieorie  der  merkwürdigen 
Punkte  im  Dreieck. 

Von 

Herrn  ür.  J.  Lange. 


1.  ABC  sei  das  Mittendreieck  von  A"B"C",  und  A'B'C  diS' 
jenige  von  ABC\  dann  sind  diese  Dreiecke  zu  je  zweien  ähnlich  und 
ähnlich  liegend  für  den  gemeinsamen  Schwerpunkt  S als  .\ohnlich- 
keitspunkt,  und  zwar  A"B"C”  und  ABC,  ABC  und  A' B' C mit  S 
als  innerem  Aehulichkeitspunkt  und  dem  AehulichkeitsvurhüJtnis  2:1, 
A"B"C"  und  A'B'C  mit  S als  äusserem  .Vehnlichkeitspunkt  und 
dem  Aehnlidikeitsverhältnis  4:1.  Irgend  drei  entsprechende  Punkte 
X"XX'  in  diesem  dreifachen  System  liegen  mit  S in  einer  graden 
Linie  harmonisch,  X'  in  der  Mitte  von  X"X,  denn  die  Puuktpaaro 
XX'  und  SX"  trennen  sich  gegenseitig  und  wegen  »SA"=2SX=4SX 


ist  J ~ '^A')  X'X"  = X'X.  Drei  entsprechende 

Punkte  sind  z.  B.  die  Mittelpunkte  der  Umkreise,  daher  gilt  in  -4n- 
wendung  auf  ABC  der  Satz: 


I.  Höhensehnitt,  Schwerpunkt,  Mittelpunkt  des  Umkreises  und 
derjenige  des  Feuerbachschen  Kreises  liegen  in  einer  graden  Linie 
harmonisch:  Eulerschc  Linie. 


2.  Es  seien  ferner  OOaObOc  die  Slittelpunkte  der  Berührungs- 
kreise für  ABC,  von  denen  jeder  dem  Dreiseit  ABC  als  eingeschrieben, 
die  drei  amiern  im  Gegensatz  hierzu  als  angeschrieben  betrachtet 
werden  sollen;  i8®„t04®c,  SEaSsEc  ihre,  Berührungspunkte 

auf  den  Seiten  ahc.  Drückt  man  die  .\bscbnitte  /491  = iJE, 
etc.  in  bekannter  Weise  aus  durch  *,  n — a,  « — 4,  s — c,  so  erkennt 
mau  leicht,  wie  die  Berührungspunkte  achtmal  zu  je  dreien  sich  so 
ordnen  lassen,  diiss  das  Product  ihrer  Abstandsvcrhältnisse  von  den 
Ecken  der  zugehörigen  Seite  = — 1 ist,  woraus  dann  mit  Hülfe  der 
Umkehrung  des  Ceva  folgt: 
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II.  Die  Ecktransversalcn  nach  den  Berührungspunkten  eines  ein- 
Ecschriebenen  Kreises  schneiden  sich  in  je  einem  Punkt  LLnLiLc. 

III.  Die  Ecktransversalen  nach  dem  Berührungspunkt  des  der 
Gegenseite  augeschriehenen  Kreises  schneiden  sich  in  je  einem  Punkt 
a'O^'Oh’Oc". 

3.  Die  Lote  auf  den  Seiten  in  den  Fusspunkten  der  Transver- 
>alen  durch  die  Punkte  L schneiden  sich  bekanntlich  in  OOaObOc 
Da  aber  auch  die  Fusspunktc  der  Transversalen  durch  die  Punkte  O" 
die  Seiten  des  Dreiecks  so  in  zweimal  drei  Abschnitte  teilen,  dass 
die  Summe  der  Quadrate  von  drei  nicht  zusammenstosseuden  Ab- 
schnitten gleich  ist  der  Summe  der  Quadrate  der  drei  andern  nicht 
zasammenstossendeu  Abschnitte,  so  folgt 

IV.  Die  Radien  der  angeschriebenen  Kreise  nach  dem  Berüh- 
niQgspnnkt  der  zugehörigen  Seite  schneiden  sich  in  je  einem  Punkt 
PPaf\Pc. 

4.  Es  werde  OVl  von  AÜI«  in  Sl',  Oa'&a  von  ASl  in  VHa', 

von  ABc  in  ?U',  OcBc  von  ASl*  in  Sic',  OOa  von  JSC  in  D und  OiOe 
von  DC  in  E geschnitten.  AODOa  sind  vier  harmonische  Punkte, 
iolglich  B(AODOa)  und  Sln(AODDa)  harmonische  Strahlenbüschel, 
daher  HOSI'ao  und  SloOSla'®  je  vier  harmonische  Punkte,  d.  h.  O 
die  Mitte  von  SISl'  und  Oa  die  Mitte  von  SlaSta'.  Ebenso  folgt  ver- 
mittelst der  harmonischen  Punkte  OtAOcE,  dass  Ob  die  Mitte  SItSI»' 
nnd  Oc  die  Mitte  von  BcSIc'  ist.  Da  nun  A'  die  Mitte  sowohl  von 
VIBa  als  von  BjWe  ist,  so  muss  A'O  B A?la,  A' Oa  U ASl,  A'Ob  | ABc, 
A'Oe  t A^b  sein,  und  es  wird  halbirt  AB  von  A'O,  ASI„  von  A'Oa, 
ABi  von  A'Ob  und  ABc  von  A'Oe,  d.  h. 

y.  Die  Verbindungslinien  einer  Seitenmitte  mit  den  Mittelpunkten 
der  Berührungskreise  sind  parallel  den  Ecktransversalen  von  der 
gegenüberliegenden  Ecke  nach  den  BerUbrnugspunkten  der  BerUh- 
rnngskreise;  jede  Verbindungslinie  halbirt  die  demselben  Kreise  un- 
gehörige Transversale,  und  jede  Transversale  trifft  einen  nicht  zuge- 
hörigen BerUhruugskreis  im  Gegenpunkt  eines  Berührungspunktes. 

VI.  Die  Linien,  welche  den  Mittelpunkt  eines  eingeschriebenen 
Kreises  mit  den  Mitten  der  Seiten  verbinden,  sind  den  Ecktransver- 
salen  nach  den  Punkten  0"0a"0b"0e"  parallel. 

VII.  Die  Linien,  welche  die  Mittelpunkte  der  angeschriebenen 
Kreise  mit  der  Mitte  der  zugehörigen  Seite  verbinden,  sind  den  Eck- 
transversalen nach  den  Punkten  LLaLbLc  parallel,  schneiden  sich 
selbst  also  in  je  einem  Punkte  L' LäLb'Lc'  und  die  Seiten  des  Mitten- 
dieiecks  A'B'C'  in  den  Berührungspunkten  seiner  Berühmngskreise. 
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Die  Punkte  L und  L’  entsprechen  sich  im  Aehnlichkeitssystem  ABC 
und  A’IS'C’  und  liegen  daher  mit  S in  je  einer  Graden  lUhJr. 

5.  Die  Punkte  O"  cntspreelien  nach  VI.  den  Punkten  O im 
Aelinlickhcitssystem  A"li'C"  und  AliC,  sind  also  die  Mittelpunkte 
der  Berührungskreise  für  Ä'tif'C".  Nimmt  man  dazu  noch  die  ent- 
sprechenden Punkte  O'  für  A'U'C.  so  hat  man  nach  1.  den  Satz; 

VIII.  Die  Trausversalenschnitte  0",  die  Mittelpunkte  O und  0' 
der  Berülirungskreise  für  AliC  und  dessen  Mittendreieck  liegen  mit 
dem  Schwerpunkt  in  je  einer  gradeu  Linie  harmonisch. 

6.  Es  ist  SDÖ  Basis  eines  gleichschenkligen  Dreiecks , dessen 
Anssenwinke!  an  der  Spitze  durch  OaOb  halbirt  wird,  demnach  ¥1S 
OnOi,,  ebenso  iBl?  | OhOc  etc.,  folglich  sind  91536  und  OaObOt. 
9ln53a6n  und  OObOc  etc.  ühnlich  und  ühnlich  liegend.  Auch  iu  die- 
sen Systemen  entsprechen  den  Punkten  L'  von  OaObOc  die  Punkte  L 
von  9153S;  sind  also  N die  .4ehnlichkeitspunkte,  so  heisst  dies 

IX.  Die  Linien,  welche  die  Berühriingsimnkto  eines  eingeschrie- 
benen Kreises  mit  dom  Mittelpunkt  des  derselben  Seite  angcscliric- 
benon  Kreises  verbinden,  schneiden  sich  in  je  einem  Punkte  A'AnAijYt 
auf  den  Linien  llahh- 


7.  Nach  6.  ist  VUSi  B OaOe,  9L53r  B O„0b,  53a6„  | (hOc.  Nennt 
man  9U6i,  91c53r  etc.  Berührungssehnen  von  ObOc  etc.,  aßy  die 
Schnittpunkte  von  91»6t  mit  9Ic53c  etc.,  so  ist  erstens  OaliC  ähnlich 
und  ähnlich  liegend  mit  «9Ii91c  für  den  Aehnlichkeitspunkt  A’  und 
das  Aehnlichkeitsverhältuis  A'9(f  : A'C' ==  A-j-c : folglich  geht  nOa 

durch  A’  und  L\  ebenso  ßOu  durch  B'  und  L',  yOc  durch  C niid 
L’\  und  da  zweitens  auch  aßy  und  OaObOc  ähnlich  und  ähnlich  liegend 
sind,  so  ergiebt  sich 

X.  Die  Mittelpunkte  jo  dreier  Ankreise  einerseits  und  je  drei 
diesen  Kreisen  angehörige  Berührungssehuen  andrerseits  bilden  zwei 
ähnliche  Dreiecke,  welche  ähnlich  liegen  für  die  Punkte  L'La  Lb’Lt' 
als  Aehnlichkeitspunkte. 


8.  Sind  die  Fnsspunkto  der  Höhen  in  ABC,  so  ist 

— A*  , CI  . , , **  — c* 

± üAi  = 2^ , und  da  BA  "=  2 ’ ^ ^ ' 

h c 

ferner  ist  A'9la  = g— » folglich  A'A,;  A'9l«  =A-|-e;a  d.  h.  nach  7. 

Aj  und  91«  sind  entsprechende  Punkte  und  demnach  aAj  und  OA 
entsprechende  Linien  der  Dreiecke  aBC  und  On91i.91c;  es  steht  also 
«Aj  senkrecht  auf  BC,  sie  deckt  die  Höhe  AA,,  ebenso  decken  ßB^ 


bv 
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nnd  yC,  die  Höhen  und  CC, ; in  dem  System  nßy  und  OaObOe 
fnfsprt-cheu  sich  also  der  Höhenpunkt  und  ein  Punkt  J\  d.  h.  nach  X. 

XI.  Der  Höhenpunkt  liegt  mit  je  einem  Punkt  L'  und  P in 
einer  Graden. 


9.  Die  Dreiecke  OaObOe,  OOtOc,  OOaOc,  OOaOi,  werden  be- 
zeichnet mit  Ff'aFbFc,  der  Mittelpunkt  des  Umkreises  von  ABC  mit 
M.  Af  ist  Feuerbachschor  Kreis  für  jedes  der  Dreiecke  F,  weil  er 
durch  die  Fusspunkte  ihrer  Höhen  geht;  je  ein  Punkt  O ist  Höhen- 
punkt  eines  Dreiecks  F\  hieraus  und  aus  der  Umkehrung  des  Satzes : 
..Der  Umkreisradius  nach  einer  Ecke  steht  senkrecht  auf  der  Ver- 
bindungslinie der  Fusspunkte  der  nicht  zugehörigen  Höhen“  folgt: 

XII.  Die  Punkte  P sind  die  Umkreiscentra  für  die  Dreiecke  /■’, 
je  zwei  Punkte  O und  P liegen  mit  M in  grader  Linie  und  zwar 
gleich  weit  von  M entfernt. 


10.  ABC  werde  der  Kürze  wogen  mit  A,  die  Dreiecke,  welche 
von  den  Berührungspunkten  der  Kreise  OOaObOc  gebildet  werden, 
mit  JJaJbJc,  und  diejenigen,  welche  von  den  Fusspuukten  der  Trans- 
versalen durch  O"0ä'Ob"0c"  gebildet  werden,  mit  J''Jä'Jb'J"  be- 

A B Q 

zeichnet  Die  Winkel  des  Dreiecks  J sind  Ti — Ti  — R — 2* 


der  Radius  des  Umkreises  O ist  q,  folglich  nach  einem  bekannten 
Satze 


, 0 2 ^ 

J = 2p*  cos  cos  j cos  ^ 


wo  r den  Radius  zon  M bedeutet.  Die  Winkel  des  Dreiecks  Ja  sind 
A ß C 

/f-j--,  — . der  Radius  des  Umkreises  O,,  ist  Qa,  folglich 

A ^ ^ 


0 2 A . B . C 

2po’'cos  2 sin 2 sin  2 


11.  Es  ist  J''=  — -faisSf/t)  und 


«„«»C  = A 


(*  — a)(g  — i) 
ah 


2rhc 


(s—a)(g — c) 

^ 

ac 


90h 

2rhb 


S8i,6czl  = A 


(«  — &)(»  — c) 
bc 


9Qa 

2rhu 


WO  hAibhc  die  Höhen  von  ABC  bedeuten,  folglich 
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Ja”=  «nöcC+9ie),/y+?3r(£u— ^ 


= ^(: 


«(« — c)  8{i<  — b)  (s  — //)(ä  — c) 


^-L 
ab  ' ac 


bc 


)- 


^ (Q9»_i  QaQc  ,Qa°b\  . '^  /■)  _L  « yt 

= 2;  It:+  -7,7  + 77  j - ^ = 7r  (^'•+  P“)  = ^ 7r 

Demuach  ergeben  sich  folgende  beachtenswerte  Relationen 
XIII.  j = y"  ^ 

j„  = y„»  „ ^ \ 


2r 

pfl 


Jb  = Jb'  = ^ 

2r 


Cr 


da  aber  nach  XIII. 
so  folgt 
XIV. 


Berlin,  1.  December  1880. 


fr  - 

9 : Pa  : p»  : pc  ■ 

h- 

2zf 

8S3 

Ja'+Jb" 

0 F 

und 

y sind 

uhnlicb. 

1 folglich 

F: 

= 4r 

ärpi- 

./: 

r#  = 

= P 

:2r 

F : 

= 

zf 

= 2r : p 

Fa: 

J = 

zf 

./a 

= 2r : Pa 

Fr,-. 

zf  = 

J 

Jb 

= 2r : p4 

Fc: 

z#  = 

: zf 

J. 

= 2r : Pr 
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XIV. 

Beitrag  zu  einer  ClasHe  von  bestimmten 
Integralen  coraplexer  Functionen. 

Von 

Herrn  Dr.  Niemöller. 


Ist  fz  = (*  "b“»)"*  • • • (s worin  die  ganzzahligen 

posiUven  Exponenten  nj,  n,  . . . sämmtlicb  oder  zum  Teil  sehr  gross 

b 

sind,  so  bietet  die  Berechnung  von  ff{z)dz  bekaimtlich  gar  keine 

I " 

I Schwierigkeiten,  wenn  die  Constanten  o,,  a,  . . . ferner  a und  b end- 

Ilich  und  reell  sind.  Mau  hat  nur  die  Stellen  aufzusneheu,  wo  der 
absolnte  Wert  von  /(s)  auf  dem  Integrationswege  den  grössten  Be- 
trag erreicht.  Diese  Stellen  sind  bei  a,  b oder  bei  den  reellen  Wurzeln 
von  f'  ^ 0,  die  zwischen  a und  b liegen.  An  diesen  Stellen  ist  f(z) 
nach  der  Methode  von  Laplace  in  eine  Exponcntialgrössc  zu  ver- 
wandeln und  Aber  eine  kleine  Strecke  zu  integriren,  deren  Grösse 
von  der  Grösse  der  Exponenten  n abhängig  ist 

Bedeutend  schwieriger  wird  die  Berechnung  des  Integrals,  wenn 
die  Constanten  O],  o,  . . . , a,  £ complcxe  Zahlen  sind.  Sind  z.  B. 
a und  b reell,  die  übrigen  Constanten  complex,  so  müsste  man  bei 
einer  Integration  über  die  reelle  .\xc  von  a nach  b im  allgemiuen 
unendlich  viel  Stellen  berücksichtigen,  da  die  Anzahl  der  Punkte,  wo 
der  absolnte  Betrag  von  f(z)  ein  Maximum  erreicht,  unendlich  gross 
ist  von  der  Ordnung  des  höchsten  in  /(z)  vorkommenden  Exponenten. 
Es  wäre  demnach  die  Laplace’sche  Methode  nicht  anwendbar. 
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Um  diese  Methode  auch  im  allgcmciuen  Falle  noch  anwenden 
zu  könuen,  müssen  wir  einen  Integrationsweg  in  der  Ebene  der  com- 
plexen  z von  a nach  i anfsuchen,  auf  dem  uur  ciue  endliche  Anzahl 
von  Stellen  liegen,  in  denen  der  absolute  Betrag  von  y(z)  ein  Maximum 
erreicht.  Da  fs  eine  ganze  eindeutige  Function  von  z ist,  so  können 
wir  den  Integrationsweg  beliebig  verschieben. 

Um  einen  solchen  Weg  aufzufinden,  betrachten  wir  die  Kom 
von  /z,  also  wenn 

/(z)  = U+W 

ist.  Ueber  der  Ebene  der  complexen  z errichten  wir  die  Fläche 

Diese  Fläche  hat  bekanntlich  nirgends  ein  Maximum  oder  Minimnm 
wie  leicht  aus  den  Bedingungsgleicbungen  folgt,  die  Euler  für  die 
Maxima  oder  Minima  einer  Fläche  aufgestellt  hat.  Es  ist  daher  stets 
möglich,  von  irgend  einem  Punkte  der  Fläche  aus  so  weiter  zu  gehen, 
dzss  S fortwährend  wächst  oder  fortwährend  abnimmt.  Neunen  wir 
die  Punkte,  wo  J oder /(z)  verschwindet,  die  Nullpunkte  der  Fläche, 
so  werden  wir  im  letzteren  Falle  zu  einem  Nullpunkt  der  Fläche, 
im  ersten  Falle  zum  Unendlichkeitspunkt  gelangen. 

Von  Wichtigkeit  für  unsere  Aufgabe  sind  die  Punkte,  in  denen 
die  ersten  partiellen  Differentialquotienteu  von  U und  V nach  x und 
y verschwinden.  Diese  Stellen  sollen  Verzweignngspnnkte  von  /(j) 
heissen  *).  Man  findet  sie  ans  der  Gleichung 


Setzen  wir  voraus,  dass  /z  an  einer  dieser  Stellen,  z.  B.  an  der  Stelle 
zq,  wo  /'zq  ■=  0 ist,  nicht  verschwindet,  so  kann  man  die  Gestalt  der 
Fläche  in  der  Nähe  dieser  Stelle  leicht  augeben.  Wir  setzen 


dann  ist 


Wir  setzen  ferner 


z = Zq+A, 

/»  = A)  + 2/"*o  "i" 

/"*o 


A = t(cos(p-}-'S'“'P)j  = r(cosip-|-»8inip). 


e sei  sehr  klein.  Es  ist  dann 


*)  Der  Name  würde  eigentlich  nur  dann  pusscn , wenn  /(:)  mchnleniig 
wäre  und  eich  in  den  Punkten  vensweigte. 
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U+  Vi  = ( Vo+  Ko»)  (1  + t»r(cos(2(p  + 1)>)+ 1 8in(2()p  + if;)), 
also 

J = ( 17+  K.-)  ( 17-  K.-)  = £o  + COS(2(p  + rp) 

für  sehr  kleine  Werte  von  i.  Lässt  man  tp  von  0 bis  2ji  wachsen, 
so  findet  man,  dass  man  durch  zq  zwei  auf  einander  senkrechte  Ge- 
rade so  legen  kann,  dass  auf  der  einen  dieser  Geraden  in  der  Nähe 
von  ^0  f <C  Jo  ist,  während  auf  der  andern  Ü > Jb  ist.  Die  Fläche 
ist  also  bei  zq  sattelförmig.  Nimmt  man  hinzu,  dass  die  P'läche  nir- 
gends ein  Maximum  oder  Minimum  hat,  so  folgt  nach  dom  Vorher- 
gehenden sofort,  dass  man  durch  jeden  Verzweigungspunkt  zwei  sich 
rechtwinklig  schneidende  Curveu  so  legen  kann,  dass  auf  der  einen 
Cnrvo,  die  wir  mit  (ö)  bezeichnen  wollen,  i,  also  auch  der  absolute 
Betrag  von  /(z)  sein  Minimum  im  betrachteten  Punkte  erhält  und 
nach  beiden  Seiten  wächst,  während  auf  der  andern  Curve  (o)  der 
absolute  Betrag  dort  sein  Maximum  erreicht  und  nach  beiden  Seiten 
abnimmt.  (a)  verbindet  zwei  Nullpunkte,  sie  kann  nicht  zu  demselben 
Nullpunkte  znrUckkehren,  denn  sonst  müsste  sie  die  Curve  (b)  ausser 
im  Verzweiguugspuukte  noch  einmal  schneiden,  was  nach  der  Art, 
wie  (o)  von  diesem  Verzweiguugspuukte  aus  fortgesetzt  werden  soll, 
unmöglich  ist.  Die  Curve  (A),  die  nach  beiden  Seiten  ins  Unendliche 
geht,  muss  notwendig  aus  demselben  Grunde  zwischen  den  Null- 
punkten liegen.  Denken  wir  uns  durch  (A)  die  Ebene  in  zwei  Teile 
geteilt,  so  liegen  die  beiden  Nullpunkte  in  getrennten  Feldern. 

Wir  legen  nun  durch  sämmtliche  Verzweigungspunkte  die  Curven 
(a)  und  (A)  in  der  z Ebene  und  wählen  dann  folgenden  Integrations- 
weg: Zunächst  gehen  wir  von  a nach  einem  Nullpunkte  so,  dass  der 
abs.  Betrag  von  /z  abnimmt  Es  darf  also  keine  Curve  (A)  über- 
schritten werden.  Dann  integriren  wir  über  so  viele  Curven  (<j),  bis 
wir  zu  einem  Nullpunkt  gelangen,  von  dem  wir  mit  fortwährend 
wachsendem  abs.  Betrage  nach  A gelangen  können.  Ans  den  Sätzen 
über  die  Anzahl  der  Wurzeln  von  fz  und  /z'  folgt  leicht,  dass  jeder 
Nullpunkt  mit  irgend  einem  andern  durch  eine  Curve  (a)  iu  Verbin- 
dung Stehen  muss,  obiger  Intcgrationsweg  ist  also  stets  möglich.  Ist 
A die  Anzahl  aller  in  der  Ebene  liegenden  Curven  (o),  sind  ferner 
<Pi,  qp,  ...  (px  die  Werte  des  Integrals  erstreckt  über  eine  Curve  (a) 
von  einem  Nullpunkt  zum  folgenden,  die  leicht  nach  der  Laplace’schen 
Methode  gefunden  werden  können,  sind  endlich  qp«  und  qPa  die  Werte 
des  Integrals  erstreckt  über  den  letzten  und  ersten  Teil  des  Integra- 
tionsweges,  so  ist 

6 

1)  //z»i»  — A,qp,+A,qp„  ...  +A;.qp;i  + qPa+qP4, 
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WO  die  CoDstanten  A entweder  -|-1,  — 1 oder  0 sind.  Die  Con- 
stanteu  A würden  in  dem  Falle  sämmtlich  verschwinden,  wenn  die 
von  a und  b ausgehenden  Curvcn  nach  demselben  Nullpunkt  führten 
Die  Grössen  A müssen  dnrch  geometrische  Betrachtungen  ermittelt 
werden. 

Wir  müssen  nun  eine  Gleichung  für  die  Corven  (a)  und  (i)  anfsncben. 
Den  Bedingungen,  welchen  die  (a)  und  (t)  unterworfen  sind,  genügen 
die  Proportionen  der  Curven  stärkster  Steigung  (oder  stärksten  Ab- 
falls), welche  auf  der  Fläche  f ■=>  dnrch  die  Verzweigungs- 

punkte gelegt  werden  können.  Diese  Projectionen  sollen  kurz  Stei- 
gungscurven  heissen.  Die  Differentialgleichung  der  Steigungscurven 
ist  bekanntlich 


Setzt  man  f 

du 
dr 


und  benutzt  die  bekannten  Relationen 


du  du 

ä-  und  ’ 
dy  Oy 


du 

— , so  geht  obige  Gleichung  über  in 


/ F\  .8/1 

(u)^^  + d^y\l 

ö 

I! 

.►-N 

d 

dx 


Die  Steigungscurven  haben  also  zur  Gleichung  U = CU.  C ist  eine 
Constante.  Soll  die  Curve  durch  einen  Punkt  gehen,  in  dem  C 
und  F die  Werte  Ug  und  Uq  haben,  so  hat  die  durch  diesen  Punkt 
gehende  Steigungscurve  die  Gleichung: 


2) 

^ Un 


U+Ui 


Vo 


curven  verzweigen  sich  da,  wo 


0 ist, 


wo  ip  ein  reeller  Parameter  ist.  Alle  Steigungscurven  gehen  dnrch 

die  Nullpunkte,  aber  nicht  alle  Zweige  derselben.  Die  Steigungs- 

d(U—CU)  ^ d(U—CU) 

~ — a und  ä 

ox  Oy 

also  in  den  Verzweigungspnnkten.  Zwei  verschiedene  Steigungscurven 
können  sich  nur  in  den  Nullpunkten  schneiden.  Um  an  einem  ein- 
fachen Beispiel  die  Lage  der  Curven  (a)  und  (i)  zu  zeigen,  betrachten 

vir  J^(.a 2bz cz*)"  (h,  wo  sämmtliche  Constanten  complex  sein  sollen 

a 

und  ac — i*  von  Null  verschieden  sei.  Statt  den  abs.  Betrag  der 
nten  Potenz  zu  betrachten,  betrachten  den  abs.  Betrag  selbst.  Setzen 

wir  statt  z ein  — wo  rf  = V ac  — 6*  und  das  Zeichen  von  d 
c 

beliebig  aber  fest  gewählt  ist,  so  geht  das  Integral  über  in 
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ai 

■f2H+l  p 


Der  Verzweigungspunkt  findet  sich  ans  “9  bei  a = 0.  Die 

Nallpankte  sind  z=  + l.  f/ ist  =1 — **-)-y*,  l'  = — 2xy,  t7(,  = l, 
i o = 0,  die  Gleichung  der  Curveu  (a)  und  (&)  ist  also 

I7Vo— ri7o  = 0 oder  xy  = 0. 

Die  Carve  (a)ist  also  die  reelle  Achse  und  geht  durch  die  Nullpunkte, 
die  Cnrve  (i)  ist  die  y Achse.  wächst  in  der  Tat  auf  der 

y Achse  nach  beiden  Seiten. 

Es  ist  nun  klar,  dass,  wenn  — und  beide  auf  der- 

di  dl 

selben  Seite  der  y Achse  liegen,  die  von  diesen  Punkten  (den  End- 
punkten des  Integrationsweges)  ausgehenden  Steigungsenrven  nach 
demselben  Nullpunkt  führen,  so  dass  dann  der  Verzweigungspunkt 
nicht  in  Frage  kommt.  Liegen  diese  Punkte  aber  auf  verschiedenen 

ctc  -I-  h ßc  -j~  b 

Seiten  der  y Achse,  hat  z.  B.  einen  negativen  reellen,  — 

einen  positiven  reellen  Teil,  so  integrirt  man  von  auf  einer 

Ä I 1 

Steigungsenrve  nach  —1,  von  —1  nach  +1,  von  -|-1  nach 


Setzt  man  a 


-,  so  ist 


und  dieses  ist  in  erster  Annäherung 


Der  Wert  des  obigen  Integrals  von  — I nach  -j-1  ist  also  in  erster 

I /«  rf2»+i 

Annäherung  ~;nT- 


Um  den  Wert  des  Integrals  erstreckt  über  die  erste  Steigungs- 
enrve von  — bis  zu  einem  Nullpunkt  zu  finden,  setze  man  in 
d% 


bis  za  einem  Nullpunkt  zu  finden,  setze  man  in 
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WO  fa  = a-\-2ba-\-ca^.  Das  Inle- 


^ acA-h  . cfia)iz 

3)  für  z ein  . [-  », ' i . 

dl  2(otc-t-i)<r 


gral  gebt  dann  ttber  in 

— /a"+l 
2(ac-f-i) 


1 


dz  — (f>(a). 


wo  tp(«)  : 


2(n+i)(«<;-fi)- 


Das  Integral  /(a-|- 24z -[-«*)“  ist  also 


1 /n 

in  erster  Annäbemng  = <p(ß)  — <j>(a)±*<  1/  - •pTfT-  * 

die  reellen  Teile  von  — und  beide  dasselbe  Zeichen  haben, 

dt  tu 

sonst  ist  f = 1.  Das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  der  reelle  Teil  von 

®c-j—  4 . de -4— 4 

....  j — entge.geiige8etzten 


. ßc  *4-  4 

negativ,  der  von  positiv  ist. 


Falle  gilt  das  untere  Zeichen.  Eine  kleine  Abänderung  erleidet  die 
Formel,  wenn  oc-f  4 oder  ßc-\-/i  verschwinden,  d.  h.  wenn  ein  End- 
punkt des  Integratiousweges  in  den  Verzweigungspunkt  fällt.  Von  den 

3 Gliedern  y(«),  <p(ß)  und  **l/“  behält  man  schliesslich  nur 

das  bei,  welches  den  grössten  abs.  Betrag  hat. 

Als  zweites  Beispiel  wählen  wir 

a 

es  sollen  n,  und  n*  gleichzeitig  unendlich  werden,  doch  so,  dass 

- endlich  bleibt.  Die  Substitution  — -j- («,  — os)z  statt  * verwan- 

^*2 

delt  das  Integral  in 

? +»i 


6) 


— 1 

/ 

1 ■»«! 
(I,  -O, 


z">  (1  — z)"idz. 


Der  Verzweignngspunkt  liegt  bei  z = — ; 0 und  1 sind  die  Nnll- 

"IT"”* 

punkte.  Sind  und  reell,  so  findet  man  den  Wert  des 

O]  rtj  O,  rtj 

Integrals  sofort.  Im  allgemeinen  Falle  setzen  wir  s«=r(cos(jp-|-*'’**4’)> 
* — 1 = e(cos<p,  4-«sing>,),  so  geht  die  Gleichung  der  Steigungscune 
17 — Cy  über  in 
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C08(n,<)9-l-nj9),)  = (7sin(n,9)-|-ns<p,). 

In  unBerm  Falle  ist  Iq  = 0,  C = oo,  also  lautet  die  Steignngscurve 

= t/MT, 

WO  m eine  ganze  Zahl  incl.  0.  (p  = 0,  «jOi  = Jt,  »ij  =■  m liefert  die 
Cnrve  welche  die  Nullpunkte  verbindet  und  mit  der  reellen  Achse 
zosammenfkllt.  Nehmen  wir  an,  dass  tp  und  ipi  zwischen  n und  — n 
liegen,  bezeichnen  ferner  die  Halbebene,'  auf  der  <p  und  cp,  positiv 
sind,  als  die  positive  Halbebene,  so  findet  man,  dass  der  Zweig  der 
der  Cnrve  (i),  der  vom  Verzweignngspnnkt  aus  sich  iu  die  positive 
Halbebene  erstreckt,  zur  Gleichung  hat 

n,  , 

— (p  -j-  <Pi  — n = 0. 

"s 

Die  Fortsetzung  in  die  negative  Halbebene  bat  zur  Gleichung 


’h 

Beide  zusammen  bilden  die  Curve  (b)  und  teilen  die  Ebene  so,  dass 

in  jedem  Teile  ein  Nullpunkt  liegt.  (Ist  - = 2,  so  ist  h ein  Hy- 

perbelzweig).  Der  Teil,  in  dem  * ■=  0 liegt,  heisse  I,  der  andere 
heisse  II.  Um  zu  bestimmen,  in  welchem  Teile  ein  Punkt  z liegt, 
setze  man  z = re»',  z — 1 = pe»>',  tp  und  (pj  beide  zwischen  — n 

und  -|-Ä  angenommen.  Ist  <p  positiv,  so  sei  A = ’^<p-\-<Pi  — n,  ist 

«p  negativ,  so  sei  — "*<p  — <p,  — n =•  A.  Ist  dann  A > 0,  so  liegt  z 
in  I,  ist  A < 0,  so  liegt  z in  II. 

(tt  ^ 0|  ) (Cf  <4-  €u)z 

Ersetzt  man  in  5)  durch  a , so  findet  man 

B-j-O,  ^ (B-f-<h) 

"i 

den  ersten  Teil  des  Integrals  erstreckt  von  a bis  zu  einem  Nullpunkt 
in  erster  Annäherung  = — ^p(o),  wo 

“ n,(B-f-a*)  + n,(o+Oi) 

Man  erhält  schliesslich 


8)  ?’(“)+*(— 1)"’X 

a 

— a*)"*+’**i  *V2ä  n,n2_ 
(f»j -f- I 
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Um  f und  die  Vorzeichen  zu  bestimmen,  setzen  wir 


setzen 


n 4-Ui  o 4-  o,  ^ a -l-a. 

reV,  — C— 1 _ 1 = LJ!? 

<?2  ””  <ij 


A=^(p4-(p.—7i  oder  = — -9 — 9j — n, 

nj  ' * n, 

jenachdem  9 positiv  oder  negativ  ist  Ebenso  berechnen  wir  ans 

ß ^ ß “I“ 

und die  Grösse  ü.  t ist  dann  = 0,  wenn  A und  B 

Oj  flg  Oj  — Aj 

gleiches  Zeichen  haben-,  haben  sie  verschiedenes  Zeichen,  so  ist  c — 1. 
Das  -J-  Zeichen  gilt,  wenn  -d  >•  0,  das  — Zeichen  gilt  im  umge- 
kehrten Falle. 


Die  Stcigungscurveu  lassen  sich  noch  sehr  leicht  angeben,  wenn 
zu  berechnen  ist  und  p und  q reell  sind.  Die 

a 

Curven  (a)  und  (i)  sind  Gerade  und  Hyperbelzweige. 

Um  wenigstens  au  einem  Beispiele  zu  zeigen,  wie  Fälle  zu  be- 
handeln sind,  wo  mehrere  Verzweigungspunkte  zusammenfallen,  be- 
trachten wir  / (i®"  — und  setzen  voraus,  dass  x und  i 

reell  sind,  m — 1 Verzweigungspunkte  liegen  bei  * = 0,  wo 


f'o  — 1 0 ~ D 

ist;  die  fn  übrigen  berechnen  sich  aus  z”'  = x”*,  wo 

= Fo=.0 

ist  Also  ist  9 = cc. 


Die  Curven  (a)  und  (i)  haben  zur  Gleichung 

U=0  oder  r2*'*sin2m9  — 2r"‘x"*  sinm9  = 0 


wenn  z =>  re?'  gesetzt  wird.  0 ^ tp  <i  zn.  Die  Steignngscurven  sind 
also  entweder 

sinm9  = 0 oder  r"cosm9  = x". 

In  der  Figur  ist  m = 4 angenommen  und]  0 A <C  x**.  Die  Ver- 
zweigungspunkte liegen  bei  0 und  hei  I,  II,  III,  IV.  Die  Nullpunkte 
bei  1,  2,  3 ...  8.  Die  reelle  und  imaginäre  Achse  bilden  die  Cunx-n 
(n),  die  Curven  (6)  bestehen  aus  8 Zweigen,  nämlich  Oa,  Ob,  Oc,  0/i 
und  aus  den  Zweigen  der  Curven  4.  Grades,  die  zur  Gleichung  hat 


r'*C08  49  = oder  x*  — 6a:*y* -}-y*  •= 

Jeder  Nullpunkt  liegt  in  einem  besondern  von  Curven  (i)  hfl- 
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grenzten  Felde.  Es  liege  nun  z.  B.  a bei  6 und  ß bei  4.  Dann  ist 
za  intcgriren  von  o nach  6,  von  6 über  III  nach  5,  von  5 nach  0, 
0 nach  3,  von  3 über  II  nach  4,  von  4 nach  ß.  Die  Integrale  von 
6 nach  5 und  von  3 nach  4 sind  zusammen 

_ (— i)"(i4-Q(»*— V” 

~ **yä2n 

die  Integrale  von  ö bis  0 und  von  0 nach  3 sind  zusammen 

4^ 

4xV  2n 

4 

Fallt  a mit  6 und  ß mit  4 zusammen,  so  ist/(a* — *•' 

8 

erster  Annäherung  gleich  der  Summe  obiger  beiden  Werte.  Die  all- 
gemeine Lösung  lässt  sich  leicht  angeben. 

Obiges  Verfahren  bleibt  anwendbar,  wenn  fz  multiplicirt  wird  mit 
einer  ganzen  eindeutigen  Function  von  z,  in  der  die  Exponenten  n 
nicht  verkommen.  Man  kann  beweisen,  dass  die  Lage  der  Curven 
(a)  und  (Ä)  nur  von  f(,z)  abhängt,  wenn  die  Exponenten  n unendlich 
werden. 

Um  den  Nutzen  unserer  Betrachtungen  zu  zeigen,  wollen  wir  d*® 
von  Herrn  Heine  untersuchten  zngeordneten  Functionen  P»"(x)  und 
Qr^ix)  *)  berechnen  für  den  Fall,  dass  n und  v oder  eine  von  diesen 
Zahlen  unendlich  gross  wird.  Für  Pr^ix)  findet  Herr  Heine  das  Integral 


wo 


siu*’’(p<i(p 

(x-t-COSqpV'a:*  — j)«+r+l 


2"+*i7(n)I7(v)I7(n-|-  v) 
n(2n)il(2v) 


Das  Integral  ist  auf  reellem  Wege  zu  erstrecken  und  stellt  Pr"(x) 
dar,  wenn  x einen  positiven  reellen  Teil  hat  und  Va* — 1 einen  po- 
sitiven reellen  oder  positiven  imaginären  Teil  hat,  wenn  der  reelle 
Teil  verschwindet.  Wir  wollen  den  Wert  dieses  Integrals  bestimmen 
für  endliche  x und  n,  dagegen  für  unendliche  v.  Setzen  wir 


*)  Heine,  Theorie  der  KngeUunetionen,  Bd.  I.  pag.  200  ff. 
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SO  ist 

9)  Pv-(x) 


2y**— l 


C.2»-"-»  Ph{z—  l)y dz 

(yä*^  4 )"+*  J \ * — c / (*(1  — *))*(*—  c)" + ' 

0 


Die  Integration  ist  über  reelle  a zu  erstrecken.  Da  hier  nur  v un- 
endlich gross  ist,  so  brauchen  wir  nur  zu  betrachten 

, a(*— 1) 

TZ  — • 


Die  Betrachtung  wird  durch  den  Umstand  ein  wenig  geändert,  dass 
hier  ein  Uustetigkeitspunkt  bei  z ^ c vorhanden  ist,  Ober  welchen 
der  Integrationsweg  nicht  verschoben  werden  darf,  f'z  verschwindet  bei 


Setzt  man 


a = c i Vc*  — e 


±l-a;  + V'x»— 1 


10)  X = rcosgi+isin  (p  Vr*  — 1, 


r reell  und  ^1,  Vr*—  1 ^ 0,  — »r  <;  n,  so  findet  man,  dass 

der  Unstetigkeitspunkt  und  der  dem  unteren  Zeichen  entsprechende 
Verzweignngspunkt  auf  derselben  Seite  der  reellen  Achse  liegen, 
während  der  dem  oberen  Zeichen  entsprechende  Verzweignngspunkt 
auf  der  entgegengesetzten  Seite  liegt.  Der  Unstetigkeitspunkt  liegt 
in  der  Mitte  der  Verbindungsgeraden  der  beiden  Verzweigungspnnkte. 
Die  Curve  (b)  geht  vom  Unendlichen  zu  einem  Verzweignngspunkt, 
dann  Uber  den  Unstetigkeitspunkt  zwischen  die  Nnlipnnkte  0 und  1 
hindurch  zum  zweiten  Verzweignngspunkt  und  von  da  nach  dem  Un- 
endlichen, wie  man  leicht  durch  Auflösung  der  Gleichung  2)  nämlich 


ü -f  Ki  > , 

erkennt.  Es  folgt  hieraus,  dass  wir  über  den  Punkt 

— 1 — x-|-Vx* — 1 


*0 


■ H-Vc*- 


2Vx*— 1 


_ . z(z 1)  - . I 

integnrcn  müssen.  Setzt  man  m tür  3 ein 

es  über  in  — ^(1  — 2(l-|-x)s*-|-ro),  wo  tq  höhere  als  die  zweite 

— c 

3(3 1) 

Potenz  von  z enthält.  Setzt  man  diese  Werte  für  z und  in 


I 


Pv"{x) 
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9)  ein,  so  findet  man  als  erste  Annähemng 

Ans  der  NfthemngsfonncI 

log/7(v)  ■=  (v4-i)logv— v+ Jlog2« 

findet  man  dann  in  erster  Annäherung 

(X  — 1 V** 

yiil-l)  1.3.5  ...  2n  — 1 

Haben  x und  Vx* — 1 einen  negativen  reellen  Teil,  so  ist  obiges 
Integral  = iTsTö"  2» -i' 

T,  1 X ')/  1 

Falle  über  den  Verzweigungspunkt  — integrirt  wer- 

den.  Für  Werte  von  z mit  positivem  reellen  Teile,  die  in  einem  um 
z = 1 mit  dem  Radius  2 beschriebenen  Kreise  liegen,  findet  mau 
11)  sofort  ans  der  hypergeometrischen  Reihe  für  iV(z),  die  nach 

1 — X , . . 

— 2 - fortschrojtet*). 


Ist  n unendlich,  dagegen  v endlich,  so  findet  Herr  Heine 
Pv"(x) 


(2«)-  ’ 


wenn  | = z — Vz* — 1 und  Mod.  | <C  1 ist.  Diese  Formel  erhält 
man  leicht  aus  dem  Integral  für  Jr"(x),  wenu  man  mit  Hülfe  der 
Substitution 


sin  qp 


Bin  t] 


X cos  Tj  Vz* — l ’ 

das  Integral  verwandelt  in 


SIUIJ 


sinip 


z -}-  cos<p  Vz*  — 1 


12) 


7t 

Pr"(z)  =C(,Vx*~  \y^ sinä‘’7?(z—  cos  TiVx*  — 1)»->'  rflj, 


wo  auf  reellem  Wege  integrirt  wird.  Mit  Hülfe  der  Substitution 
cos  tj  = 2**  — 1 


')  i.  o.  pkg.  321. 
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findet  man  dann  das  Resultat  Sind  v nnd  n nnendlich  gross,  da- 
gegen n — V endlich,  so  findet  man  aus  12),  indem  man  den  Integra- 
tionsweg beibehält; 


P,»{x)  = 


TtCI7(2v) . ^^/x*  — 1 . 

^U{v)IHv) 


der  Zablfactor  ist  nahezu  = 1,  also 

13)  Pr"{®)  = (Va;*— l)»’*'-» , 

wenn  n— v endlich  positiv  oder  negativ,  x einen  positiven  reellen 
Teil  hat,  und  n nnd  v nnendlich  gross  sind. 

Für  die  zngeordnete  Function  zweiter  Art  Q,’*(a:)  gibt  Herr  Heine 
für  den  Fall,  dass  v endlich,  n unendlich  ist,  den  Näherungsausdruck 

Q,-(x)  -■  (l-|«)-»(2|)«+i.Mod{  < 1. 

Denselben  Wert  können  wir  leicht  ans  dem  F.  Neumann’schen  Integral 


(Vx*-iym2n  + 2)  /‘ILi 

14)  2Qr  (x)  — 2»»+in(n)n(n  + l)  J (*- 


+1 


(1— y*)**dy 

y)«tl-+l 


hcrleiten.  Ist  **  nicht  positiv  und  <;  1,  so  ist  über  die  reelle  Achse 
zu  integriren.  Setzen  wir  y = 2a — 1,  so  geht  das  Integral  über  in 


14a) 


1 

— 1)*’77(2»-|-2)2"-«'  f'/^  g(l— »)  dz 


welches  dem  unter  9)  analog  ist.  Ist  wieder 

»(!-«) 


1 -^a; 


SO  verschwindet  f’z  bei 


l-j-*iV®*  — 1 

*0  — 2 ' 

Durch  die  Substitution  10)  für  x findet  man,  dass  man  Ober  den  Punkt 


*0 


_ 1-j-a:  — V** — 1 


integriren  muss ; da  der  Unstetigkeitspnnkt  und  der  Punkt 
1 -4-X-4-  V**  — 1 

2 derselben  Seite  der  reellen  Achse  liegen.  Setzen  wir 
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so  wird 


~ = »o+?> 


»(1— g) 

L+? 


V?=T  ^ ^ V 


wo  r höhere  als  die  zweite  Potenz  von  I;  enthalt  Der  Factor  von 
1 — 

J*  ist  = Gleichung  14a)  ergibt  dann  in  der  Tat 

15)  Qr-(*)  =■  (l-|»)-t(2i)"+>. 


Ist  n endlich,  dagegen  v unendlich  gross,  so  kann  man  ans  14) 
sofort  einen  Kahemugswert  ableiten.  Liegt  z.  B.  x auf  der  negativen 
Seite  der  reellen  Achse,  so  ziehe  man  von  x Gerade  nach  den  Punkten 
d:  1 and  verlängere  sie  in  die  positive  Halbcbcne.  Der  absolute 
Betrag  der  zu  integrirenden  Function  wird  dann  von  + 1 und  — 1 
ans  sehr  rasch  auf  der  Verlängerung  dieser  Geraden  abnehmen.  An- 
statt nun  Uber  die  reelle  Achse  zu  integriren,  integriren  wir  von  — 1 
Uber  die  durch  — 1 gelegte  verlängerte  Gerade  bis  ins  Unendliche, 
im  Unendlichen  zum  Unendlichkeitspnukte  der  verlängerten  Geraden, 
die  durch  -}-l  geht,  und  auf  dieser  Geraden  bis  +1.  Da  das  Inte- 
gral im  Unendlichen  verschwindet,  so  bleibt 


Q,«(x)  = 


(Va*—  1)” . 1 . 3 ...  2n+ 1 /' 

2.2.4.G  ...  2n  \J(a— a)"+»+i 
-1 


(1— 2*)«da\ 
(x—  a)»+»’+V' 


Setzt  man  im  ersten  Integral  statt  z ein:  — 1 — (l  + a)s,  im  zweiten 
1 — (x  — 1),  so  wird  in  erster  Annäherung 


16)  2Q,«(x)  =(ya*  - D». 


1.3.5  ...  2»-t-l/ 

yM-f  1 


, (- 

V(x-i)*''*“  (x-fi)”/ 


Die  Formel  wird  ungültig  fttr  die  Punkte  x = ^ 1 , so  wie  für  un- 
endliche X,  gilt  aber  noch  für  reelle  x zwischen  -f-1  und  — 1. 


Leipzig,  den  24.  Juli  1880. 
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Appell:  Sur  de$  polynomes  de  deux  variable.^ 


XV. 

Sur  des  polynonies  de  deux  variables  analogues 
aux  polynomes  de  Jacobi. 


Pnr 

P.  Appell. 


En  sc  proposant  de  g6n6raliser  les  polyuömos  de  Logendro, 
M.  Hermite  a et6  conduit  k s’occuper  des  polynömes 

9m+n(ll_X*  — yS)in+K 
dx"'8y’' 

(voir  Comptes  Rendus  t.  LX.  et  Journal  de  Grelle  t 64.);  depnis, 
ces  polynömes  ont  6t6  ^tudi^s  par  Didon  (Annales  de  l’Ecole  Nor- 
male t.  V,  annde  1868). 


De  memc  qne  les  polynömes  de  Legendre  se  rattachent  ä la 
sdrie  hypergdomdtrique  de  Gauss,  les  polynömes  (1)  de  >1.  Hermite 
se  rattachent  aux  sdries  hypergdomdtriques  de  deux  variables  qne  j'ai 
considerdes  (voir  Comptes  Rendus  t.  XC  et  XCI).  Mais,  l’on  sait 
qne,  de  la  sdrie  hypergdomdtrique  de  Gauss,  Jacobi  a deduit  des 
polynömes  plus  gdndraux  qne  ceux  de  Legendre  et  comprenant  cenx-ci 
comme  cas  particulier  (voir  Journal  de  Grelle  t.  56).  Je  me  propose 
ici  d’dtudier  et  de  rattacher  aux  sdries  bypergdomdtriques  de  deux 
variables  les  polynömes 


(2)  A„ 


■y) 


0iM  + n^j,.m+a  ^«+^(1 — x — y)”»  + «+c] 

9x”*  dy** 


qui  sont,  comme  on  le  voit,  analogues  aux  polynömes  de  Jacobi. 
Dans  cette  dqnation  (2)  les  lettres  a,  b,  c ddsignent  des  nombres 
qnelconqucs,  m et  n des  entiers  positifs ; A„.n  cst  alors  on  polynöme 
en  z et  y de  degrd  m-f-  «- 


analogu€s  aux  poiyndmes  de  Jacohi. 
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I.  Tont  d’abord,  voici  comment  on  peut  fomer  deux  6qaations 
differentielles  lin6aires  da  socond  ordrc  aux  ddrivees  partielles  aux- 
qoelles  satisfait  le  polynöme  Am.n- 


Posons,  pour  abrdger. 


(3) 


et  seit 


R = — X y)»+"  + c 

S --  j;«+ay«+»(l X y)»  + » + «-l 

9“+«  [x'»  t ay"+*  (1  — X — y)"'+"+'] 

P 77  Q TT 

0>**+**  (a  — X — y)***4'**+®J 

V =.  X-"!,-» 


Cettc  fonction  V est  uno  fonction  homogene  de  degrd  tn-j-K-f-c  des 
trois  variables  x,  y,  z\  eile  se  rdduit  k V lorsqu’on  y fait  z = 1.  En 
appliqnant  ä K le  thdordme  des  fonction  homogdnes,  on  a 


or 

dV  a,  . . a»+»fx»»+«««+6(a  — X — 

& “ + n + ^ Sx’^dy—- ^ 


ilors,  si  dans  Pidentitd  (4)  on  fait  z — 1,  et  si  l'on  remarque  qne  V 
dV  0<»+"S 

se  rddnit  i 1/  et  ^ + on  voit  que  cette 

identitd  devient 


SU  . SU 


0»*  + »S 


OU  OU 


00  enfin 

(5) 


0”+“S 


. — T 


Cela  posd,  de  l’expression  (3)  de  R on  tire  par  la  diffdrentiation 
Sr 

X — {tn  -|-a)Ä-|“x(frt-|-T»“^  c}5  = 0 

Diff^enüons  le  premier  membre  de  cetto  derni^re  relation  m+l 
fois  par  rapport  i x,  n fois  par  rapport  ä.  y ; nons  obtenons 
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ApptH:  Sur  des  polynomes  de  deux  variables 


(6) 


0"+"+2ä 


5«+«  + l/£ 


-(«-!)  ^«+l^  + =^("‘+  " H-«-)  0^+1 


9“+«S 

+ (w»4-l)(m-j-n  + c)  3^i,r0^  “ 


Or,  on  a 
et,  d’apr6s  (5) 


0"  + "Ä 
dy" 


x^t/‘U 


3«f"S 

(m  + n + c)g^~g^  -=-x»j^r 


l’öciuation  (6)  devient  donc 

3[z®y‘t7]  5[i“.v‘7’] 

cx^  ^ ' dx  ox 

— (m+l)i"/7’.=  0 

ou  bien,  en  effectuant  Ics  difTörentiatious  et  r^duisant 


Enfin,  en  rompla^ant  T par  sa  valeor  (3),  on  obtiont,  pour  U,  l’cqaa- 
tion  differentielle 

(7)  (*-*»)g^j--zy^  + [a  + l-(a-n  — c + 2)z]g~ 

— (a-f  m+l)y^4-(o+m-|-l)(m-|-n  + c)t;  =-  0 


Par  raison  de  syra6trie,  on  pout  6crire  immediatenieut  une  secondc 
^quation  differentielle 

TT  TT 

(T)  {y-y*)  g^r  - 0^0J,  + [Ä  + 1 -(6- m-c+  2)i,]g- 

9 U 

— (4-}*”  “I“  1)®  0^  "I“  (*'4'"  “1“  1 )("•■!“**  4"  ®)  ^ = 0 

Comme  on  a 

U={\-x-yYA„,n 

on  dednit  facilemeut  des  equations  (7)  et  (7')  deux  6quatious  diffe- 
rentielles anxquclles  satisfait  le  polynöine  A„,k.  Mais  il  est  inatilc 
d’6crire  ici  ces  deux  equations. 

II.  Les  equations  (7)  et  (7')  permettent  de  ramener  le  poly- 
nöme  A„,.n  aux  series  hypergeometriques  de  deux  variables.  Ä cet 


analoguea  aux  polynSmes  de  Jacobi. 
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effet,  convenons  de  d^aigner  le  produit  1(1  + 1) ...  (1-j-it — 1)  par 
(1,  k)  et  de  faire  (1,  0)  = 1 ; la  s6rie  qu’il  importe  de  consid4rer  est 
la  sniTante 


ß,  ß\  y,  /,  x,  y)  ==  -£ 


(g,  CT  + n)  (ß,  m)(ß',  n)  ^ ^ 

(y,  ”>)(/>  »)(li 


la  sommation  a’^tendant  anx  valeors  enti^res  de  m et  n depuis  z6ro 
jnsqn’ä  l’infiui.  Cctte  fourtion  aatiafait  aux  deux  äquationa  diff^- 
rentiellea 

(8) 

1 y ^ 1 I - 0 

ds  dz 

“2'*^  0?  “ (“  + ^'+  “ 0 

ainsi  qu’il  eat  facile  de  le  vörifier.  (Voir  Comptea  Rondus,  t.  XC. 
p.  296).  Or  CCS  6quations  (8)  se  r^duisent  aux  6quationa  (7)  et  (7') 
si  Ton  fait 

o = — (fa+n  + <?),  ß ~ g + T»  + 1,  ß'  — & + n + 1 
y = a+l,  y'=b-\-l 

Donc  la  fouction  U et  la  fonction 


s=(o+l,  m)(J+l,  n)Fg( — (m+n-f-c),  o+m+1,  J-|-«+l,a+l,6+l,z:,y) 

satiafont  aux  meraea  dquationa  diffärentiellea  (7)  et  (7');  et,  ai  Ton 
remarque  de  plus  qne,  pour  x = y =-  0,  lea  fonctiona 

du  du  dH^ 

dx  ’ Sy  ’ dxdy 

prcnnent  reapcctivcment  lea  memea  valeura  que 

dl  dz  d*z 
*’  dx'  öy’  dxdy 

on  voit  que  U = z,  et  par  suite  le  polynöme  Am.n  qui  est  6gal  ä 
(1— X— y)-'üest  donu6  par  la  formule  suivante  oä  Ä=(o+l,m)(6+l»") 

(9)  Am,n  = 17.(1 —x  — y)-'F,[—(m-|-n+c),  a-fro+l,  H^+l> 

g+1,  H-1.  *)  y] 

Mais  cette  fonnule  ne  met  pas  en  6vidence  cc  fait  que  Am,n  eat  nn 
polynöme.  Pour  le  mettre  en  övidence,  appliqnons  la  formule  sni- 
vante  facile  k dömontrer 


ß,  ß',  y,  y\  X,  y)  = 

(1— X — y)-«Fj(^o,  y—ß,  y'—ß’,  y,  y' , 


T«U  LXTL 


®+y— 1/ 
16 
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Appell:  Sur  des  polynömes  de  deux  variables 


On  a alors 


Fj [— (f/i-j-n+c),  o-4-m+l,  “+!)  *+l>  !/)  = 

(1— a:— y)’"+"+‘Fjj^-(m-)-»»-|-c),  - m,  -n,  n+1,  i+l,  j y y ~~f] 

d’oü 

(10)  Am.n  •=■  /f.  (1  — X — y)”+"F,  j^— (m-j-n-)-c),  — m,  — n,  a+1, 

H-y— 1‘  *+y— ij 

formale  dans  laquelle  le  second  membre  est  an  polynöme  de  degr^ 
n»  + ")  l®s  616ments  ß,  ß'  ont  des  valears  euti^res  negatives. 

in.  Sapposons  maintcnant 

a + l>0,  4+l>0,  c + l>0 

ot  d^signous  par  B an  polynöme  qaelconqae  en  x et  y.  Soit 

(11)  1 = ff  xf’ (1  — X — yYAm.n  ■ B . tlxily 


l’intögrale  doablo  ötant  ötcudae  aax  valears  reelles  de  r et  y telles 
qae 

(12)  x>0,  y>0,  l-x-y>0 

En  remplafant  le  polynöme  Am.n  par  son  expression  (2),  on  a 


'=// 


C>«+“[z’»+«y"+*(l  —X  — y)"‘+"+‘] 
0x"3y«  ' 


B . <lxdy 


Or,  la  formale  gönörale  d’intögration  par  parties 

/iVY  dX  dP-^Y  , . , 

^<hp  “ ^dd>-^  ~ ,h  ■ + ■••  + (— i)'’y  ^ 


<lx 


appliqaöc  saccessivemcnt  aax  variables  x et  y dans  l’intögrale  I, 
montre  qae  cette  intögrale  peat  se  mettre  soas  la  forme 

(13)  /=  (— 1)>"+» J J x"l"y"l‘(l— I — y)"+"+'^g-^(ir<ty 

c*r  tons  les  termcs  integrös  s’annulent  aax  limites  (12).  II  rösulte 
de  cette  forme  (13)  de  l’iiitögrale  / qnc,  si  B est  un  pol>’uöme  de 
degre  moindre  qae  m+n  ou  bien  an  polynöme  de  degre  m+w  ne 
coutcnant  pas  de  terrae  en  x^y**,  riutegralo  / est  ögale  ä zöro;  en 
0">  + "Z< 

effet  dans  ces  deax  cas  = 0. 

öx"oy" 


analogues  aux  polynomes  de  Jacobi. 
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Faisous,  en  particulier  B = A^^v',  c’est  ä dire  rempla^ous  B par 
un  des  polynomes  (2).  Si  l’on  pose 

/.»y''”  = (1  — x—yYAm,H  Afi.rdxdy 

rint6gration  etant  6tendue  aux  valeurs  (12),  on  voit,  d’apr^s  ce  qui 
pr6c6de,  que  l’on  a 

= 0 

si  w»-j-n  ^ fi-f- V.  Si,  au  contraire, 

ni-f-«  = 

on  d’apr^s  (13) 

= (—  1)’"+« JJ  a:”'t“j»l*(l  _i  — y)Mtn+c  dxdy 

B^^”Au  V 

Comme  gj.«igyM~  constante,  car  Au,r  est  suppos6  de  degr6 

i7»  + n,  et  que 


// 


1^  (1  — X — y)"'  I " ( ‘dxdy 


on  a 


Flm -(- a -}- 1 ) Jr(n -j- 4 -|- 1 ) f’(n» n -[- c -|- 1) 
f(2m-}~5ä»'4'“"f~^~("  ®"f"3) 


(15)  /«.»“•' =(-l)’"+“-gi-ygy'^X 

r(m+a+l)r(»  + 4 + l)r(m4-n  + c+l) 
J’(2f»  -|-  2rt  -|-  fl  -|-  b -|-  c -j-  3) 

gm-|-M_^y  y 

(wi-|-»i  >=  M + >')-  La  constante  ~gjm~gy,r  *®  calcule  facilement  au 
moyen  de  l’expression  (10)  du  polynörac  ^1«.». 


Ces  forranles  (14)  et  (15)  permettent  de  calculer  les  coefficienta 
du  ddvelopperaeut  d’uue  fouction  de  deux  variables  a:  et  y en  s6rie 
de  polynomes  Am,»-  En  effet,  seit  ä dcvelopper  F(x,  y)  en  s6rie  de 
la  forme 

(16)  -f'  (Xy  y)  — — ^ ^m.nAm^n 


Voici  comment  on  pent  calculer  les  coefficients  Im.H  des  polynömes 
Am,n  de  degr6  k.  (m-{-n  = k).  Multiplions  les  deux  membres  de 
l’equatiou  (16)  par 

a^^(l  —X  — y)‘Af,,r 


en  supposaut  ft-{-v  = 1-,  et  int^grons  eutre  les  limites  (12).  Dans 
le  denxi^me  membre  toutes  les  integrales  sont  nulles,  sauf  cellos  qui 
r^pondent  aux  polynomes  A„,m  de  degre  k,  et  l’ou  a 


16» 
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ApptH:  Sur  des  polynomes  de  deux  variables 


1 


(17)  ffF{x,y).x‘^(\  — x — y)‘dxdy^ 


Les  entiers  ft  et  v ^taut  assojettis  ä la  scule  condition  fi  J ^ i 

ou  poarra  leur  donner  (i  + l)  syst^mes  de  valeors  qui  fourniront 
6qnaüons  telles  quo  (17).  De  cea  (1  + 1)  6qaations  on  tircra 
les  (i+1)  coefficients 

1*.0,  It-U,  ■ • . ik-f.f,  . . . lojk 


Voici  une  autre  m^thode  ponr  d^terrainer  ces  memes  coefficients 
im.H  dn  d6velopperaent  (16).  Consid6rons  des  polynümes  ^ de 
degri  m + n d6finis  de  la  fagon  suivante:  soit 

1 

(18)  Bm.M  = £ I 

I 

les  (m+n+l)  coefücicnts  er,-  ^tant  d^terminds  par  ces  conditious  qne 
dans  le  second  membre  de  l’6quation  (18),  le  coefficient  de  soit 

6gal  ä l’nnitd  et  les  coefficients  de  tons  les  antres  termes  de  degrt 
TO-f  n eganx  ä z6ro;  co  qui  donne  (m+n-j-l)  6quations  da  premicr 
degr6  ponr  deterrainor  les  (m-|-n-|-l)  coefficients  o,. 

Alors  si  l’on  fait  I 


= ffxOy"  {l  — x — yyAn,.nBf.,^dxdy 

l’intdgration  dtant  dtendne  aux  limites  (13),  on  voit  imra^diatement 
d’apres  les  propri6t6s  des  integrales  pr6c6dentes  /«.«"•>’,  que  Ton  a 

A«, = 0 

si  ^ (t-f-v.  Mais,  si  l’on  snpposo  TO+n  = fi-[-v,  on  a 

d’apres  la  forme  (13)  de  rint6grale  (11) 

Or,  dans  le  polynöme  B/j,r  il  n’y  a qn’un  terme  de  degre  »»-}-»«  ä 
savoir  le  terme  x^y»-  si  donc  on  n’a  pas  m = ji,  » = v,  on  a 

Am.«*'-»  = 0 

meme  lorsque  »i-|-n  = Lorsque 

m = fl,  n =>  V 

dx^dy»  -^yir  c’est  d dire  1.2...m.  1 . 2 .. .», 

car  dans  Bm.„  le  coefficient  de  x^y"  est  l’nnite.  On  a donc 

/ 


analoguts  aux  polyndmes  d*  Jacobi. 
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Km.n 


JT  1 ) n-j-Ä-j- 1 ) ) 


Älors,  pour  d6terminer  les  coefficients  <lm,H  du  d^veloppement  (16), 
mnltiplions  les  deux  membres  de  (16)  par 


I®3^(1  — X — yYBm.ndxdy 


ct  intdgrons  cntre  les  limites  (12).  Dans  le  second  membre  tous  les 
tcrmes  sont  nnls  except6  le  terme  qui  a pour  coefficient  Im.n,  et 
l’on  a 

JfF{x,  y).xf'y^O.-x  — yYB„,ndxdy  = Im,» JT«,»«.» 


d’oü  l’on  tiro  Im.». 


En  supposant,  dana  tout  ce  qui  pr6cede,  e = 0,  on  obtient  des 
formules  un  pen  plus  simples  quo  j’ai  indiquees  sans  ddmonstration 
dans  le  tomc  XC  des  Comptcs  Rendus  p.  731. 


Dijon,  le  26  octobre  1880. 
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Hoff  mann:  Uebtr  ein«n  specieVen  Fall 


XVI. 

lieber  einen  speciellen  Fall 
des  Apolloniechen  Tactionsproblems. 


Von 

K.  E.  Hoffmann. 


§ 1. 

In  allen  einem  und  demselben  Kreise  einbescliriebenen  Dreiecken 
von  gleicher  Basis  ist  das  V’^erhältnis  der  Linie,  welche  die  Spitze  A 
des  Dreiecks  mit  dem  Halbirungspiinkte  D des  zur  Basis  liC  gehö- 
rigen Bogens  verbindet,  zur  Summe  oder  Differenz  der  Seiten  AB 
und  AC  constant,  je  nachdem  die  Punkte  ^1  und  D auf  verschiedenen 
Seiten  oder  auf  derselben  Seite  von  BC  liegen. 

Thes.  I.  A und  D liegen  auf  verschiedenen  Seiten  von  BCi 
(AB-\-  AO-.AD  — const. 

II.  A und  Dj  liegen  auf  derselben  Seite  von  BC\ 

{AB  — AC) ; ADj  = const. 

Bew.  I.  (Fig.  1).  Da  arc.BC  = CD,  ist  Wkl.  BAD  ^ CAD  ^ 
DBE\  ausserdem  ist  Wkl.  ABE  — ADC\  daher  Dreieck  ABE  ähn- 
lich ACD  und 

AB:  AD  = BE:  CD  = BE:  HD. 


Da  ferner  Wkl.  ADB  = ACE  und  Wkl.  BAD  — CAE,  ist  Dreieck 
ABD  ähnlich  ACE-,  daher: 


AC-.AD  ■=  CE-.BD. 


des  Apollonischen  T^tionsprohlems. 
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Durch  Addition  beider  Proportionen  folgt: 

(AB  -j-  AC) : AD  = (BE  + CE) : BD  — BC:  BD  = const 

II.  Da  arc.  BD^  — CD^ , so  ist  die  Differenz  der  Bögen  BD^ 
und  AC  gleich  AD^-,  daher  ist  Wkl.  BE^D^  = ABD,-,  die  Dreiecke 
BE^L>i  haben  ausserdem  den  Wkl.  AD^B  gemeinschaftlich,  sind  also 
ähnlich;  daher: 

AB:ADi  = BEi-.BDj. 

Da  ferner  noch  Wkl.  BCA  sowohl  den  Wkl.  BD^A  als  auch  Wkl. 
ACE^  zu  2R  ergänzt,  ist  auch  Dreieck  BD^A  ähnlich  ACE^  und 

AC-.AD^  =■  C£, 

Durch  Suhtraction  findet  man  hieraus: 

(AB  — AC) : ADj  = (BE^  — CE^) : BD,  = BC : BD^  = const. 


§ 2. 

Werden  zwei  Kreise  von  einem  dritten  gleichartig  (beide  von 
aussen  oder  beide  von  innen)  berührt,  so  schneiden  sich  die  Linien, 
welche  die  Berührungspunkte  beider  Kreise  und  des  Berührungskreises 
mit  den  Berührungspunkten  einer  äusseren  gemeinschaftlichen  Tan- 
gente beider  Kreise  verbinden,  auf  dem  Berührungskreis,  so  dass 
dieser  Schnittpunkt  K ein  Punkt  gleicher  Potenzen  für  beide  Kreise 
ist  und  die  Linie,  welche  diesen  Punkt  K mit  einem  Schnittpunkt 
der  äusseren  gemeinschaftlichen  Tangente  beider  Kreise  und  des  Be- 
rUhrungskreises  verbindet,  gleich  der  Potenz  dieses  Punktes  K in 
Bezug  auf  einen  der  beiden  Kreise  ist 

Sind  nämlicb  iW,  und  die  Centra  der  beiden  Kreise  (Fig.  2 
und  3),  Q und  S die  Berührungspunkte  der  äusseren  gemeinschaft- 
lichen Tangente,  R und  B,  die  Berührungspunkte  der  beiden  Kreise 
mit  dem  dritten,  und  schneidet  die  äussere  gemeinschaftliche  Tangente 
den  dritten  Kreis  in  A und  B,  dann  gilt: 

Thes.  I.  RQ  und  R,S  schneiden  sich  in  K auf  dem  dritten  Kreis, 
n.  EA^  ^ EQ.KR=  KS.KRj  KB\ 

Bew.  BB,  schneide  den  ersten  Kreis  in  E und  den  zweiten  in 
E\  dann  ist,  da  B und  B,  mit  dem  äusseren  Aehnlichkeitspnnkte  P 
beider  Kreise  in  gerader  Linie  liegen,  A/gB,  parallel  M^E  und 
j'fjF  parallel  A/,B;  ferner  B,S  parallel  EQ  und  FS  parallel  BQ; 
daher  Wkl.  RKRj  — RQE  — \RM^E  = JBA/B, , da  sich  BA/,  und 
B,3fj  im  Centrum  Af  des  Berühmngskreises  schneiden ; da  also  RKR^ 
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gleich  der  Hälfte  des  Centri Winkels  RMR^  ist,  liegt  K auf  dem  Be- 
rOhmngskreis.  Dann  sind  aber  die  beiden  gleichschenkligen  Dreiecke 
RQM^  und  RKM  ähnlich,  daher  ist  MK  parallel  Af,Q;  zieht  man 
nun  durch  K eine  Parallele  zu  QS,  welche  die  verlängerte  ifÄj  in  O 
schneidet,  so  ist  MK  senkrecht  auf  KO,  mithin  KO  eine  Tangente. 
Legt  mau  ferner  aus  O die  zweite  Tangente  an  den  Kreis,  deren 
Berührungspunkt  /T,  sein  möge,  und  schneidet  Ä’Ä’,  die  RR^  in  G 
und  die  Tangente  QS  in  H,  so  ist  ATÄ,  die  Polare  von  O und  die 
vier  Punkte  RR-^GO  liegen  harmonisch;  es  ist  also  K(RR^GO)  ein 
harmonisches  Büschel  und  da  QS  parallel  KO  ist,  muss  QH  = HS 
sein.  Ferner  ist  in  ähnlichen  Dreiecken: 

RP:  RO  = RQ : RK  = RM,  : RM 

also  PA/j  parallel  OM  und  folglich,  da  die  Polare  ATÄ",  senkrecht  auf 
MO,  auch  KKy  senkrecht  auf  PA/,;  da  also  A'/T,  senkrecht  auf  der 
Centrale  A/,A/j  steht  und  die  gemeiusc!  aftliche  Tangente  QS  halbirt, 
erkennt  man,  dass  ATA',  mit  der  Badicalaxc  beider  Kreise  zusammen- 
fällt.  Analog  folgt  daun  weiter,  dass  auch  PA’,  und  P,A,  durch  die 
Berührungspunkte  der  zweiten  gemeinschaftlichen  Tangente  PP,/1, 
gehen  müssen  und  OA',  parallel  A,P,  ist.  Da  nun  KO  parallel  AB 
und  parallel  A,P„  so  sind  K und  P,  die  Halbirungspunkte  der 
Bögen  AB  und  A,P,,  daher  sind  anch  die  Sehnen  KA  =»  KB  und 
P,A,  = P,P,. 

Ferner  ist  Wkl.  JKA  = KRA  = KBA  ^ KAB ; also  Wkl. 
KAQ  = KRA-,  ausserdem  Wkl.  APQ  = APP;  daher  Dreieck  AKQ 
ähnlich  AKR,  folglich:  KQ:  AK  = AK : KR  oder  PA*  = PQ.PP; 
daher  ist  KA  gleich  der  aus  K an  den  um  A/,  beschriebenen  Kreis 
gelegten  Tangente ; da  aber  P ein  Punkt  gleicher  Potenzen  für  beide 
Kreise  ist,  erkennt  man,  dass  ein  mit  dem  Radius  KA  um  K be- 
schriebener Kreis  beide  Kreise  rechtwinklig  schneiden  muss;  ebenso 
schneidet  ein  mit  P,A,  um  P,  beschriebener  Kreis  beide  Kreise 
rechtwinklig;  die  beiden  um  P und  P,  beschriebenen  Kreise  schnei- 
den sich  folglich  auf  A/jA/,  in  den  beiden  Grenzpunkten  eines  Systems 
von  Kreisen,  deren  Centra  auf  A/,A/,,  liegen  und  welche  PP,  als 
gemeinschaftliche  Radicalaxe  besitzen. 


§ 3. 

Werden  zwei  Kreise  von  einem  dritten  ungleichartig  (der  eine 
von  aussen,  der  andere  von  innen)  berührt,  so  gilt  ein  Satz,  welcher 
ans  dem  in  § 2.  gegebenen  daulurch  hervorgeht,  dass  man  den  äusse- 
ren Aehnlichkeitspunkt  beider  Kreise  mit  dem  inneren  und  die  äusse- 
ren gemeinschaftlichen  Tangenten  mit  den  inneren  vertauscht. 

Beweis  bei  gleicher  Bezeichnung  fast  wörtlich  wie  § 2.  (Fig.  4). 
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§ 4. 


Werden  zwei  Kreise  von  einem  dritten  gleichartig  (beide  von 
anssen  oder  beide  von  innen)  berührt,  dann  sind  die  Verbindungs- 
linien der  einander  entsprechenden  Punkte,  in  welchen  die  inneren 
gemeinschaftlichen  Tangenten  beider  Kreise  von  dem  dritten  Kreise 
geschnitten  werden,  den  äusseren  gemeinschaftlichen  Tangenten  parallel. 

Construction : (Fig.  5.)  3f,  und  seien  die  Centra,  a,  ß,  n,  und 
ßi  die  Berührungspunkte  der  inneren  gemeinschaftlichen  Tangenten, 
R nnd  Rj  die  Berührungspunkte  des  dritten  Kreises,  a^ß  schneide 
den  dritten  Kreis  in  A und  und  o/J,  denselben  in  B und  B^,  end- 
lich sei  K der  Halbirungspnnkt  des  Bogens  AB,  und  die  Verbindungs- 
linien der  Paukte  A,  K und  B mit  R und  Rj  mögen  die  beiden 
Kreise  in  den  Punkten  D,  Q,  C und  F,  S,  E treffen,  und  QS  schneide 
RRj  in  P-,  dann  gilt: 

Thes.  I.  QS  ist  eine  äussere  gemeinschaftliche  Tangente; 

II.  AB  parallel  QS  und  A^B^  parallel  QjS,. 

Bcw.  Nach  dem  Satze:  „Die  Verbindungslinien  der  Endpunkte 
zweier  durch  den  Berührungspunkt  zweier  Kreise  gelegten  Sehnen 
sind  einander  parallel“  ist  zunächst  sowohl  CQ  als  auch  ES  parallel 
AK  und  ebenso  QD  parallel  SF  parallel  BK  nnd  CD  parallel  EF 
parallel  AB\  die  Dreiecke  CQD  und  ESF  sind  daher  ähnlich  und 
in  ähnlicher  Lago,  folglich  sind  die  Radien  nach  entsprechenden 

Punkten  parallel,  z.  B.  MiQ  parallel  M^S.  Bestimmt  man  nun  die 
Potenzen  der  Punkte  A und  B in  Bezug  auf  beide  Kreise,  so  findet 
man: 

1)  Aoj.  = VaRi.AF 

2)  Aß  = Var.  AD 

3)  Ba  = VbrTbC 


und,  wenn  man  2)  von  1)  und  4)  von  3)  abzieht  und  beachtet,  dass 
“/*i  = “iß  ist, 

. AF—  Var.  AD  = Vbr^—VrRi  ■ RD 

oder  geordnet: 

5)  Var. AD -f  V BR  BO  — ■VJr^^äf-\- Vbr^  . be. 

Man  bat  aber  weiter  aus  ähnlichen  Dreiecken: 


4) 


Ä/S,  = V^i-BE 
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AD-.KQ^  AR  ; KR 
BC-.KQ  = BR;  KR 
AF;  KS  = AR^  .KR^ 

BE;KS=  BR^-.KR, 

Berccliiiet  inau  in  diesen  Proportionen  die  ersten  Glieder  und  seUt 
die  gefundenen  Werte  in  5)  ein,  so  folgt: 


Aus  6)  folgt  weiter; 


da  aber  nach  § 1 


AR-\-  BR  AR^  4-  i#Ä,  AB 
KR  Ä7f,  ” ÄÄ 

ist,  erkennt  man,  dass  auch 


7)  KQ.KR  = KS.KR^ 

sein  muss,  mithin  die  Punkte  Q,  S,  R und  77,  auf  einem  Kreise  liegen. 
Nun  sind,  wie  oben  gezeigt  wurde,  die  Radien  ^f^Q  und  parallel, 
daher  geht  QS  durch  den  äusseren  Aehnlichkeitspuukt  beider  Kreise; 
durch  denselben  Punkt  geht  aber  auch  RR, ; folglich  ist  P der  äussere 
Aehnlichkeitspunkt,  und  da  Q,  S,  R und  77,  auf  einem  Kreise  liegen,  ist 

8)  PQ.PS=PR.PR„ 

Q und  S sind  also  potenzhaltigc  Punkte  beider  Kreise  und  da  sie  zu 
parallelen  Radien  geboren,  ist  QS  eine  äussere  gemeinschaftliche  Tan- 
gente. Da  endlich  Q den  Bogen  CD  halbirt,  so  ist 

QS  parallel  CD  parallel  AB. 

Genau  auf  dieselbe  Weise  zeigt  man,  dass  die  zweite  Verbindungs- 
linie A,77,  der  zweiten  äusseren  Tangente  parallel  sein  muss. 


Bern.  I.  Im  vorausgehenden  ist  der  Beweis  geführt  für  den  Fall, 
in  welchem  77  und  77,  beide  ausserhalb  der  Bügen  aß  und  n,/3,  lie- 
gen. Rückt  77,  gegen  /3,  hin,  so  nähern  sich  die  Punkte  B und  ü, 
einander  und  wenn  77,  mit  /?,  zusammenfällt,  fallen  auch  B und  ß, 
in  diesem  Punkte  zusammen;  kommt  77,  zwischen  ,d,  und  n,  zu  lie- 
gen, so  vertauschen  B und  77,  ihre  Lage  und  die  Linien  AB  nnd 
A,77,  kreuzen  sich;  bewegt  sich  nun  auch  77  über  ß hinaus,  so  ver- 
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tauschen  auch  A and  ihre  Lage,  so  dass  dann  AB  über  A-^B^  zu 
liegen  kommt;  immer  aber  bleibt  AB  parallel  Qß  und  A-^B^  parallel 


n.  Die  Halbirungspnnkte  K und  K-,  der  Bögen  AB  und 
sind  Punkte  gleicher  Potenzen  in  Bezug  auf  beide  Kreise,  daher  ist 
KK-^  deren  Radicalaxe;  denn  KR.KQ  = KRj.KS  und  /fjÄ.Ä’Q,  = 
. /TjS,.  In  dem  vorstehenden  Beweise  ist  zugleich  ein  zweiter 
Beweis  fOr  den  in  § 2.  ausgesprochenen  Satz  enthalten. 

III.  Der  Satz,  dass  die  Linien  QR  und  SR,  sich  auf  dem  Be- 
rhbrungskreise  schneiden  müssen,  führt  zu  einem  speciellercn  Satze, 
wenn  man  statt  des  zweiten  Kreises  (um  .W*)  eine  Gerade  L annimmt. 
Dann  werden  nämlich  sowohl  die  beiden  äusseren  als  auch  die  inne- 
ren gemeinschaftlichen  Tangenten  zu  je  einer  Geraden,  welche  durch 
die  Endpunkte  eines  zu  L senkrechten  Durchmessers  parallel 
mit  L gezogen  werden;  der  Punkt  S fällt  ins  Unendliche  und  R,S 
ftUlt  mit  L zusammen;  der  Punkt  K ist  in  diesem  Falle  also  der 
Schnittpunkt  von  QR  mit  L,  und  da  K auf  dem  Berührungskreiso  lie- 
gen muss,  und  der  einzige  Punkt  von  L,  welcher  diesem  Kreise  an- 
gebört,  R,  ist,  erkennt  man,  dass  K mit  R,  zusammenfällt,  mithin 
die  Punkte  Q,  R und  R,  in  einer  Geraden  liegen.  Man  erhält  also 
den  bekannten  Satz: 

Werden  ein  Kreis  K und  eine  Gerade  L von  einem  zweiten 
Kreise  berührt,  so  liegeu  die  beiden  Berührungspunkte  und  ein  End- 
punkt eines  zu  L senkrechten  Durchmessers  von  K in  einer  Geraden, 
(cf.  Heiss,  Lehrb.  der  Geom.  1.  Teil,  XIV.  2). 


Werden  zwei  Kreise  von  einem  dritten  nngleichartig  (der  eine 
von  ansseu,  der  andere  von  innen)  berührt,  dann  sind  die  Verbin- 
dungslinien der  entsprechenden  Punkte,  in  welchen  die  äusseren 
gemeinschaftlichen  Tangenten  den  Berührnngskreis  schneiden,  den 
inneren  gemeinschaftlichen  Tangenten  parallel  und  die  Ilalbirungs- 
punkte  der  zu  diesen  Verbindungslinien  als  Sehnen  gehörigen  Bogen 
des  Berührungskreises  sind  Punkte  gleicher  Potenzen  in  Bezug  auf 
beide  Kreise.  Bei  analoger  Bezeichnung  wie  in  § 4.  ist: 

Thes.  I.  (Fig.  6.)  AB  parallel  QS  und  II.  KR.KQ  = KR,.KS. 

Bew.  Es  gelten  hier  ganz  ähnliche  Schlüsse  wie  in  § 4;  nur 
lautet  die  5)  hier: 


QtSi- 


§ 5. 


— YaR.AD  -1-  VbR  . BE  = VÄR,  . AF+  VbR,  BE 
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folglich  die  6): 
woraus  sich  dann 


BR  — AR 


KR 

ergibt;  da  aber  nach  § 1 

BR  — AR 
KR 


iKQ . KR  = — Vas.  A'ä, 


AB 

Äk' 


AR^+BRi 


KR^ 


ist,  so  folgt,  dass  auch  hier  die  7)  und  die  8)  gelten,  woraus  sich 
dann  wie  in  § 4.  die  Richtigkeit  der  Behauptung  folgern  lässt 


Bern.  Da  K uud  A,  die  Halbirungspunkte  der  Bögen  AB  und 
yliit,  sind,  folgt,  dass  die  in  K und  A’,  au  den  Berührungskreis  ge- 
legten Tangenten  den  Linien  AB  und  A^B^,  also  auch  den  inneren 
gemeinschaftlichen  Tangenten  beider  Kreise  parallel  sein  müssen; 
der  Schnittpunkt  beider  in  K und  Aj  errichteter  Tangenten  liegt  als 
Pol  der  Radicalaxe  A'A',  in  Bezug  auf  den  Berührungskreis  auf  der 
Verlängerung  von  ÄAj. 


§ 6. 

Der  Kreis,  welcher  die  drei  einem  Dreiecke  ABC  anbeschriebe- 
nen Kreise  ausschliessend  berührt,  geht  durch  die  Halbirungspunkte 
der  Seiten,  die  Fnsspnnkte  der  Höhen,  die  Halbirungspunkte  der 
oberen  Höhenabschnitte  uud  berührt  auch  den  dem  Dreieck  ein- 
beschriebenen Kreis  (Fenerbach’scher  Kreis). 

Constmetion.  (Fig.  7).  Es  seien  die  Seiten  des  Dreiecks  o, 
AC  — b,  AB  ■=  c;  die  Contra  der  die  Seiten  o,  h,  c berührenden 
Kreise  Af„  A/3;  das  Centrum  des  diese  drei  Kreise  berührenden 
Kreises  M\  der  Kreis  um  M schneide  die  Seiten  BC,  AC,  AB  in 
D,  £;  Dj,  £,;  D*,  £*  und  die  Linien  AE,  BE^  und  CA,  in  T,  T^, 
T^\  der  Schnittpunkt  von  AE  und  BE^  sei  H-,  endlich  mögen  die 
anbeschriebenen  Kreise  die  Seiten  BC,  AC  und  AB  der  Reibe  nach 
in  den  Punkten  o,  o„  o,;  ß,  ft,  ft;  j-,  y,,  y,  berühren;  dann  ist: 

Thes.  I.  BD  = CD;  AD^  = CD^ ; AD^  = SD,; 

H.  AE  senkrecht  auf  BC-,  BE^  senkrecht  auf  AC-,  CE, 
senkrecht  auf  AB  -, 

m.  AT—  TH-,  BT’j  = r,D;  CT,  = r,£7; 

IV.  Der  Kreis  um  M berührt  den  dem  Dreieck  ABC  cin- 
heschriebenen  Kreis. 
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Bew.  I.  Aas  § 4.  folgt  unter  Beachtung  der  dabei  gemachten 
Bern.  I.  sofort,  dass  0^0^  parallel  BC-,  DD^  parallel  AC  und  öDj 
parallel  AD  ist;  dann  müssen  aber  D,  D,  und  die  Halbirungs- 
pnnkte  der  Seiten  des  Dreiecks  sein,  denn  z.  B.  BD  = D^D^  = DC  etc. 
Nun  sind  Aa^  = Aa^  = Bß  = Bßf  = Cy  = Cy,  = da- 

her ist  By=  \{a-\-b-\-c) — a = \(b-{-c — a)  und  Cß  = i(b-\-c — o)=»By; 
folglich  ist  Dy  = Dß  d.  h.  D ist  ein  Punkt  gleicher  Potenzen  in 
Bezug  auf  die  um  Afg  und  beschriebenen  Kreise.  Man  erkennt 

also,  dass  die  Punkte  D,  D^,  mit  den  in  § 2.  nnd  § 4.  besproche- 

nen Punkten  K znsammenfallen. 

II.  Ist  O der  äussere  Äebnlichkeitspunkt  der  um  und 
beschriebenen  Kreise,  so  ist,  da  iJ,  und  R3  mit  O in  gerader  Linie 
liegen. 


Nun  teilt  O die  Strecke  BC  äusserlich  nach  dem  Verhältnis  c:i; 
daraus  folgt,  wenn  man  CO  als  Unbekannte  betrachtet: 


dann  ist  aber 


OD.OE  = ORfORi  — Oß.Oy. 


a(i+c) 

2(c-4) 


ferner 


Oß  = OC—Cß  = — i{6+c  — o)  = 


(i+c)(a+i-c) 

2(c-*) 


und 


Oy  = OC+  Cy  = -= 


(i-f-c)(a  — 
2(c-6) 


daher  ist: 


.[a*  — (i  — c)*] 


und  endlich 


folglich 


daraus  erhält  man  aber 


BE*— CE*  = (BE  + CE)  (BE— CE)  = = c*—b* 


oder 


BE*—  CE*  — AB*  - AC* 
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daher  ist  AE  senkrecht  auf  BC.  Ganz  analog  zeigt  man,  dass  auch 
BKj  senkrecht  auf  AC  und  CE^  senkrecht  auf  AB  ist. 

III.  Da  die  Winkel  DET  und  ö, K,'/’,  Rechte  sind,  sind  DT 
und  Dj'I\  Durchmesser  des  Berührungskreises;  daher  ist  DD^TT^ 
ein  Rechteck  und  TT,  gleich  und  parallel  DD^ ; da  aber  DD,  parallel 
AB  und  =■  \AB,  so  ist  auch  7T,  = jAB  und  parallel  AB-,  daher 
ist  .47'=  77/  und  BT^=  TiH  und  ebenso  findet  man,  dass  CTg=  TfH. 
Da  ferner  die  Höhen  eines  Dreiecks  die  Winkel  des  durch  ihre  Fuss- 
punkte  bestimmten  Dreiecks  balbircu,  erkennt  man,  dass  die  Punkte 
T,  T,  und  Ti  die  Bögen  E^E  und  EE,  halbiren.  Die  Dreiecke 
T'1\T^  und  /7D]/Jj  sind  cougruent  und  ABC  ähnlich. 

IV.  Denkt  man  sich  einen  Kreis  construirt,  welcher  zwei  an- 
heschriebene  Kreise  des  Dreiecks  ausscliliessend,  den  einbeschriebeuen 
Kreis  aber  einschliessend  berührt,  so  findet  man  wie  in  I.  unter  An- 
wendung von  § 5,  dass  die  Verbindungslinien  der  Schnittpunkte  des 
Berühmngskreises  und  der  Dreiecksseiten  letzteren  parallel  sein  müs- 
sen, also  mit  D/7,,  D,D^  und  D^D  zusammenfallen,  dass  also  der 
Berühruugskreis  und  der  Feuerhacli’sche  identisch  sind. 

Bern.  Wird  der  Feuerbach’sche  Kreis  von  der  Radicalaxe  der 
um  M.,  und  A/,  beschriebenen  Kreise  ausser  in  D noch  in  K ge- 
schnitten, so  liegt  K nach  § 2.  mit  /?„  und  ß und  ebenso  mit  Tfj  und 
y auf  je  einer  Geraden  und  es  ist 

= Ar//., . A'y  = KIE.  Kß  = Kt?. 

Ein  mit  KD  um  AT  beschriebener  Kreis  geht  also  durch  E und 
schneidet  beide  um  A/j  und  A/j  beschriebene  Kreise  rechtwinklig- 
Ebenso  schneidet  ein  mit  Dß  um  D beschriebener  Kreis  beide  Kreise 
rechtwinklig  und  den  um  K beschriebenen  in  zwei  auf  A/^A/j  liegen- 
den Punkten.  — Ist  N das  Centrum  des  dem  Dreieck  ABC  uni- 
beschriebenen  Kreises  und  S dessen  Schwerpunkt,  so  erkennt  man, 
da  die  Dreiecke  D/>,Dj  und  ABC  ähnlich  und  ähnlich  liegend  sind, 
dass  S der  innere  Aehnlichkeitsi)unkt  derselben  ist,  folglich  auf  A/A 
liegt;  da  aber  A'  Ilöhenschnittpunkt  des  Dreiecks  VDjD^  ist,  liegt 
S auch  auf  A7/;  daher  liegen  die  Punkte  Af,  N.  S und  //  auf  einer 
Geraden  und  da  die  Dimensionen  des  Dreiecks  DD,D„  halb  so  gross 
sind  als  diejenigen  des  Dreiecks  ABC,  muss,  wie  sich  aus  der  Aehn- 
lichkeit  der  Dreiecke  AKS  und  DMS,  ebenso  der  Dreiecke  NDS  und 
ASH  ergibt,  A'S  = 2SM-,  SH  = 2AvS  und  A'A/=  ^^H  sein.  Endlich 
erkennt . mau  noch,  da  DT  ein  Durchmesser,  also  Dreieck  KD^f 
gleich  und  ähnlich  MUT,  dass  ND  = HT  — AT\  man  erhält  also 
den  Satz:  Die  Abstände  des  Centrums  des  dem  Dreieck  ABC  um- 
beschriebcucu  Kreises  von  den  Seiten  dos  Dreiecks  sind  gleich  den 
Hälften  der  oberen  Hohcuabschnitte,  welche  zu  diesen  Seiten  gehören.  — 
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AT.AE  = AD^.AEt  = \AB.AE^ 
BT^ . BE^  = BE^ . BD^  = ^AB . BE^ 

JoTcb  Addition  folgt: 

AT.AE  Jf-  BT^.BEi  = \AB^ 

ebeiuo  findet  man: 


flr, . + er,.  C£,  = jÄC* 

and 

er, . e£,  4-  A r.  AE  = jAe* 

folglich  ist  auch: 


Ar.  AE  + Er, . E£,  + er, . e£,  = + bc*  + ca*). 


§ 7. 

Die  Linien,  welche  die  Ecken  des  Dreiecks  ABC  mit  den  Bo- 
röhrnngspunkten  der  anbeschriebenen  Kreise  und  des  Feuerbach’schen 
Kreises  verbinden,  schneiden  sich  in  einem  Punkt,  welcher  die  Cen- 
trale des  einbcschriebencu  und  des  Feuerbach’schen  Kreises  nach  dem 
Verhältnis  der  Radien  letzterer  Kreise  teilt.  — Verbindet  man  den 
Punkt  Ä,  in  welchem  der  dem  Dreieck  ciubeschriobene  Kreis  vom 
Fenerhach’schen  Kreise  berührt  wird,  mit  den  Berührungspunkten  E,, 
Ä,  und  R-i  des  Feuerbach’schen  und  der  anbeschriebenen  Kreise,  so 
gehen  diese  Linien  durch  je  einen  P'usspunkt  der  Winkelhalbirungs- 
linien  des  Dreiecks. 

Bew.  I.  Es  sei  V das  Centrum  des  eiubeschriebenen  Kreises 
and  U der  innere  Achnlichkeitspunkt  dieses  und  des  Feuerbach’schen 
Kreises  d.  h.  ein  Punkt,  welcher  VM  innerlich  nach  dem  Verhältnis 
der  Radien  dieser  Kreise  teilt;  dann  müssen  AE,,  Ei?,  und  CE, 
darch  U gehen;  denn  z.  B.  A ist  äusserer  Achulichkeitspuukt  des 
inneren  und  des  die  Seite  BC  von  aussen  berührenden  Kreises;  E, 
ist  innerer  Aehnlichkeitspuukt  des  letzteren  und  des  Feuerbach’schen 
Kreises;  daher  liegen  A,  E,  und  U auf  einer  Geraden;  etc. 

II.  Die  Fusspunklo  der  Winkelhalbiruiigsliuieu  sind  innere  Aohn- 
lichkeitspnnkte  des  einbeschriebenen  und  der  anbesebriebeneu  Kreise ; 
R,,  E,  und  E,  sind  innere  Aehuliebkeitspunkte  der  letzteren  und  des 
Fencrbach’schcn  Kreises;  E aber  ist  äusserer  Achnlichkeitspunkt  des 
einbeschriebenen  und  des  Feuerbaeh’schen  Kreises;  daher  gehen  7? /?,, 
RTt,  und  EE,  durch  je  einen  Fusspunkt  der  Winkolhalbirungsliuien 

Dreiecks. 
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Hoff  mann:  (Jeher  einen  specieÜtn  Fall 


§ 8. 


Construirt  mau  den  Kreis,  welcher  die  drei  einem  Dreieck  ABC 
anbescbriebenon  Kreise  einschlicssend  berührt,  dann  schneiden  die 
Verbindungslinien  zweier  auf  demselben  Kreise  liegenden  BerühruDfis- 
punktc  der  äusseren  gemeinschaftlichen  Tangenten  je  zweier  Kreise 
die  verlängerten  Dreiecksseiten  auf  dem  BerUbruugskreise,  und  diese 
sechs  Punkte  bestimmen  zwei  unter  sich  congruento  und  dem  Dreieck 
ABC  ähnliche  Dreiecke. 

Construction  (Fig.  8):  Afj,  M^,  seien  wieder  die  Centra  der 
dem  Dreieck  anbeschriebeucn  Kreise;  ihre  Berührungspunkte  mit  den 
Seiten  BC,  AC\  AB  des  Dreiecks  der  Reihe  nach  a,  Oj,  o*;  ß,  ßj, 

Tj  Tu  y»)  zweiten  äusseren  gemeinschaftlichen  Tangenten 
mögen  den  ersten  Kreis  in  den  Punkten  B,  Q,  den  zweiten  in  Q, 
und  den  dritten  in  /g,  Q,  berühren;  die  Berührungspunkte  des  die 
drei  Kreise  einschliessend  berührenden  Kreises  seien  Ä„  TZ*  und  I 
und  dessen  Schnittpunkte  mit  den  verlängerten  Dreiecksseiten  BC. 
AC,  AB  seien  D und  £;  D,  und  £, ; />*  und  £*;  dann  gilt: 

Thes.  I.  PiQi  geht  durch  D und  E^-,  durch  D*  und  £; 

PQ  durch  TT*  und  £*. 

II.  Dreieck  Z>ZJ,Ö*  gleich  und  ähnlich  £,££,  ähnlich  ABC. 

Bew.  I.  Die  Linien  QjP*,  Q*P  und  QPi  mögen  die  Seiten  BC, 
AC,  AB  des  Dreiecks  in  den  Punkten  Q,  (äusserer  Achnlichkeits- 
punkt  des  2.  und  3.  Kreises),  TiiC, ; A*0*C*  und  A3D3O3  schueideu. 
und  die  Seiten  des  Dreiecks  BC,  AC  und  AB  seien  resp.  mit  o,  b,  c 
bezeichnet;  dann  hat  man  zunächst:  AC,  = AC=  AjC=  i;  AP,  = 
AB  =■  AjP  = c und  PC*  = BC  = B^C  = o;  daher  sind  die  Drei- 
ecke AP,C, , A^BC,  und  A3P3C  dem  Dreieck  ABC  congruent,  folg- 
lich P,C,  = BC  <=  a;  A,C,  <=  AC=  4 und  A3P3  = AP  = e;  weiter 
hat  man  C,  P,  = Cy  =QfC^  = A^P^  QA3  ■=  P3P,  = Q,P,  = Jfa-t-i-t-e, ; 
folglich  sind  die  Vierecke  C,PjQ,C*,  AgPQAj  und  PgP,Q,P,  gleich- 
schenklige Trapeze,  also  PQ  parallel  PC;  P,Q,  parallel  AC;  P,Qs 
parallel  AP.  Aber  nach  § 4.  ist  auch  DE^  parallel  AP;  DA*  parallel 
A*C*;  . . . £’,Dj  parallel  P,C,.  Angenommen  nun  DE  schneide  P,Qi 
in  X,  und  J5D*  schneide  P*Q,  in  Y,  und  es  sei  C,Jf  = C,Pi  A;  dann 
muss  wegen  C,A'  = £,C*  = P,  K auch  P,  V = C,P*  + A sein;  nun 
sind  aber  die  Dreiecke  0,ATD  und  D,£}' ähnlich;  daher  ist: 


woraus 


oder 


0,X0,F=  0,D.0,Ti=  0,Ä,.0,P*=  0,P,.0,Q, 
(0,P,  ± A)(0,Q,  T A)  = 0,Pt.  0,Q, 

A»  = + A(0,Q,  - o,p,)  = :f  i . AQi 
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folgt;  dieser  Bedingung  wird  genügt  durch  A =>  0 oder  A = ^ -ftQii 
letztere  Auflösung  ist  aber  unzulässig,  weil  sie  X an  die  Stelle  von 
Q,  und  l'  an  diejenige  von  P,  bringt,  was  wegen  Z)£|  parallel  AH 
und  £Df  parallel  AC  nicht  möglich  ist;  daher  fällt  X mit  Hg  und 
V mit  Q]  zusammen;  da  aber  weiter  PjQ,  parallel  AB  parallel  DA\ 
ist,  muss  D£j  auch  durch  Qg  gehen  etc. 

II.  Nach  § 4.  ist  D£g  parallel  PQ,;  £gD,  parallel  BC;  D^£ 
parallel  P,Q;  EDg  parallel  AC-,  DgEj  parallel  P,Q,  und  PjD  parallel 
AB  - daher  ist  Wkl.  DE^Dg  = Wkl.  A = DDgDg  etc.  Wkl.  DgEgDg  — 
WkL  B = DgDDg-,  daher  ist  Dreieck  DDgDg  ähnlich  ABC-,  aber  in 
den  gleichschenkligen  Trapezen  DEgDgE  etc.  ist  EgE  = DDg-, 
EEg  = DgDg  und  EgEg  — DgD,  also  Dreieck  EgEEg  gleich  und 
ähnlich  DD,  Dg.  — 

Bern.  Nach  dem  voransgehendeu  ist  es  nun  leicht,  die  Dimen- 
sionen der  an  der  Fig.  8.  vorkommenden  Linien  anzugeben.  Man 
hat  nämlich: 

DEg  — DgE  — DgEg  = CgHg  — -j—ö-j-c) ; 

ferner,  da  =■  Q,6’,  — AgCg  = \{a-\-b-\-e)  — b = — b-\-c) 

und  Dreieck  QgAgD  ähnlich  BAgCg  ist, 

e(a  — 6-4-c) 

DAg : QgAg  ■=  BAg  : AgCg  oder  DAg  ■= «r 


und 


DQg : Q,Ay  ■=  BCg  -.  AgCg  oder  DQg 


a(a — 4-|-c) 
2b 


und 


und  endlich 


DgEg  : BC  — (AB  + BEg)  -.  AB ; 


oder  da  BEg  -.  DEg  ■=  BCg : AgC,  daher  BEg 


Ganz  analog  findet  man: 


ofg-fö-t-c)  __  4(o-|-4-fc)  jfTy  . 4*(a+4-h?) 


2c  • " 2c  ; * -h  2oc 


und 


T*U  UTl. 
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Hof f mann:  üther  einen  speciellen  Fall 


Aus  diesen  Werten  ergeben  sich  noch  die  interessanten  Beziehungen; 

BD.EC  = BE^ADt  = C/J,.A£,  = 
und 

r n I rn  l r n (“  + *+c)(a»+i»+c»-|-2aic) 

Dagegen  lassen  sich  die  Drcieckssciten  DD^,  und  D^D  nicht 

rational  durch  a,  b,  e ausdrttcken. 


§ 9- 

Die  Linien,  welche  die  Ecken  des  Dreiecks  ABC  mit  den  gegen- 
überliegenden Kreisberührungspunkten  Jt^,  R^,  (§  8.)  verbinden, 

schneiden  sich  in  einem  Punkte,  nämlich  in  dem  äusseren  Aehulicb- 
keitspunkt  des  Berührungskreises  R^R^R^  und  des  dem  Dreieck  ABC 
einbeschriebeuen  Kreises.  — Die  Linien,  welche  die  Punkte  Ä„  Ä,, 
Äj  mit  den  Fusspunkten  der  Winkelbalbirungslinien  des  Dreiecks 
verbinden,  schneiden  sich  ebenfalls  in  einem  Punkte,  nämlich  in  dem 
inneren  Aebnlichkeitspuukt  des  Berührungskreises  R^R,R^  und  des 
dem  Dreieck  einbeschriebeuen  Kreises. 

Beweis  wie  in  § 7. 


§ 10. 

Construirt  man  die  drei  Kreise. , welche  die  drei  dem  Dreieck 
ABC  anbeschriebenen  Kreise  ungleichartig  berühren  und  zwar  je  zwei 
derselben  ausscbliessend,  den  dritten  einscbliesscnd,  so  schneiden  sich 
diese  drei  Berührnngskreiso  im  Radicalpuukt  der  drei  anbeschricbe- 
nen  Kreise. 


Bew.  Nach  § 3.  schneiden  sich  je  zwei  Linien,  welche  die  Kreis- 
berührungspnnkte  mit  den  Berührungspunkten  der  inneren  gemein- 
schaftlichen Tangenten  verbinden,  auf  dem  Berührungskreise.  Nun 
siud  aber  die  inneren  gemeinschaftlichen  Tangenten  (nämlich  die 
Dreiccksscitcn)  zugleich  die  inneren  Aehulichkeitsaxen  der  drei  an- 
beschriebeiien  Kreise  und  ihre  Berührungspunkte  mit  diesen  Kreisen 
ihre  Pole  in  Bezug  auf  diese  Kreise;  die  Verbindungslinien  dieser 
Pole  und  der  Kreisberührungspuukte  gehen  aber  alle  durch  den  Ra- 
dicalpunkt  der  drei  Kreise ; folglich  gehen  auch  die  drei  Berühmngs- 
kreise  durch  diesen  Punkt. 

Bern.  Der  Kreis,  welcher  den  au  BC  liegenden  einschliessend, 
die  beiden  anderen  ausscbliessend  berührt,  schneide  BC  in  den  Pank* 
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teu  D und  £;  daim  ist,  da  dur  in  $ 2.  bcsprucbcnc  Paukt  K,  in 
diesem  Falle  mit  dem  Radicalpuukt  Sl  der  drei  Kreise  zusammeii- 
fällt,  SlD  ^ SIE  und  ein  um  Sl  mit  SlD  als  Radius  besebriebeuer 
Kreis  schneidet  die  au  AC  und  Aü  licgcndeu  Kreise,  folglich  auch, 
da  Sl  der  Radicalpuukt  ist,  den  an  ÜC  liegeudeu  rechtwinklig;  auf 
gleiche  Weise  erkennt  man,  dass  der  Orthogonalkreis,  dessen  Cen- 
trum  Sl  ist,  die  beiden  anderen  Beriihrungskreise  auf  den  Linien  AC 
und  AB  schneidet. 

§ 11. 

Aus  dem  Vorausgehendeu  ergeben  sich  einfache  Constructionen 
der  betrachteten  BerUbrungskreise : 

I.  Der  die  drei  dem  Dreieck  anbcschriebcnen  Kreise  aus- 
schliessend  berührende  ist  der  Feuerbach’schc  d.  h.  durch  die  Seiteu- 
halbirungspuukte  gelegte  Kreis. 

II.  Der  die  drei  Kreise  einschliessend  berührende  Kreis  wird 
gefunden,  indem  man  die  Linien  PQ,  P^Q^  und  P^Q^  (Fig.  8.)  bis 
zum  Schnitt  mit  den  Dreieckssciten  verlängert  und  durch  drei  der 
gefundenen  Punkte  einen  Kreis  legt. 

III.  Die  drei  Kreise,  welche  je  zwei  anbcschriebeuc  Kreise  aus- 
schliesscnd,  den  dritten  ciuscbliesseud  berühren,  werden  gefunden, 
indem  mau  den  Radicalpuukt  der  drei  anbeschriebenen  Kreise  mit 
entsprechenden  Berührungspunkten  der  Kreise  und  der  Dreiecksseiten 
verbindet;  die  Schnittpunkte  dieser  Linien  und  der  Kreise  liefern 
die  drei  Berührungspunkte  des  gesuchten  Kreises. 

IV.  Die  übrigen  drei  im  allgemeinen  Apollonischen  Tactions- 
problcm  vorkommeudeu  Kreise  sind  hier  Kreise  von  unendlich  gros- 
sem Radius  and  fallen  mit  <len  Dreiecksseiteu  zusammen. 

< 

Zweibrücken,  im  Angust  188U. 


Google 


2(50 


Hoppe:  üeber  das  Rollen  eines  seiner  Schwere 


XVII. 

lieber  das  Rollen  eines  seiner  Schwere 
überlassenen  Körpers  auf  horizontaler  Ebene. 

Von 

R.  Hoppe. 


Es  soll  die  Bewegung  eines  Körpers  bestimmt  werden,  anf  den 
allein  seine  Schwere  wirkt,  nnd  der  beständig  eine  horizontale  Ebene 
in  einem  Punkte  berührt  ohne  daran  zu  gleiten. 

Die  analytische  Behandlung  der  Aufgabe  macht  keinen  Unter- 
schied, ob  die  Oberfläche  des  Körpers  positiv  oder  negativ  gekrümmt 
ist.  Nor  möchte  der  Fall  einer  negativ  gekrümmten  schwerlich  zu 
rcalisiren  sein,  weil  die  von  einer  solchen  beständig  geschnittene 
Grundebenc  durch  keine  Oberfläche  eines  festen  Körpers  dargestellt 
werden  kann. 

Was  die  ausgeschlossenen  Fälle  betrifPt,  so  kann  eine  Fläche, 
welche  die  Gmndebene  in  einer  Linie  berührt,  nur  dann  ohne  Glei- 
tung auf  ihr  rollen,  wenn  sie  abwickelbar  ist;  denn  indem  sie  rollt, 
wickelt  sie  sich  auf  ihr  ab.  Die  Rechnung  wird  aber  ergeben,  dass 
eine  abwickelbare  Oberfläche  einen  Ausnahmefall  bildet;  daher  mag 
die  Bewegung  einer  solchen  einer  besondem  Behandlung  Vorbehalten 
bleiben. 

Die  hier  betrachtete  Bewegung  besteht,  wie  in  T.  LX.  p.  159 
erörtert,  aus  zwei  Elementarbewegungen.  Die  Fläche  berühre  die 
Grundebene  zur  Zeit  t in  P.  Nach  Verlauf  der  Zeit  Bt  gelangt  der 
benachbarte  Oberflächenpunkt  P'  zur  Berührung  im  Grundeben«- 

% I 

^ i 

I I 
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punkte  P".  Der  Weg  P'P'  kann  eine  beliebige  Neigung  gegen  die 
Gmndebene  haben.  Ist,  zur  Zeit  t,  P"  die  Projection  des  Ober- 
flächenpunktes P^,  so  kann  man  der  Bewegung  folgende  substitniren. 
Dnich  Rotation  des  Körpers  um  seine  Normale  auf  den  Winkel  dq» 
beschreibt  P'  erst  den  Weg 

P'Po  = PP'^ip 

durch  nachfolgendes  Rollen  senkt  er  sich  vertical  von  P^  auf  P". 
Beide  Wege  sind  unendlich  klein  2.  Ordnung.  Beim  Rollen  steigt  P 
vertical  auf  in  der  Tangente  an  seine  actucllc  Bahn.  Daher  resnltirt 
ans  der  Substitution  eine  Vorrackung  seiner  schliesslichen  Lage,  die 
aber  als  Unendlichkleine  höherer  Ordnung  verschwindet.  Durch  beide 
Punkte  ist  die  Lage  des  Körpers  bestimmt;  folglich  ist  die  Snbstitu- 
tion  von  keiner  Abänderung  der  Bewegung  begleitet:  letztere  lässt 
sich  demnach  zerlegen  in  eine  Rotation  um  die  Normale  und  in  eine 
eigentliche  Rollbewegung. 


§.  1.  Allgemeine  Differentialgleichungen  der 
Bewegung. 

Die  rechtwinkligen  Coordinatensysteme  xy*  und  mögen  sich 
auf  Axon  beziehen,  die  am  bewegten  Körper  fest  sind,  und  sei  {xyi) 
der  Berührungspunkt,  (11^1*1)  bestimme  die  Lage  des  Massenele- 
roents  dm. 

Die  Systeme  nnd  x^^z^  sollen  dieselben  Punkte  bestimmen 
bezüglich  auf  denselben  Anfangspunkt  und  auf  Axen  in  den  Richtungen 
zweier  Tangenten  und  der  Normale  im  Berührungspunkt.  Sind  deren 
Richtungscosinus  in  Bezug  auf  die  Körperaxen  , ptWz 

pqr,  so  ist 


= Pi*+9»y+»’i* 

*s  = i 

y,=p^-\-qiy-\-r^ 

y*  “ / 

(1) 

*»  =P*  +3» 

2j  =pi,  -f  qy,  -l-r*,  ' 

und 

» X3  X3, 

y«  “ ys — y»)  “ *s 

(2) 

sind  dann  die  Coordinaten  von  dm  in  Bezug  auf  die  2 Tangenten  und 
die  Normale  selbst. 


Ferner  seien  x^,  y« , 24  = 0 und  *5 , yj , *5  die  Coordinaten  des 
Berührungspunkts  nnd  des  Massenelements  in  Bezug  auf  2 feste  Axen 
in  der  Gmndebene  und  auf  die  Verticale,  positiv  nach  oben;  und  <p 
bezeichne  den  Winkel  zwischen  der  x^  und  a#  Axe  so,  so  dass  eine 
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ilojujir".  Ufhrr  tUtn  liollt.u  tinen  xtinrr  SrÄirrr^ 


Variation  von  tp  allein  eine  Rotation  des  Körpers  um  die  Vcrticale 
iin  Berührungspunkt  darstellt.  Dann  hat  man  die  Relationen; 


Ij  — X4  = r«  cos  <p  — , 1/6  sing'  \ 

J>5  — y*  = ^6  8>'i*  + .V«  tosgi  \ {3'\ 

*5  = *«  ’ 


Zur  Bestimmung  von  g.,  wenden  wir  die  Gl.  (3)  auf  den  be- 
nachbarten Fläcbenpuukt  P'  mit  den  Coordinateu 

a-i  = x-f  Sa-,  X,  >J  + By,  *,"1-2* 

an.  Da  dieser  vom  cousecutiveu  Berührungspunkt  P",  wie  oben  ge- 
zeigt, nur  in  2.  Ordnung  absteht,  so  wird 

»•5  '=-  *■<  + ys  “ y«  + S.V« 


uini  man  hat  nach  (3)  mit  Rediiction  von  xg, 

exj  ■=  (pj0x-|-(7,?i/-f  r,0j)cosg!  — (pjPx-}-g,3i/-|-r„9s)sing)  1 
9y4  = (7)j0x-f-5,S//-}-r,9a)sing)-|- (pj9x-f-5fj8//-j-r,3j)cosgj  ' 


Differeutiirt  man  jetzt  die  Gl.  (3)  und  addirt  die  Werte  von  öx^, 
so  kommt: 

9x5  = SM  cos  qj  — 9iV  sin  g>  '( 

1 (ö) 


wo 


dAf  = (Xj  — X )9;j,  -j-  (y,  — y)9g,  -f  (i,  — j )9r,  — gg9g>  | 

dN  = (x,  — X )9/)j  4-  (j/i  — ,y )9gj  -j-  (t,  — s)9rj+  X69g>  ) 


gesetzt  ist,  und  wegen  pox-l-gey-f  rea  = 0 sich  hinzufügen  lässt; 

9*s  ==  (x,  — x)9p  -j-  (.V,  — y)9g  -|-  (z,  — z)9r  (7) 


Diese  Gleichungen  gellen  sowol  für  die  actuellen  Veränderungeu  in 
der  Bewegung  als  auch  für  die  willkürlichen  Variationen,  wo  d statt 
9 zu  schreiben  ist. 


Bezeichnet  der  Accent  die  Differeutialquotienten  nach  der  Zeit, 
und  j>  die  Schwere  der  Masseneiuheit,  so  ist  nach  dem  Alembert- 
schcu  Princip: 

/'^5"^a'ä+ys"^yr,4-(35"+y)^*ä!3m  -=  o 

oder  nach  (5): 

/ i(.vr'-f  N'<p’)äM+a^"—  yfrp')iN+  (z5"-f  y)9zs|9m  - 0 (8) 

Ebenso  redncirt  sich  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft 

+ + “ const. 

auf 
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/(Jlf'*  + JV'»+*5'*  + 2y*8)0m  = const.  (9) 

Die  Variationen  der  9 Richtungscosinns  lassen  sich  bekanntlich 
durch  folgende  Substitutionen  auf  drei  zurttckfOhren ; 

= PjÄÄ  — 7>dQ;  djj  “ qJbR — gdQ;  drj  = rjdJ?  — rdQ  , 

dpj  = pdP — PidÄ;  dgj  =■  qSP — gidÄ;  8r^  =■  riP — r,di?  ( (10) 

6p  = Pi8Q — Pt8P\  6q  = q\6Q  — qgiP’,  8r  =“  rjdQ  — r^öP  ) 

Infolge  dessen  gehen  die  Gl.  (6)  (7)  über  in 

- SM  = ygS(R—g>)—»gSQ  I 
3iV  ~ *gdP-xed(Ä-qp)  j (11) 

^»5  = !>‘e^Q—ye^P  ' 

Nachdem  so  SB  mit  Sq>  verschmolzen  ist,  kann  man  im  allgemeinen 
SP,  SQ,  S(B—(p)  als  unabhängig  willkürlich  betrachten,  sofern  über- 
haupt 3 unabhängige  Variationen  der  Lage  des  Körpers  möglich  sind. 
Demnach  zerfällt  Gl.  (8)  in  die  3 folgenden : 

/l*6(iV"+M'<p')-y6(V'+y)10'»  = O j 

f la;6{»5"+  Y)- *«{3f"-iVV)}am  = 0 [ (12) 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

ü=p^x'+gij('+r,*'  ^ 

V = P»*'+9*y'+>-»a'  ) 

so  ergiebt  die  Differentiation  der  Gl.  (2)  (1):  gemäss  den  Formeln 
(10): 

xe’-y,B'-^Q'-U  \ 

yg' ^ z^P'-xsB'-V  j (14) 

zs'  = x,Q’-yeP'  ^ 

und  gemäss  diesen  Formeln  die  Differentiation  der  Worte  AP,  A’', 
jj'  aus  (11): 

M"  - - *,[Ä'(Ä-g))'+  Q'i«]+y,[(Ä-,p)"4-/’'Q'l 
+ ««[-  Q"+P'(Ä-<)p)']-F(Ä-.p)' 

zV"  = x,[-  (B-<p)"+P'Q']  -y,[B’(B-q,)'+  />'>] 

+ ^[i>"+Q'(Ä-(p)']-l-  U(B-q>r 

h"  = ^6(Q"+i’'-R')+ys(--P"+«'Ä') Q'*) 

— VQ'-\-  VP' 

woraus  noch  in  Verbindung  mit  (U); 

1 
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Hoftpe:  Utbtr  dtif  RolUu  eines  seiner  Schwere 


+ *«[-  Q"+  P'(ä-29>)']  - F(Ä-<jp)' 

xl-{R-,f,)"+P’Q’]-,jSR-<pY*+P'^ 

+ *s[>P"+  Q'(Ä-2<^)‘]+  mR-<r>) 

Zur  Abkürzung  sei 

k = (^6*4-05»»;  > 

— (V4-y«*j3m 

Führt  man  die  erhaltenen  Werte  in  die  Gl.  il2)  (9)  ein,  so  kommt: 

k(P"-Q'q,')  + l(i-  v)Q'(R-v)'+  «[(Ä-(jp)'*-  Q'»]  (15) 

+ p[(Ä-<p)"-P'Q']  + a(Q»+i’'Ä')+l^,  = 0 

f.(Q"+ PV)  + (V- A)i’'(Ä- V)‘4- n[(Ä-0>)"+ 

+ p[P'»-Ä-(p)'*T  + (j(P"-  Q'Ä')  + F,  =0 
v(R-cpy’+(k  — n)P'Q'+  w[Q''—  P'(fi-2(p)'] 

+ e[P''+Q'(Ä-2<)p)']4-ö(Q’*-P'*)4-  W,  = 0 
iP'»+ uQ'»  + v(Ä— (jo)'»  + 2:rQ'(Ä— g>)'+ 2pP'(Ä— (p)' 

+ 2«P'Q'4-2A=  const. 
wo 

V, 


“ ^y* l-y6(FP'-  r;Q'+y)+2,i;(P-(p)'! 
F,  -=  |26F(Ä-ip)'+^e(  yp‘-  f/Q'+)-)iam 

w,  = — ^y^  {xgU-\-yeV){R—q>)'8m 
K - 


In  diesen  Gleichnngen  ist  die  Wahl  der  Axensysteme  der  Sxy\h 
und  z^ysi  sowie  die  Bestimmuugsform  der  Oberfläche  verbanden  mit 
der  Wahl  der  xg,  yg  Axen  zu  freier  Verfügung  gelassen.  Jetzt,  wo 
die  Werte  der  cingeführten  Grössen  entwickelt  darzustellen  sind, 
nehmen  wir  fürs  erste  die  Hauptträgheitsaxen  zu  Axen  der 
setzen  die  Hanptträgheitsmomente 


+ “ -4"*;  /(®j*4-:r,*)0ra  =■  Pm;  /(«4*  + Sf4*}i 
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Dann  wird 

ft  =■  ^p,»+5g,*  + CV-j*  + V+V 

V — + 

« = App^  4-  Bqq^  -f-  Or,  — 

9 = ^M>i+  ^97i  + CWi  —V» 

0 — 4p,  p,  + Äg,g,  -j-  CV,r,  — 

f/'l  = Sr*(  VP'~  UQ'+  y)-H U{R-q>y  i 

V\ ^ K(Ä_,p)'_  ar,(  KP'-  l/-Q'+  y)  i 

W,=  (xtU+y,V)(R-q>y  l 

K .^-yz,  ! 

Zur  Bestimmnng  der  Oberfläche  seien  x,  y,  z als  Functionen 
orthogonaler  Parameter  u,  v gegeben,  und  die  Tangenten  der  Para- 
moterlinion  zn  Axen  der  xg,  yg  genommen.  Das  Quadrat  des  Linien- 
clements sei 

0*’  = eBu*  -\-gBv* 


Gemäss  der  Bezeichnnng  in  meiner  Flächentheorie  wird  ferner  sein: 

,,  0’z  I „ 0**  I 


dann  folgt: 


1 dx 
y « du  ’ 


_ - _ 1 0X 

Pj  ” ^ flT.  ■»  P*  “ yp  0i)  ’ 

, Pu'-t- gt>' 


R'=  PP>‘4-99»'+”‘» 

Q'  = PiP'+9i3'+ 


Vff  I 

Ptt'+Pi.'  ( 
Ve  * 


Ä'  - P*P,'+m,'+r,r,'  = ^ (I?  e'  - ^ u'  ) 


(18) 


Ans  diesen  Werten  ersieht  man,  dass  dP  und  dQ  nicht  unabhängig 
wUlkflrlich  sind,  wenn 

P:P=  F:G 

d.  h.  auf  abwickelbaren  Flächen.  Hier  also  gelten  die  2 ersten  Gl. 
(15)  nicht  mehr  einzeln , sondern  statt  ihrer  eine  einzige  Gleichung, 
die  durch  Addition  beider,  jede  mit  einem  Mnltiplicator  genommen, 
horvorgeht. 

Setzt  man  ferner  den  Radiusvector 
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Hoppt:  L'ebfr  das  HoUe^i  eines  seiner  iSchwere 


SO  wird 


X hx 

(A  = -r 


yx»-f  y*-f  »*  = X 

X 3x  X 3x 

y e 3ü  ’ y^  dv 

1/  = y e.  u' ; F ■=  y 3 . ü' 

= y^  ^'^^'*+2^“'«’'+^'«’'*+)') , 

+ **“  -a»”  )+Ve.<p‘] 

)2y“eU“  ~9u*’  ) + Vff  <)» 

w , I 1 /'9jr  , 9e\  , 

Qco 

Bezeichnet  ^ die  Krümmung  der  BcrUhrungscurTe  auf  der  Ober- 
fläche, 80  ist 

£a'*-f  ffo'»  = o>'»' 

Durch  die  Wahl  des  Parametersystems  lässt  sich  noch  manche 
Vereinfachung  erreichen.  Für  orthogonal  geodätische  Systeme  er- 
hält man  e = 1,  und,  wenn  hBudv  das  Flächenelement  bezeichnet, 
g “ A*.  Hier  wird 

9A  , 


p'  „ . Q'  = _ (£„'-j-^b')  ; R'  , 

^ («V+y)-**u'  .p') 

(S”’“ 

Die  Form  der  Differentialgleichungen  ist  stets: 


du 


T^u'v'-\-  7,p'*-j-(7’ju'-|-  7go')ip'-f-  Tg(p'* 

— yAo 

In  der  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  fallen  die  3 ersten  Terme 
weg.  Ohne  ihre  Integration  in  Angriff  zu  nehmen,  betrachten  wir; 
sic  als  Basis  der  Untersuchung  mannichfaltiger  Fragen,  deren  einige 
im  folgenden  behandelt  werden  sollen. 
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§.  2.  Ucbcr  die  Rotatioa  nm  die  Normale. 

Vergleicht  man  2 Bewegnngon  desselben  Körpers  für  dieselbe 
Rollcorve  anf  der  Oberfläche  eine  mit,  eine  ohne  Rotation  um  die 
Normale,  so  werden  die  2 Werte  von  d<p  in  jedem  Augenblicke  um 
den  Rotationswinkcl  von  einander  differiren.  Daher  ist  Sep  ein  Addend 
des  Rotationswinkcls  ergänzt  durch  den  W^ert  von  — dip  für  Nnll- 
rotatioD. 

Nun  ist 

8R  = pidpi  + ■ • • = PtiPi  +öPi)+  • ■ • 

ier  Cosinus  des  Winkels  zwischen  der  alten  yg  Axe  und  der  ver- 
änderten xg  Axe.  Bei  Nullrotation  kann  man  für  beide  Axen  ihre 
Projectionen  anf  die  Grnndebene  setzen.  Dann  wird  jener  Cosinus 
gleich  dem  Sinns  des  Winkels  zwischen  der  alten  und  veränderten 
xg  Axe,  d.  i.  gleich  dem  lucremeut  von  <p,  positiv  oder  negativ  zu 
nehmen.  Folglich  ist  der  Rotationswinkel 

= S(«P±Ä) 

Ueber  das  Vorzeichen  entscheidet  ein  specieller  Fall.  Ist  die 
Oberfläche  ein  Kegel 

X = asin  acosip;  y a sinn  sin  i]>;  z = acos«  (ocoust.) 

der  sich  auf  der  Ebene  wälzt,  und  betrachtet  mau  den  Kreis  a = const. 
als  Berührungscurve,  so  findet  offenbar  keine  Rotation  um  die  Nor- 
male statt.  Die  Kcgelseite  = 0 sei  bei  der  Berührung  x^  Axe, 
die  ri>  wachsen  hei  der  Wälzung,  so  dass 

» = aipsina 

die  x^  positiv  von  der  Spitze  nach  dem  Berührungspunkt.  Dann 
findet  man; 

Pi  = sin« cos ip;  q-i  -=  sinosintf»;  •=  cos« 

Pf  = — sin  qt  = costl»;  r,  = 0 

p = — cosocostjj;  5 = — cososinip;  r = sin« 

woraus : 

0Ä  = dü>  sin  « ; Sxg  = — aSip  sin  « sin  ^ = — adR  sin  (p 
oder,  da  07!  = 7 07’, 

0Xg  = + o07!sin  7J ; Xg  «- const.  ^ «cos  7) 

Da  aber,  im  Anfang  der  ip,  xg  -=  -1-n  ist,  so  kann  nur  das  untere 
Zeichen  gelten,  und  man  hat: 

8(R — ip)  = " 
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Hoppe:  L'eber  dat  Bollen  einer  seiner  Schwere 


Lässt  man  darch  stetige  Deformation  den  Kegel  in  eine  beliebige 

Fläche  übergehen,  so  kann  das  constante  Verhältniss  ^ = -j- 1 nicht 

in  — 1 übergehen,  wenn  nicht  im  ganzen  Zcitranm  der  Bewegung 
dip  = 0 wird,  d.  i.  für  cylindrische  Wälzung,  die  man  bei  der  Defor- 
mation vermeiden  kann.  Folglich  ist  allgemein  d(R  —<p)  = 0 die 
Bedingung,  unter  der  keine  Rotation  um  die  Normale  stattfindet,  und 
{R—tp)'  der  Ausdruck  der  RotationsgeschwindigkeiL 


Soll  eine  Bewegung  ohne  Rotation  stattfinden,  so  müssen  u,  c 
die  3 folgenden  ans  (15)  für  ip'  -=  R'  hervorgehenden  Gleichungen 
erfüllen : 

A(P"-Q'Ä')-l-<r(Q"-f  F'Ä’)— IFy,  - 0 > 

o(P''-Q'Ä')+(i(Q"-|-P'Ä')-fpP'*4-nP'Q'— = 0 ( (19) 

e(P"— Q'Ä')-fÄ(Q"-fP'B')— f*)F'Q'+oQ'*  = 0 S 
wo 

W-s  VP'—  GQ'-f  y — VyPV— y«QV-f  y 

gesetzt  ist.  Aus  (18)  ergiebt  sich: 

, VtfFP'+V«(?Q'  , VffFP'-fVsFQ' 

“ —ij ; «>  = ä 

hiernach  wird 
WO  zur  Abkürzung 

H=  EG  — F* 


gesetzt  ist.  Eliminirt  mau  P"  und  Q"  zwischen  den  Gl.  (19),  so  er- 
hält man: 


ka  —pP'Q’  — «Q'*4-y,W 

<j  fl  ifP’^+nP'Q'  —x^W 

ff  * -0P'»  + (l-,i)P'Q'+<jQ'* 


0 


(21) 


eine  Gleichung  von  der  Form: 

l,P'»+2o,P'Q'-f  fl,«'*  - 2yF, 
von  derselben  wie  die  der  lebendigen  Kraft: 

iP'»-|-2oP'«'-f  fiQ'*  = 2yK 

Setzt  man 


Q'  = xP' 

und  eliminirt  P',  so  kommt: 


(29) 


• J 
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Al 
K k 


(23) 


Seien,  am  eine  zweite  Gleichung  fttr  x zu  erhalten,  die  Unter- 


mit  dem  Index  2 am  entsprechenden  Elemente  bezeichnet,  und  zur 
Abkfirzung 


gesetzt,  so  dass 

Al  = V*)  — »'i® 

®i  - p*(— V*)+iv,(A  — fl) 

<*1  “ Pl(— « + — + 

wird.  Die  Differentiation  der  61.  (16)  ergiebt  die  Formeln: 

i'— 2(0Ä'— pQ+  Ky,)  jr'=.(v— fi)i"'+oQ'-eÄ'—  1*, 

fl'— 2(»P'— UÄ'+l/a:,)  e'=— v)«'-|-nÄ'— 

v'— 2(py'— «/’'+  6x,+  Ky,  o'-pP'— nQ'+(fi— A)Ä'—  Fa-,—  l/y* 

nach  denen  sich  berechnen  lässt: 

p,'— — ö,/*'4-(A,— v,)Q'+«,Ä'—  I7(2pz,+»yf— V ("*s+®*i) 

Ä,'=(v,— fi,)P'+o,Q'— p,Ä'—  t/(py,+a*,)—  F(px,-)-2jtyj— 1*,) 

V,'— » — 2»r,P'-j-2p,Q'-|-2l7(Aa:24"®®*)"t"2  F(a*j-j-fiy*) 

Differentiirt  man  mit  Hälfe  dieser  Formeln  61.  (21),  eliminirt  /'"und 
Q"  mittelst  der  61.  (19),  dividirt  durch  P'’  und  setzt 

D’—  tloP';  F=  FjP';  W=  W^P'* 

so  f&llt  P'  von  selbst  weg,  nnd  man  erhält: 

A[2««+(i— fi-j-v)p]  (24) 

-*[4(ip+Ji«)(H-2(v— fi)p«-|-A(f*+>'— A)w] 

— x*[4(fu»+po)o+2(v— i)«o+fi(l+v— fi)p] 

+»V[(A— f»— v)w— 2pff] 

+ HoKA+»*+*')[Airf+®yi+*(®*»+f*yi)]— 3v,(*,+xy,)-f(p,+xnj)»,l 
+ l>o[— 2Aöx,-(-(i«— 2p<j)*,]+  Fo[— 2(jvp+fio)y,-|-lpz,] 

+2x{  l>o[(l*— 2ifi+p*-f  ö*)z,— fipaj-f  Fo[(21fi— fl*— Ji*— u*)y,+liKj]| 
-f  x»{  £/o[2(i»p+Ao)*,— fij»«,]+  V(,[2fi<Jy,+(2jro— fip)sj) 


. 9ji  , ^ jt 

®i  - 
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Uf*ppr:  Vebtr  Hait  Rollen  eine*  »#4»^  Sek^r^ 


+ |4^-l>>-;}a«+2x(4-,u)(J+x‘(T«+3ö»-i,.))(i;^,+  IV,? 
+ M'uK  '>1— '^ui/i)(t»»i(+^ys)+[(t'(Ks 

Iliur  i«t 

Vr„-ro-xt;'„+^, 

üdor,  da  nach  Gl.  (22) 

y"*(4  + 2xö  + *V)  = 2yh 
ist,  nach  Elimination  von  J’’ 

i-j-2xo4-  *V 


tfo  - lo-xGo  + 


2z, 


Daher  ist  dio  gefundene  Gleichung  (24)  von  der  Form: 

LtQ  "I“  /«I X -j-  Jj^iO  — 0 

und  giubt,  verbunden  mit  Gl.  (23),  welche  die  Form 

Jl/'o  + 3/iX  + A/,x*  = 0 


bat: 


Z*Q  Zj^  Z*i  Z*i  0 

ü Z*o  Zii  Zj^  Zj^ 

JWu  Mi  A/,  0 0 

0 Af(,  Mi  Mi  0 


= 0 


worin  nur  die  primitiven  «,  v entbalten  sind. 

Hiermit  ist  die  Balm  des  Berührungspunkts  auf  der  Oberflicb 
und  dadurch  die  ganze  Bewegung  des  Körpers  geometrisch,  d.  i.  ob 
Rücksicht  auf  die  Zeit,  bestimmt.  Die  Einführung  iu  die  Diffon'- 
tialgleichungcn  würde  danu  identisch  zu  erfüllende  Gleichnngcu 
geben,  welche  entweder  durch  Relationen  der  Constanten  befrio'iii 
werden  könnten,  oder  den  Beweis  der  Unmöglichkeit  einer  Bewegt 
ohne  Rotation  um  die  Verticale  liefern  würden. 


§.  3.  Permanente  Bewegung. 

Der  Körper  sei  bezüglich  seiner  Oberfläche  nnd  Massenvcrtcilni 
Rotationskörper.  Letzteres  setzt  nur  voraus,  dass  seine  Rotationss: 
Hauptträgheitsoxe,  nnd,  wenn  diese  z Axe,  A ^ B sei. 

Die  Gleichungen  der  Oberfläche  lassen  sich  schreiben: 


(* 


X = Acosp; 


y “=  Asiup 


übcrla-istnen  Körpers  auf  horizontaler  Ebene. 

Functionen  von  u,  und  t*  Meridianbogen, 

0A  8x 

t^^cosr;  g„  = SinT 

mnngswinkel  des  Meridians, 
in  wird 
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f<n 


Pi  = 

COSTCOSe; 

9i  “ 

cos  T sine; 

Vj  =»  sin  T i 

p»  = 

— sine; 

5,  = 

COSe; 

M 

II 

0 

(26) 

p = 

— sinrcose; 

9 = - 

— sinrsine; 

r = C08T  j 

P'=  e'sina; 

Q'=. 

— t’;  R'  — e'cos  T 

(27) 

z-,  = 

■ zsinT4-Aco8 

t;  y* : 

II 

0 

II 

acosr  — Asin  T 

(28) 

C-{-(A  — 6’)cos*t-f-(s!*coST — Asin  t)* 
f.  J + *»-(-A» 

C-j-(A — C)sin*t-)-(*sint-|-Acos  t)* 

0;  0=0 

^ — (A — 6’)sinTcosT— (z  sin  T -[- A cos  t)(z  cos  T — Asin  t) 

— (zcosr — Asinr)tt'(t)'cost  — tp') 

— [z  cos  T — A sin  T)hv'tp' — zAd'* — (z  sin  t -f-  A cos  r)  (u'r'-f-  y) 
(»sinr-f- Acost)u'(t)'cost  — tp') 

— y(aCOSt — Asint) 

Die  entwickelten  Gleichungen  lauten  nach  Einführung  der  obigen 


|[C -j-  A*)t>" — [Ccos  x-\-h(z  sin  T -j-  A cos)](p" 

[C'sint  — 2A(zcost  — Asint)]qp't' 
l(zl-l-A*-j-z*ltj't'sinTC08T-f-Aa'(»'cost — tp')  = 0 
— [j4sinT-f-*(asinT-}-Acos  r)]i)p" 

— C)  C0Sr-f-2z(zC0St  — AsinT)](j)'t' 

■(A  — C'-)-A*-f***J8in*t]o't'-|-zt»'(p'cost — tp')  = 0 
\{A  -|-  A*-f-  **)*'+  [t'’ sin  T — A (acos  t — Asin  t)]o'(p' 
f [(.d  — C)  sin  t cos  T 4-  (»  sin  t -j-  A cos  t)  (a  cos  t — A sin  t)  J9 
|•(l8inT4-Aco8t)(u'T'-j-)')  = 0 

die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft: 

i (C-|- — 2 [Ccos  T 4-  A(zsin  r 4-  A cos  t)]v'q>' 
j(C4-  {A  — C ) sin*T  4-  (z  sin  T 4“  A cos 

I4***+**1*’* — 2y(acosr  — Asinr)  = const. 


(29) 
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noppe-,  Oeber  das  Kolirn  einen  neiner  Srhcere 


Hiervon  machen  wir  specielle  Anwendung  auf  den  Fall,  wo  die 
die  Berührungscurve  einer  der  Parallelkreise  der  Oberfläche  ist.  Die 
Bedingung  einer  solchen  Bcwegnng  ist  ein  constautes  u.  Da  hier 
auch  T,  h und  s constant  sind,  so  reduciren  sich  die  3 Gleichungen  auf 

(C-j-Ä*)»" — [Ccost-f-Ä(ssin  t-|-Acos  r)]  ip"=  0 
h*o" — [Asint-|-*(*sin  r-j- Acos  = 0 
C sin  t — A(z  coST  — A sin  xy]v'q>' 

-|-[(A  — C)  sin  r coST-f-  (ssinT-|-Acosr)(zeo8r — Asint)]gp'* 

= y(z  sin  t + A cos  t) 

Die  Coefficienteudeterminante  der  2 ersten,  welche 

= (AC-\-  AA*  6'z*)  sin  t 

ist,  kann  nur  verschwinden  für  siur  = 0,  wo  der  Körper  vertical  anf  1 
seinem  Scheitel  steht  Von  diesem  Falle  abgesehen,  ergeben  jene  2 j 
Gleichungen : ' 

ü''=0;  9>"=0 

Hiernach  sind  v'  uud  g>'  constant,  und  die  dritte  Gleichung  setzt  sie 
in  Relation.  Die  lebendige  Kraft  ist  willkürlich  constant  Die  dritte 
Gleichung  lässt  sich  schreiben: 

[ — C sin  T -|-  A(z  cos  T — A sin  t)]  («'cos  r-j- 
-|-  [yl  C08*r  -f-  C.’sin*T  -}-  (z  cos  t — A sin  t) *]i)p ' * sin  T 
= y(s  sin  I + A cos  x)  cos  t 

Bei  einer  Rollbewegung  ohne  Rotation  um  die  Verticalo  verschwindet 
der  erste  Term,  und  man  hat: 


, I / asinx-|-Aco8T 

— r ^*^°^^Acos*t-l-C8in*t4-(zco8t — Asi 


Zur  Bestimmung  der  Rollbahn  anf  der  Gmndebene  erhält  man 
ans  den  Gl.  (4)  nach  Einführung  der  Werte  (26)  (25): 

Sx^  = hdv  sin  (p ; 0y4  ==  hdv  cos  <p 

das  ist  im  Falle  der  Nichtrotation: 

hBtp  sin  ()p  j,  hdcp  cos  cp 

“ cos  X ’ ~ cos  X 

woraus: 

, A cos  q>  A sin  g) 

X.  = const+  —TT  ; yn  const 

* ' cosx  * sinx 
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Demnach  ist  hier  die  ebene  Rollbahn  ein  Kreis  vom  Radius 

h 

cos  T 

und  wird  durchlaufen  in  der  Zeit 


l/tgT /I  co8*t-|- C’sin^'r-f-'tscosT  — Asinr)* 

j 4K  1/  — “ — 

r y «Sin  T-j-A  COST 

Findet  Rotation  statt,  so  ist  deren  Geschwindigkeit  coustant,  und 
wenn  man  cp'  als  beliebig  gegeben  betrachtet,  so  ist 

?v  = ^ 3gi 

V 

die  ebene  Rollbahn  bleibt  ein  Kreis,  der  Radius  aber  wird 


und  die  Umlaufszeit 


v' 


wo  v'  aus  Gl.  (31)  in  cp'  bekannt  ist. 
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Hain:  Polaritäistktorit  der  KepeUchnitte. 


xvm. 

Zur  Polaritätstheorie  der  Kegelschnitte. 

Von 

Emil  Hain. 


I. 


Bezeichnangen. 

Sind  Zfl,  xh,  Xe  den  normalen  Abständen  eines  Pnnktes  X in  der 
Ebene  eines  Dreiecks  ABC  von  den  Seiten  BC  = a proportional,  so 
liegt  X anf  einem  Kegelschnitt,  wenn  die  Gleichung 

S «=  2ig»ciE»*c  = 0 


für  constante  gaa,  gte  besteht 

0(S 

Ist  ^ der  erste  Diflferentialquotient  von  S,  wenn  die  |a  fOr  die 
xa  eingesetzt  sind,  so  ist 


8s 


8S 


die  Gleichung  einer  Geraden,  welche  die  Polare  des  Pnnktes  f«  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt  S heisst.  Und  zwar  ist: 


01. 

0|i 

0S 


Qaain  “|“  gabSb  “1“  gocSc 

■=  gimfa  -f-  guXb  + gtch 
==  geaSa  “1-  get(t  H“  ffccle 
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Die  Coordinaten  der  Ecken  A,  B,  C sind: 

10  0;  010;  001 

Sonach  sind  die  Polaren  dieser  Punkte  bezüglich  des  Kegelschnittes 
S die  Geraden ; 

ffoa,  So»,  gut ; s»o,  gv>t  g^ ; 


II. 

Ein  beliebiges  Dreieck  und  sein  Polardreieck  liegen  immer  per- 
spectiTisch.  Es  sei  das  perspectivische  Centmm  des  Fnndamental- 
dreiecks  und  seines  Polardreiecks  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt: 

£ gaaXa^  2 £ gbc^^c  0 

20  bestimmen. 

Die  Polare  von  .4  = 1 0 0 hat  nach  I.  die  Form: 


gaa  gm  S« 

Die  Polaren  von  B und  C schneiden  sich  in  M,  dem  Pole  der 
ßC;  derselbe  hat  die  Form: 

gmgct  — g*c*  gbeget  — gmgcc  gmgiK  — gcttg» 

Sonach  treffen  sich  die  .4Ä  im  Punkte 

0 = {gmgbc — geagbt)  (ghcgea — so»s«c) 

Die  Gleichung  des  dem  Dreieck  ABC  umschriebenen  Kreises  ist: 
£ axhXe  — 0 


Hier  wird  0 = a,  der  Grebe’scho  Punkt.  Allgemein : 

Bestimmt  man  in  der  Ebene  eines  Dreiecks  in  Bezug  auf  da^ 
selbe  die  konische  Polare  eines  beliebigen  Punktes  und  constmirt 
bezüglich  derselben  das  Polardreieck  des  Urdreiecks,  so  ist  das  per- 
spectivische  Centrum  beider  Dreiecke  der  ursprünglich  gewählte 

Punkt  selbst. 


Für  den  Inkreis 

£-^a{b-\-c  — a)xa  = 0 

joo  = u*(*+ + + 

gmgac  — gmgaa  = 2a(J  -[■  ® “) 

0 = be{a-\-b  — c)  (a-f-  0 •"  *) 


Dem  Kegelschnitte  £')/a^ra  = 0 entspricht  0 — i,Ci. 

18* 
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Hain;  Zur  Polarität^tJieorie  der  KegeUchnitte. 


Geht  der  Kegelschnitt  durch  vier  feste  Punkte,  setzen  wir  also 


so  wird 


statt  gaa  • • • gaa  tpgaa' 
„ gie  . . . gbe-\-<pgbe' 

geagab  — gbegaa 


in  Bezug  auf  <p  quadratisch.  0 bewegt  sich  also  auf  einer  rationalen 
Cnrve  vierter  Ordnung  der  Art,  dass  die  reciproken  Punkte  von  0 
auf  einem  Kegelschnitte  liegen. 


UI. 


Constrnirt  mau  bezüglich  eines  Kegelschnittes  irgend  eia  Tripel 
ropjugirtcr  Punkte,  verbindet  diese  mit  einem  beliebigen  Punkte  in 
der  Ebene  des  Kegelschnittes  und  bestimmt  zu  den  Schnittpunkten 
dieser  Verbindungslinien  mit  den  Seiten  des  Tripeldreiecks  die  auf 
denselben  gelegenen  conjugirten  Punkte  bezüglich  des  Kegelschnittes, 
so  liegen  diese  in  einer  Geraden. 

■S^aoTa*  0 


sei  die  Gleichung  des  Kegelschnittes  bezogen  auf  das  Tripel  ABC. 
PA  (P  = pa)  treffe  BC  in 

Pa  = 0 Pb  pe 


$a  sei  bezüglich  des  Kegelschnittes  gm  auf  BC  zu  Pa  conjugirt. 
ist  der  Schnittpunkt  der  Polare  von  Pa  mit  BC.  Die  Polare  eines 
Punktes  I bezüglich  des  gegebenen  Kegelschnittes  ist  nach  I.  die 
Gerade : 

9aa|a  gee^e 


Die  Polare  von  Pa  bat  also  die  Form: 


Sie  trifft  BC  in 


0 gbbpb  geePe 
'4Ja  = 0 geepe  —gbbpb 


Sonach  liegen  die  in  der  Geraden  & = gaupa , der  Polaren  des 
Punktes  P bezüglich  des  Kegelschnittes  gm,  also  einer  Geraden, 
welche  von  der  Lage  des  Tripeldreiecks  unabhängig  ist. 


IV. 

Um  den  Ort  der  Punkte  zu  bestimmen,  deren  Polaren  bezüglich 
zweier  Kegelschnitte  parallel  sind,  wählen  wir  das  ihnen  gemeinsame 
sich  selbst  conjugirte  Dreieck  zum  Fundamentaldreicck.  Die  Glei- 
chungen der  Kegelschnitte  sind  d ^ 
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— 0,  ^ gaa  Xe^  — 0 

Die  Polaren  des  Punktes  i bezüglich  derselben  sind  die  Geraden: 

^oala  ffhtSb  geeSe 
gaa'^a  gu'^b  gec'te 

Für  den  Parallelismus  zweier  Geraden,  deren  Gleichungen 


S OjZa  = 0,  £ a^Xa  = 0 

sind,  gilt  die  Beziehung: 


oj  4,  c, 

Of  4}  Cf 

a h c 


0 


Sonach  hat  der  verlangte  Ort  die  Gleichung: 


Q<uiXa  ffbbSCb  ^cc^c 
QaaXa  ffhb  QccXe 

a b e 


0 


Der  Ort  der  Punkte,  deren  Polaren  bezüglich  zweier  Kegelschnitte 
parallel  sind,  ist  eine  Curve  dritter  Ordnung,  welche  dem  diesen 
Kegelschnitten  gemeinsamen  sich  selbst  conjugirten  Dreiecke  um- 
schrieben ist. 

Die  Bedingung  der  Orthogonalität  zweier  Geraden  o,,  ist: 
.ZojOj  = i(4,c,-|-4j<;j)coso 

Der  Ort  der  Punkte,  deren  Polaren  bezüglich  zweier  Kegelschnitte 
auf  einander  senkrecht  stehen,  hat  also  die  Gleichung: 

Sgaagaa'xa*  = Sigbbgee  -\-gcegbb')COiaXbXc 
ist  somit  ein  Kegelschnitt. 


V. 

Dnrch  einen  Punkt  P werden  zu  einer  Geraden  @ in  der  Ebene 
eines  Kegelschnittes  k Strahlen  gezogen.  Constmirt  man  zu  dem 
Schnittpunkte  eines  jeden  Strahles  dnrch  P mit  der  Geraden  @ auf 
demselben  den  conjugirten  Punkt  bezüglich  k,  so  beschreibt  derselbe 
bei  der  Drehung  des  Strahles  einen  Kegelschnitt.  Die  Gleichung 
desselben  in  trimetrischen  Punktcoordinaten  ist  zu  bilden. 

Die  Gleichung  der  Geraden  ® sei: 

tSfXa-\-b^Xb-\-CiXe  = 0 

1 
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Die  Coordinaten  von  P seien: 

Po,  pi,  pe 

Die  Gleichnng  des  Kegelschnittes  I lante; 

-Sffao3:o*+  — 0 

Die  Gleichungen  der  Strahlen  PB,  PC  sind: 

— PcXa  -\-paXc  = 0,  phXa  — p«*»  =•  0 

Die  Gleichnng  des  Strahlcnbttschels  von  dem  Mittelpunkte  P ist  also: 

— pc^a+pna-t+ilpSTo  — poX»)  = 0 

Der  Strahl  X ist  somit  die  Gerade: 

— pe+Xp»  — Xpn  +P« 

Der  Strahl  X trifft  @ in 

= — i|P<j  — Xc,pa  “iPa-|-<^lPc  — Xc,p»  — 4,pc-i-Xa,p«-l-X4,Ji» 


Die  Polare  von  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  X trifft  den  Strahl 
X in  einem  zu  conjugirten  Punkte  P)..  Die  Gleichung  der  Polare 
von  ist  nach  I.: 

[—  6i(  pagaa  + pcgac)  + (<h  pa  + Pc)po*]x« 

+ [— *i(Po?»«  + Pe?»c)  + (ajPo+CiPe)s»]xs 
”1“  [ — 6i(pa?e«  -\-pe9ec)  -|-  (OiP«  + OiPc)ffc*]xc 

t[— Cl(Paffo«  + ptffo*)  + (a,pa  + i,pt)j«>«  1 

+ [—  Cl  ( PagiM  + pbghb)  + («1  Po  + *1  P»)P»  «]*»  / 

+ [— CllpoSTco  + pbgeb)  -f  (OjPa+  t>ip»)p«]xe  * 

= 0 

Die  Polaren  der  iß;i  bilden  ein  Strahlenbttscbel 

Ü4-XK=  0 

Die  Gleichung  des  Strahles  hat  die  Form: 

U'+kV  = 0 


Für  den  Schnittpunkt  Pi  des  Strahles  PißA  mit  der  Polare  von 
gilt  also  die  Beziehung: 

f/K'— t/'K  — 0 

Die  Rechnung  gibt: 


£gea'xa*-\-2£gu'3CbXe  = 0 
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9aa  “=  (biPli~\~CiPc)gaa  — <^l(pigai-\~pcgae) 

2j»c'-=  ff»e(20jPo  + 6iP6  + C,pe)  — po(*iJeo  + CiJo»)—  (*iPc?ecH-C,p»gM) 

Wir  bezeichnen  diesen  Kegelschnitt  mit  Die  Coefficienten  gaa', 
ghc  sind  in  Bezug  auf  pa,  o,  und  g<u,  gbc  linear.  Die  Kegelschnitte 
it  bilden  also  ein  Bascbel,  sowol  wenn  die  Kegelschnitte  k ein  solches 
bilden,  als  anch  wenn  P auf  einer  Geraden  sich  bewegt,  oder  & durch 
einen  festen  Punkt  geht  Ist  @ die  unendlich  ferne  Gerade,  also 
a,  a,  so  wird  der  Ort  der  Mittelpnnkte  aller  Sehnen  des  Kegel- 
schnittes k,  welche  durch  einen  Punkt  P gehen. 


Wien,  Juli  1880. 
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XIX. 

üeber  das  Transversalensystem  zweier  Punkte. 

Von 

Emil  Hain. 


I.  P,  Q seien  zwei  Punkte  in  der  Ebene  des  Dreiecks  ABC. 
AP  treffe  ßC  in  Pa-  Ha  liege  zu  Pa  bezüglich  BC  harmonisch. 
Tla,  Th,  Tic  liegen  in  einer  Geraden,  der  Harmonikale  von  P.  Diese 
treffe  .4Q  in  iß.-  Dann  schneiden  sich  die  in  einem  Punkte. 


Die  Seiten  des  Dreiecks  ABC  (BC  = a)  seien  die  Axen  für  die 
trimotrischen  Coordinaten  pa,  pt,  pc  des  Punktes  P,  so  dass 


Diese  trifft  die 


P = Pa 

Pb 

Pc 

Pa  = 0 

Pb 

Pc 

77a  SO 

Pb 

— pc 

Qa  =0 

qb 

<lc 

Geraden 

pbpc  pcpa 

PaPb 

o 

III 

qc 

— 

56 


Ißo  = pa(  Phqc  C56)  — phpcqi 

Wir  finden  nun: 


— pbpcqc 


Pa'^n  =pbpc(pbqc—pcqb)  — pcpnipbqc -\-pcqb)  Papbipbqc-^Pcqb) 
Die  iaißa  treffen  sich  in 

0 = paHpbqc-\-pcqb) 


0 liegt  in  der  Geraden  phqc  — pcqb,  der  Verbindungsgeraden  der  Punkte 
P,  Q.  Für  P=J,  dem  Inkreiscentrum  des  Axendreiecks , wird 
/)a  ==  1,  0 = 56+ 5c-  Wir  haben  also  folgendes  Resultat: 
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Die  Harmonikale  des  Inkreiscentrums  J des  Dreiecks  ABC  trifft 
die  Ecktransversalen  AQ  des  Punktes  Q (Q  = qa)  in  3<i  ^aSa 
treffen  sich  im  Punkte  0 = 54  -|-  qc. 

n.  P,  Q seien  zwei  beliebige  Punkte  in  der  Ebene  des  Dreiecks 
ABC.  AP  treffe  BC  in  Pa.  Die  Harmonikale  von  P treffe  die 
in  Ißa.  ¥a'  liege  zu  Ißa  bezüglich  AQ  harmonisch.  Dann  begegnen 
sich  die  Paißo'  in  einem  Punkte. 

Die  Harmonikale  von  P treffe  BC  in  n„.  Wir  construiren  Ißo', 
indem  wir  die  Punkte  /Ti,,  der  durch  iPa  gehenden  Harmonikale 
von  P mit  A und  Q verbinden.  Die  Verbindnngsgerade  der  Schnitt- 
punkte 

(IlbAj  IlcQ)j  (D4Q,  UeA) 
trifft  AQ  in  ^o'.  Wir  erhalten: 

(IliA,  UcQ)  =paqb-{-pbqa  0 pbqc 
{IlbQ,  TIcA)  = pcqa-\-paqc  pcQb  0 

Die  Verbindnngsgerade  dieser  Punkte  hat  die  Form: 

pbpcqbqc  — pbqe( Pcqa  -|- paqc)  — Pcqbfpaqb  -f-  pbqa) 

Diese  Gerade  trifft  AQ  in 

IJJo'  = 2pbpcqa-\-pcpaqb-\-papbqe  pbpeqb  pbpcqc 
Die  Ißo'ia  treffen  sich  somit  in 

0 = Pai'^jybPcqa  -\-ptPaqb-\-papbqc) 

Die  Yerbindungsgerade  der  Punkte  P,  Q hat  die  Form  pbqr  — pcqb- 
Es  ist  nun: 

i pb(^pcp*qb  + pafbqc  -j-  pbpcfja)  Pb  ' 

I pci.2papbqe  + Pbpcqa  -\-pcpaqb)  Pc  ' 

Somit  liegt  0 auf  der  Geraden  PQ. 

III.  Indem  wir  das  erhaltene  zusammenfassen,  bekommen  wir 
folgenden  Satz: 

P,  Q seien  zwei  beliebige  Punkte  in  der  Ebene  eines  Dreiecks 
ABC.  AP,  AQ  treffen  die  BC  in  Pa,  Ua-  Die  Harmonikale  von  P 
schneide  die  /IQ  in  die  Harmonikale  von  Q die  AP  in  D„. 
^n'  sei  zu  Ißa  bezüglich  AQ,  O,,'  zu  O«  bezüglich  AI'  harmonisch. 
Dann  begegnen  sich  die  Geradentripel  i'a'lin,  QaO„,  /’i'43n',  QnOa'  in 
je  einem  Punkte,  und  diese  vier  Punkte  liegen  mit  P und  Q in  einer 
Geraden. 

Wien,  Jänner  1881. 
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XX. 

lieber  eine  Verwandtschaft  ersten  Grades. 

Von 

Emil  Hain. 


P sei  ein  Punkt  in  der  Ebene  des  Dreiecks  ABC.  Auf  den  Ge- 
raden PA,  PB,  PC  liegen  die  Punkte  Aj,  J3j,  C^.  Dann  schneiden 
sich,  wie  bekannt,  die  fi,C,  mit  den  BC  in  Punkten  einer  Geraden. 

Um  die  analytischen  Beziehungen  derselben  zu  erhalten,  wählen 
wir  ABC  als  Aiendreieck.  Ferner  sei: 

BC  = o,  Dreieck  ABC  = F 
P = pa  Pb  Pc 

Die  Pa  sind  die  trimetrischen  Pnnktcoordinaten  von  P. 
wenn  P(a)  die  Normale  von  P auf  BC  bezeichnet, 

AP  trifft  BC  in 

Pa  = 0 Pb  pc 

Die  Seitennormalen  von  Pa  sind 

2Fpb  'iFpc 


Sonach  ist. 


0 


bpb  + cpe  + Cpc 


Ferner  sei  APa  = op,  AA^  = a^.  a,  ist  positiv  zn  nehmen  in  der 
Richtung  von  A gegen  BC.  Die  Figur  gibt: 


A,(a)  _ Op— Ol 
A(o) 

P.{b) 


in 

Op’ 


A,(o)  = 

A,(i)  = 


Op — Oj  2F 
Op  a 

o,  2Fpb 


Op'  bpb-\-epc 
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Also  ist: 


o,\2P  a, 

iPpb 

Oj  2fj)e 

' ‘ \ a,  / a Op 

' bph-\-ept 

Op'  bpb-\- cpe 

= (oi>— OiKAps-f  epc) 

aa^pb 

aa^pc 

Setzen  wir 

“t 

SO  haben  wir: 

— a. 

A^  = bpb-^  epc 

aaph 

aape 

B,  = ßbp. 

epc-\-apa 

ßbpe 

C,  = yep. 

ycpb 

ap,-\-bpb 

Somit  ist: 

{epe-\-apa)  (opo+ips)  — ßybepvpc 
fi,Cj  = ßbpaiyepe  — opa  — f>pb) 

yepaißbpi,  — cpe  — opo) 

Die  treffen  die  BC  in 

Af  = 0 ycißbpb  — epc  — apa)  — ßbiycpe  — apn  — l>pb) 

Also  liegen  die  in  der  Geraden: 

tut(ßbpb — cpe  — opa)  (ycpe  — ap«  — *P») 


Der  harmonische  Pol  dieser  Geraden  ist  der  Symmetriopnnkt: 
O = bcßy(bpb  -|-  epe  — oapa) 

Denken  wir  ans  APa  Ober  P«  bis  A^  so  verlängert,  dass 


PoAi  = AP, 

so  ist 

o,  «“  2a^,  tt  — — 2 
O = bc(2apa-\-bpb-i-epe) 


Dieser  Pnnkt  wird  also,  wenn  P=p,  gegeben,  aaf  folgende  Weise 
constnürt : 

AP  trifft  BC  in  P,.  AP,  wird  Ober  P,  bis  A,  so  verlängert, 
dass  Pul,  = AP,.  Die  P,C,  treffen  die  BC  in  A,.  Die  A,  liegim 
in  einer  Geraden,  der  Hannonikale  von  O (der  Polare  von  O bezog- 
lieh  des  Dreiseites  ABC). 

Wendet  man  dieselbe  Constmetion  aof  den  Pankt  an,  so  er> 
hält  man: 
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[2aJ 

~\-a.  fl 


2a . bc(2apa epc)  -i 
.ca{,apa-\-2bpi-\-cpc)  I 
-|-  C.  ab(apa  -|-  bpt  -(-  2cpc) 

= bc{6apa-\-bbpb-\-bcpe) 

Denselben  Punkt  erhält  man  aber  auch,  wenn  man 
— “ =1»  «i  = 6a|. 


setzt. 


Verlängern  wir  APa  über  A hinaus  um  sich  selbst,  so  ist: 


o,  = — Op,  i 

O = bc{apa-\-2bpi,-\-2cpe) 


Für  0 = 1 erhalten  wir  folgendes  Resultat: 


Trifft  AP  (P=pa)  die  BC  in  Pa,  ist  Aj  die  Mitte  von  AP», 
schneiden  die  B-^C^  die  BC  in  Af,  und  liegt  A^  harmonisefa  zu  A^ 
bezüglich  BC,  so  begegnen  sich  die  AA^  im  Punkte 


Für  a = ß = y 


O =r  bc(,bpii-\-cpc — apa) 
t wird 


Op 


c 

H-i 


AA, 

AP 


O = bc{bpe  -\-cpc  — ropo) 


Allo  Puukte  e liegen  auf  der  Geraden  a{bph  — epc),  welche  dnreh  P 
und  den  Schwerpunkt  S des  Axendreiecks  geht  Die  Puuktpaare 
+ £,  — * bilden  eine  Involntion,  deren  Doppelpunkte  /'und  der  Punkt 


. Oo  = Äc(Äpi,-f-epe) 

sind.  Setzen  wir  AA^-.AP=.  <p,  so  erhalten  wir: 


2F 


= a£äp„  [(1  — + + “PJ 


2Fippc 

£apa 


Da,  wie  aus  der  Figur  zu  ersehen,  die  itjC,  den  BC  parallel  sind, 
so  wird  hier  O immer  mit  5 znsammenfallen.  Als  Schwerpunkt  des 
Dreiecks  Aj.8,C,  erhält  man  den  Punkt: 


bc  j^Äpt  + <^>c  — 1 


'i. 


i 
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Vergleicht  man  diesen  Wert  mit  dem  früher  gefundenen: 
O = bc{bph  -j-  epe  — lapa) 


SO  findet  man: 


2ip-\~  1 


Zugleich  ergibt  sich  der  Satz: 

Die  Schwerpunkte  aller  Dreiecke,  welche  mit  einem  gegebenen 
Dreieck  ähnlich  liegen  und  einen  gemeinsamen  Aehnlichkeitspunkt 
besitzen,  liegen  anf  einer  Geraden,  welche  durch  den  gemeinsamen 
Aehnlichkeitspunkt  und  den  Schwerpunkt  des  Urdreiecks  geht. 

Wien,  November  1880. 


I 
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XXI. 

üeber  magische  Quadrate  und  ähnliche 
Zahlenfiguren. 


Von 

Dr.  Th.  Harmuth. 


I. 


Magische  Quadrat«. 


Man  bezeichnet  mit  dem  Aasdruck  „magisches  Quadrat“  bekannt- 
lich eine  Gruppe  von  m*  auf  einander  folgenden  Zahlen,  welche  io 
m Reihen  von  je  m Gliedern  so  geordnet  sind,  dass  die  Summe  jeder 
beliebigen  Horizontalreibe  oder  Yerticalreihe  gleich 


1 X~wk* 

Z X 

^ l=l 


ist. 


Zuweilen  wird  ausserdem  verlangt,  dass  jede  der  beiden  Diagonal- 
reihen diese  Summe  haben  soll.  Im  Folgenden  ist  diese  Forderung 
unberücksichtigt  geblieben.  Die  Lösung  gestaltet  sich  sehr  verschie- 
den, je  nachdem  m eine  der  drei  Formen  2n-(-l,  4n,  4n-}-2  an- 
uimmt. 


1)  m ungerade,  also  = 2n-|-l. 

§ 1.  Für  diesen  Fall  ist  eine  Herstellungsregel  (,welche  übrigens 
auch  die  Diagonalreihen  berücksichtigt')  bekannt.  Sie  lautet: 

Man  setzt  unmittelbar  unter  das  mittelste  Feld  die  Zahl  1 und 
geht  dann  in  der  natürlichen  Zahlenfolge  rechts  abwärts  weiter.  Wo 
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nnten  oder  rechts  abgebrochen  wird,  fährt  man  oben  oder  links  in 
der  folgenden  Ycrticalreibe  oder  Horizontalrcihe  fort.  Stösst  man 
dabei  auf  ein  bereits  beschriebenes  Feld,  so  setzt  man  die  nächste 
Zahl  senkrecht  unter  die  zuletzt  geschriebene,  aber  durch  ein  Feld 
von  derselben  getrennt. 

Beispiel : m = b,  also  n 2. 

11  24  7 20  3 
4 12  25  8 16 
17  5 13  21  9 
10  18  1 14  22 
23  6 19  2 15 

Beweis.  Die  oben  verlangte  Snmme  nimmt,  da  m =>  2n-|-l 
ist,  die  Form  an: 

— i — = 

Die  Diagonale  von  links  oben  nach  rechts  unten  enthält  die  mittel- 
sten 2n-|-l  Zahlen  des  Systems,  ihre  Summe  ist  demnach: 

(2n-j-l)  ^ — ~^2  ~ 4n*-|-6n*-l-4n-|- 1 

Die  andere  Diagonale  enthält  eine  arithmetische  Progression  mit  dem- 
selben Mittelgliede  und  der  Gliederdifferenz  2n-|-l.  Ihre  Summe  ist 
also  dieselbe. 

Die  Verticalreihen  lassen  sich  als  arithmetische  Reihen  mit  der 
Gliederdifferenz  2n-^-2  anffassen,  in  denen  diejenigen  Glieder,  welche 
grösser  als  (2n-|-l)*  ansfallcn  würden,  durch  ihren  congruenten  Rest 
mod(2n+l)*  ersetzt  worden  sind. 

So  ist  in  obigem  Beispiel  die  erste  Verticalreibe 
11  17  23  29  35 

durch  11  17  23  4 10  ersetzt  worden. 

Man  findet  die  Anfangsgliedcr  dieser  Reihen,  wenn  man  sich, 
von  der  Zahl  1 ausgehend,  jedesmal  um  eine  Horizontalreihe  und  eine 
Verticalreibe  tiefer  resp.  nach  links  wendet  und  bei  Erreichung  der 
Grenze  der  obigen  Erklärung  analog  verfährt.  Diese  Anfangsglieder 
sind  demnach 

1,  2n-f-2,  4n-f3,  6n-f4  ...  2/t»  + (i-l-l) 

Bezeichnet  mau  das  letzte  (allgemeine)  dieser  Glieder  kurz  mit  a,  so 
heisst  die  Reihe,  in  der  die  congmenten  Reste  noch  nicht  cingeführt 
sind 
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O,  a-|-2n-|-2,  fl'^2(2n“|— 2)  ...  fl-|- 2»(2«“|-2). 


Ihre  Summe  ist 

= (2ti  “I“  n(2n  “I“  1)  (2n 2) 

oder,  wenn  man  für  a den  obigen  Wert  einsetzt 
(2n  + 1 )*fc  + 4n3  + 6n*  + 4i)  + 1 

d.  h.  die  Summe  kann  von  dem  verlangten  Werte  nur  um  ein  ganz- 
zahliges Vielfaches  von  (2n  + l)*  abweichen. 

Nun  gibt  aber  k an,  wie  viele  Glieder  in  der  betreffenden  Reihe 
durch  den  congrueuten  Rest  ersetzt  worden  sind,  also  ist  dieselbe 
Zahl  (2ii  + l)*t-  wieder  in  Abzug  zu  bringen. 

Aehnlich  ist  der  Keweis  für  die  HorizoiUalreihen , welche  sich 
mit  derselben  Beschränkung  (Ersetzung  einiger  Zahlen  durch  dcu 
congrueuten  Rest)  als  arithmetische  Reihen  mit  der  Differenz  i« 
auffassen  lassen.  Die  Anfaugsglieder  derselben  findet  man  von  2n  1 
aus  links  abwärts: 

2«  1 , 4m  2 . . . 2^:m 

das  allgemeine  Anfangsglied  = « gesetzt,  heisst  die  Reihe  vor  Ein- 
setzung der  congrueuten  Reste 

o,  «-|-2n,  R-(-2.2n,  «-}-3.2n  ...  o-f-2n.2n 

Ihre  Somme  i.st,  wenn  « gleichzeitig  durch  seinen  Wert  wieder  er- 
setzt wird 


(2n  + l)a-f4«3-|-2M*  = (2„-j-i)S(Jt_i)-(-4„34-6ii*+4«  + l 

d.  h.  auch  diese  Summe  unterscheidet  sich  von  der  verlangten  ent- 
weder gar  nicht  (wenn  A-  = 1),  oder  um  ein  ganzzahliges  Vielfaches 
von  (2u-f-l)*  und  zwar 

für  A- = 2 um  (2n-f-l)* 

A = 3 „ 2(2« -fl)* 


A:=A  „ (A_l)(2„.fl)«, 

aber  gerade  ebenso  viele  Glieder  sind  auch  hier  wieder  durch  ihre 
congrueuten  Reste  ersetzt  worden,  also  hat  man  auch  hier  die  ver- 
langte Summe,  da  das  Glied  (2«  + l)*(A  — 1)  wieder  wegfällt. 


Bemerkenswert  dürfte  noch  Folgendes  sein: 

Denkt  mau  sich  sämmtliche  Quadrate  für  »»  =•  1,  3,  5 ... 
neben  einander  gestellt,  so  geben  die  einzelnen  oben  rechts  stehenden 
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Zahlen  die  natürliche  Zahlenreihe  1,  2,  3 ...  also  den  Wert 

des  jedesmaligen  n-|-l.  Die  drei  Zahlen  enthaltenden  von  links  nach 
rechts  abwärts  gehenden  Linien  (dritten  Nebcndiagonalen)  bilden  in 
den  snccessiven  Quadraten  ebenfalls  die  natürliche  Zahlenfolge,  ebenso 
anch  die  fünften,  siebenten  u.  s.  w.  Nebendiagonalen.  Man  ver- 
gleiche : 

n — 1 4 5 6 n = 2 11  12  13  14  15 

n = 2 7 8 9 n = 3 16  17  18  19  20 

n = 3 10  11  12  n = 4 21  22  23  24  25 


n = 3 22  23  24  25  26  27  28 
n = 4 29  30  31  32  33  34  35 
u.  s.  w, 


Die  Anfangszahlcn  dieser  Systeme  sind 
(1)  4 11  22  37  56  79  ... 

ihre  Anfangsreihen  sind  die  betreffenden  von  links  oben  nach  rechts 
onten  gerichteten  Diagonalen. 

§ 2.  Auf  eine  andere  Lösung  wird  man  durch  folgende  Bo- 
merknug  geführt; 

Wählt  man  aus  dem  quadratisch  geordneten  System,  dessen 
Glieder  der  genaueren  Uebersicht  wegen  teilweise  nicht  in  der  ein- 
fachsten Form  geschrieben  sind: 

1 2 3 ...  m — 1 m 

m-)-l  n»-|-2  j»-j-3  ...  m-\-m — 1 m-\-m 

(Ä)  2»i-|-l  27n-J-2  2wi-|-3  ...  2fn-j-wi — 1 2f»-|-wi 


(n— l)ni-|-l  (»n — l)m-|-2  (m — 1)»»-|-3  ...  (rn — l)m-)-»i — 1 (m — l)m-(-m 

n Zahlen  so,  dass  nicht  zwei  derselben  Horizontalreihe  oder  Vertical- 
reihe  angehören,  so  haben  diese  stets  die  Summe 

m 

~ 2 

denn  ihre  Snmme  besteht  notwendig  aus  den  Teilen 


1+2+3+  ...  (m-l)  + m = 
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m*(m  — l)-(-m(m-|-l)  -f- m 

2 ~ 2 

Kann  man  also  das  obige  System  so  nmstellen,  dass  nicht  zwei 
Glieder  in  derselben  Ilorizontalreibe  oder  Verticalreihe  verbleiben, 
so  wird  diese  Umstellung  eine  Lösung  für  das  magische  Quadrat 
ergeben. 

Fttr  den  vorliegenden  Fall  fn  = 2n-)-l  geschieht  dies  in  folgen- 
der Weise: 

Man  ordnet  zunächst  die  Zahlen  so,  dass  in  die  erste  Horizontal- 
reiho  die  Diagonalrcihc  1,  m-f-2,  2m-|-3  u.  s.  w.  gestellt  wird,  in  die 
folgenden  Reiben  setzt  man  die  mit  dieser  Diagonale  parallel  ver- 
laufenden Reihen,  die  wie  leicht  ersichtlich,  sich  aus  zwei  Teilen  er- 
gänzen müssen.  Dadurch  erhält  man: 

1 m-|-2  2m-|-3  3m-|-4  ...  (m — 2)ro-f-m — 1 (>» — l)fn-f-n» 

2 m-)-3  2m-|-4  3m-j-5  ...  (m  — 2)m-}-n»  (m — 

3 m-j-4  2m-\-b  ...  (m — 2)m-f-l  (m  — l)m-j-2 

(B)  

m — 1 2m-}-l  3m-[-2  (in — 2)m-\-m — 3 (m — — 2 

m rn-f-1  2in-|-2  3in-j-3  (in — 2)m-|-in — 2 (m — l)m-|^n — 1. 

In  dieser  Anordnung  haben  die  Horizontalreiben  die  verlangte 
Summe,  die  Yerticalreihen  dagegen  entsprechen  (bis  auf  die  Reihen- 
folge der  Zahlen)  den  Horizontalreihen  in  (A).  W'endet  man  die- 
selbe Umstellung  noch  einmal  an,  so  erhält  man: 

1 m-j-3  2in-|-5...(in — 2)m-j-m-  3 (m — l)m-|-in — 1 

m-\-2  2m-l-4  3m-}-6...(in — l)in-|-in — 2 m 

2m-|-3  3m-}-5  4in-}-7...  m — 1 in-|"l 

(C)  

(m — 2)m-}-in — 1 (m — 3 ...(m — 4)n»-|-in — 5 (m — 3)m-j-in — 3 

(in — 1)to — m 2 in-|-4  ...(in — 3)m-f-m — 4 (m — 2)m-|-in — 2 

ein  System,  welches,  wie  leicht  ersichtlich,  den  Anforderungen  ge- 
nügt. Denn  jede. Reihe  enthält  einmal  die  Ausdrücke 

m,  2m,  3ro  . . . (m — l)m 

und  dann  die  Zahlen  1 bis  m,  und  zwar  die  Yerticalreihen  in  der 
natürlichen  Reihenfolge  von  einem  Anfangsgliedc  aus ; die  Ilorizontal- 
reihen  in  der  Reihenfolge 

1,  3,  5 . . . m — 4,  m — 2,  m,  2,  4 . . . in — 3,  m — 1 
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welche,  da  m angerade  ist,  notwendig  m verschiedene  Zahlen  ent- 
hält. Bei  der  Verwandlung  von  (B)  konnte  man  auch  so  Vorgehen, 
dass  man  die  erste  Horizontalreihe  unverändert  Hess  und  dann  die 
zweite,  vom  zweiten  Gliede,  allgemein  die  p te  von  ihrem  p ten  Gliede 
anfaiigeud,  daruntersetzte.  Das  so  erhaltene  System  (C')  ist  mit  (C) 
identisch,  nur  sind  die  Horizontalreihen  der  einen  Verticalreihen  des 
andern  geworden  (und  umgekehrt). 

Beispiel:  Für  n — b hat  man: 


1 7 13  19  25 

1 7 13  19  25 

2 8 14  20  21 

8 14  20  21  2 

3 9 15  16  22 

(C') 

15  16  22  3 9 

4 10  11  17  23 

17  23  4 10  11 

5 6 12  18  24 

24  6 6 12  18 

Vergleicht  mau  die  Lösungen  von  § 1.  und  § 2.,  so  zeigt  sich  all- 
gemein, dass  die  nach  § 1.  gebildeten  Verticalreihen  mit  den  Vertical- 
reihen in  (C)  oder  mit  den  Horizonialreihen  in  (C')  identisch  sind. 
Bei  dem  Quadrat  für  m = 3 findet  sich  eine  noch  vollständigere 
üebereinstimmung.  Die  Reihenfolge  der  Reihen  und  der  Zahlen  in 
denselben  bleibt  dabei  uuberücksiebtigt. 

Bemerkt  sei  übrigens,  dass  die  Quadrate,  welche  nach  § 1.  ge- 
hildct  sind,  auch  die  für  das  System  (C)  gestellten  Bedingungen  er- 
füllen, d.  h.  der  verlangten  Umänderung  von  (A)  entsprechen. 

§ 3.  Aus  den  §§  1.  und  2.  lässt  sich  noch  eine  mittelbare  Lö- 
sung für  diejenigen  Quadrate  hcrleitcn,  deren  Grundzahlen  nicht 
Primzahlen  sind.  Ein  Beispiel  wird  das  dabei  anzuwendeude  Ver- 
fahren am  einfachsten  dartun. 

FUr  m = 3 bat  mau 

I 1 5 9 
I 6 7 2 
18  3 4 

für  m ^ 9 bildet  man  danach 


1 

5 

9 

37 

41 

45 

73 

77 

81 

6 

7 

2 

42 

43 

38 

78 

79 

74 

8 

3 

4 

44 

39 

40 

80 

75 

76 

46 

50 

54 

55 

59 

63 

10 

14 

18 

51 

52 

47 

60 

61 

56 

15 

16 

11 

53 

48 

49 

62 

57 

58 

17 

12 

13 

64 

68 

72 

19 

23 

27 

28 

32 

36 

69 

70 

65 

24 

25 

20 

33 

34 

29 

71 

66 

67 

26 

21 

22 

35 

30 

31 

19* 


Digitized  by  Google 


292  Uarmuth:  (Jeher  magUche  Quadrate  und  ähndche  JCahteußguren . 


Das  Quadrat  ist  aus  dem  vorigen  dadurch  entstanden,  dass  man 
die  neun  Quadrate 


I gebildet 

au3 

den  Zahlen 

1 

bis 

9 

II  1, 

yy 

10 

18 

m „ 

yy 

19 

yy 

27 

IX  „ 

yy 

73 

fy 

81 

nach  Analogie  der  Glieder  des  ersten  in  die  Grnppimng 

I I V IX  1 
VI  VII  u [ 

vm  UI  IV I 

bringt  Die  Richtigkeit  der  Teilsummen  ergibt  sich  sehr  leicht  aus 
der  Uerleitnng. 

Ebenso  werden  sich  für  alle  zusammengesetzten  Zahlen  (als  Basis) 
analoge  Quadrate  aufstelleu  lassen  und  zwar  in  der  Regel  doppelt  so 
viel  verschiedene,  als  die  Grundzahl  Zerlegungen  in  zwei  Factoren 
zulusst  Die  einzelnen  Teilquadrate  können  dabei  ebenso  gut  wie  die 
uachhorige  Zusammenstellung  derselben  sowohl  nach  § 1.,  als  auch 
nach  § 2.  hergestellt  werden.  Nur  wenn  die  vorliegende  Grundzahl 
selbst  eine  Quadratzahl  ist,  wird  für  ihre  Zerlegung  in  zwei  gleiche 
Factoren  nur  ein  Quadrat  möglich  sein. 

Sind  nämlich 

“i-ft  “ ‘h  ßt  — o»-ßs  “ — m 

die  verschiedenen  möglichen  Zerlegungen  in  zwei  Factoren,  so  kann 
das  Quadrat  für  1 bis  gebildet  werden 

durch  Quadrate  nach  dem  Schema  1 bis  oder 

1?  ßi^  11  11  11  11  ^ 11 

.•  = 1,  2,  3 . . . 

und  nur  für  a,-  = ßi  fallen  beide  Quadrate  zusammen.  Sind  die  e, 
oder  ßi  ganz  oder  teilweise  zusammengesetzte  Zahlen,  so  können  die 
Teilquadrate  analog  dadurch  gebildet  werden,  dass  «,•  resp.  /3,  noch 
weiter  in  Primfactoren  enthalten,  so  dass  die  Anzahl  der  möglichen 
verschiedenen  Qnadratbildnngen  sehr  gross  werden  kann. 

2)  m durch  4 teilbar,  also  = 4fc  = 2n. 

Eine  Herstellung  für  magische  Quadrate  mit  gerader  Basis  nach 
Analogie  von  § 1.  ist  selbstverständlich  unmöglich,  weil  dort  bei  der 
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Herstellung  gerade  darauf  Rücksicht  genommen  wurde,  dass  m un- 
gerade, folglich  ein  Mittelfeld  vorhanden  war. 

§ 4.  Wie  im  Anfänge  des  § 2.  gezeigt  wurde,  ist  dos  Quadrat 
hcrgestellt,  sobald  mau  das  dort  mit  (A)  bezeichneto  System  in  der 
verlangten  Weise  transformirt  hat,  d.  h.  sobald  mau  — der  Abkür- 
zung wegen 

(p  — l)n-f  5 = Op., 

gesetzt  — das  System 

01.1  01,2  ■ ■ ■ Ol.m 

02.1  02.2  . • ■ 02,m 


^^,2  • • • ^m.m 

so  umstellen  kann,  dass  nicht  irgend  zwei  Glieder  einer  und  der- 
selben Horizontolreihc  denselben  vorderen  oder  denselben  hinteren 
Index  haben.  Diese  Aufgabe  scheint  sich  für  gerade  Zahlen  allge- 
mein nicht  lösen,  für  die  Zahlen  von  der  Form  jedoch  successive 
ableiten  zu  lassen.  Man  findet  nämlich  für  die  kleinste  Zahl  A;  — 1, 
also  R 4 mechanisch  die  Lösung: 


ai.i 

02.2 

03.3 

04,4 

1 

6 

11 

16 

«3,2 

04.1 

01.4 

02.3 

10 

13 

4 

7 

04.1 

03.4 

02.1 

OU 

15 

12 

5 

2 

02.4 

Olfi 

04.2 

03.1 

8 

3 

14 

9 

mit  der  verlangten  Teilsumme  34.  Ans  diesem  Quadrate  lassen  sich 
zunächst  successive  die  Quadrate  für  die  Gnindzahlen 

8,  16,  32,  64,  128  .. . 2“  ableiten. 

Bezeichnet  man  nämlich  das  allgemeinere  Quadrat: 

04<+l.  4pfl  (Hx+3,  *t+2  04x-^3.  04xf4.  iy-t-*  ' 

atx  • 3.  4p.f  2 a*z+*.  4p41  04iz.|.l,  a*x+2.  4p4^S  ^ 

04x4.4,  4p43  04x43,  4p44  04x42,  4p41  04z4I.  4p42  , 

04x(2.4pH  04x41,  4p43  04x44.4,42  04x43.4,41 

kurz  mit  tp{x,y),  so  stelle  man  die  vier  Quadrate  zusammen: 

^p(0,0)  <ip(l,  1) 

OP(1,0)  ?i(0,l) 

Dieses  System  enthält  8 Reiben  mit  je  8 Gliedern , von  denen  die 
wagerechten  Reiben  sogleich  die  verlangte  Summe  geben,  weil  sie  der 
verlangten  Anordnung  entsprechen.  Bei  den  senkrechten  Reiben  er- 
reicht man  das  dadurch  am  einfachsten,  dass  man  in  den  mittelsten 
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tfi 

2=4  Reihen,  diejenigen  Glieder,  welche  gleichweit  Tom  Ende  ste- 
hen, mit  einander  vertauscht.  Nach  Ausführung  dieser  Vertauschung 
erhält  man  für  m 8 : 


01,1 

02,2 

03,3 

04,4 

05.5 

06,6 

07,7 

08,8 

03.2 

04,1 

01,4 

02,3 

07,6 

084 

05,8 

06,7 

05,« 

06,5 

07,8 

08,7 

01,2 

02,1 

03,4 

04.3 

1 

07,6 

08,6 

05,7 

06.8 

03.1 

04,2 

01,3 

02,4 

04,a 

08,7 

02,6 

01,5 

08.4 

07,3 

06,2 

05.1 

02.7 

01,8 

04,5 

03.6 

06.3 

05,4 

08.1 

07.2 

i 

08,3 

07.4 

06.1 

05,2 

04.7 

03,8 

02,5 

«1.6 

' 

03,4 

05,3 

08,2 

07,1 

02.8 

01.7 

04,6 

03,5 

1 10  19  28  37  46  55  64 
18  25  4 11  54  61  40  47 
38  45  56  63  2 9 20  27 
53  62  39  48  17  26  3 12 
32  23  14  5 60  51  42  33 
15  8 29  22  43  36  57  50 
59  52  41  34  31  24  13  6 
44  35  58  49  16  7 30  21 j 


Man  ttberaengt  sich  leicht,  dass  statt  der  ^ mittelsten  Reihen 

auch  ~ andere  nmgesteilt  werden  können,  falls  die  Auswahl  so 

getroffen  wird,  dass  j aus  der  ersten  Hälfte  beliebig  genommen 

werden  und  ^ aus  der  zweiten  Hälfte  so,  dass  dass  die  in  der  er- 
4 

sten  Hälfte  übergangenen  nun  genommen  werden.  Für  den  vor- 
liegenden Fall  können  also  zunächst  gewählt  werden  die  Reihen 


1,  2,  7,  8 oder  3,  4,  5,  6 

1,  3,  6,  8 „ 2,  4,  5,  7 

1,  4,  6,  7 „ 2,  3,  5,  8. 


Die  in  demselben  Paare  stehenden  Vertauschungen  geben  keine  wesent- 
lich verschiedenen  Lösungen;  sie  gehen  durch  Vertauschung  der 
gleichweit  vom  Ende  stehenden  Vertiealreihen  in  einander  über. 

In  ganz  analoger  Weise  lässt  sich  nun  das  Quadrat 
für  die  Grundzahl  16  aus  dem  für  die  Grundzahl  8, 

« ))  )>  11  11  11  11  I®i 

11  11  11  64  ,,  „ ,,  ,,  ,,  32 

u.  s.  w.  für  jede  Grundzahl  von  der  Form  2”  ableiten. 

Stellt  man  nun  nach  Analogie  der  in  § 2.  gezeigten  Anordnoog 
der  Elemente  unter  Beibehaltung  der  Bezeichnung  t)>{x,  y)  folgende 
Quadrate  zusammen; 
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(p{0,0)  v(2,2) 

9(2,1)  9(0,2)  9(1,0) 

9(1,2)  9(2,0)  9(0,1) 

so  geben  diese  direct  das  Quadrat  für  die  Grundzahl  12,  =>  <^(12). 
Ebenso  erhält  man: 


»(0,0) 

»(1,1) 

»(2,  2) 

»(3,3) 

9(4, 4) 

»t2, 1) 

9(3,  2) 

»(4,3) 

9(0,  4) 

»(1,0) 

»(4,  2) 

9(0,  3) 

»(1,4) 

»(2,0) 

9(3, 1) 

»(1,3) 

»(2,  4) 

9(3,0) 

»(4, 1) 

»(0,  2) 

»(3,4) 

9(4,0) 

»(0, 1) 

»(1,2) 

»(2, 3) 

Analog  findet  man  allgemein: 


9>(0, 0) 

»(1,1) 

9(2,2) 

...9(0 — 2,0 — 2)  9(0 — 1,0 — 1) 

»(2,1) 

9(3,2) 

»(4,3) 

...9(0,0— 1)  9(1,0) 

»(4,2) 

»(5,3) 

»(6,4) 

...9(2,0)  9(3,1) 

1 <p(a — 4,b- 

-2)  9(0 — 3,0— 



-1)  9(0 — 2,0)...9(o— 6,0— 4)  9(0—5,« — 3) 

j »(« — 2,  o- 

-1)  9(0— 1,0) 

»(0,1) 

..  tp{a — 4,a — 3)  qp(a— 3,a — 2) 

= Q(4o) 

worin  a eine  ungerade  2^hl  bedeutet 


Auf  diese  Weise  lassen  sich  folgende  Quadrate  bilden: 
tl(4)  Q(12)  Q(20)  Q(28)  <^(36)  ...  (2(4(21  + 1)) 
ebenso  erhält  man  successivc  ans  U(H),  (2(16)  . . . die  Reihen 

Q(8)  0(24)  0(40)  0(56)  0(72)  ...0(8(21+1)) 

0(16)  0(48)  0(80)  0(112)  0(144)  ...  0(16(21  + 1)) 


Da  non  jede  durch  4 teilbare  Zahl  notwendig  die  Form 
2-(21+l)  0^2,  1^0 

a und  1 ganzzahlig 

haben  muss,  ist  somit  die  Darstellbarkr-it  aJJ<;r  hierher  gehörigen 
Quadrate  in  einer  mit  ) 2.  analogen  Weise  naf.-hgewiev^n. 

§ 5.  Eine  mit  der  soeben  ausgefahrten  verwandte,  aUfr 
mere  Herstellongsweise  fUr  Quadrate  von  der  Grundzahl  41-,  we|<.)je 
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ungefähr  dem  § 3.  entsprechen  würde,  lässt  sich  folgendennassen  an- 
geben. 

Von  der  für  i — 1,  also  n = 4 gefundenen  Grundform 

1 6 11  16 

10  13  4 7 

15  12  5 2 

8 3 14  9 

die  einstweilen  kurz  mit  fl,  16)  bezeichnet  werden  möge,  ansgehend 
bilde  man  die  diesem  entsprechenden  allgemeineren  Quadrate 

(17,32)  (33,48)  (49, 64)  ...  (161 -fl,  16* 16)  | 

worin  1 = (2p  — 1)* — 1,  p ganzzahlig  anznnchmen  ist  l hat  dem- 
nach successive  die  Werte  S 

1 = 8,  24,  48,  80,  120,  168,  224  . . . (2p-f  1)»  — 1 

Für  diese  Werte  ordne  man  die  einzelnen  Gruppen  entsprechend  den 
Elementen  eines  Quadrates  mit  der  Grundzahl 

3,  5,  7,  9,  11,  13,  15...2p-fl 

um  geradstellige  Quadrate  mit  den  snccessiven  Grundzahlen: 

12,  20,  28,  36,  44,  52,  60  . . . 8p-f  4 

zu  erhalten. 

Um  das  Quadrat  für  die  Grundzahl  8 zu  erhalten,  stelle  man  | 
zusammen : ! 

(1,  16)  (49,  64) 

(17,  32)  (33,  48)  ' 

und  vertausche  dann  wieder  in  vier  nach  Massgabe  des  vorigen  | zn 
bestimmenden  llorizontalreiheii  diejenigen  Glieder,  welche  gleichweit 
vom  Ende  stehen.  Bei  Benutzung  der  vier  mittelsten  Reihen  erhält 
man  dann: 


! 1 

6 

11 

16 

49 

54 

59 

64 

10 

13 

4 

7 

58 

61 

52 

55 

50 

53 

60 

63 

2 

5 

12 

15 

57 

62 

51 

56 

9 

14 

3 

8 

48 

43 

38 

33 

32 

27 

22 

17 

39 

36 

45 

42 

23 

30 

29 

26 

31 

28 

21 

18 

47 

44 

37 

34 

24 

19 

30 

25 

40 

35 

46 

41 
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Ans  der  Hcrleitnng  des  Quadrates  ergibt  sich  als  Teilsummc 
für  die  Horizontalreiben 

teils  2,34+4.0-f4.48  - 260 
teUs  2.34  + 4.16+4.32  = 260 

für  die  Verticalreihen  dagegen  überall: 

2.34  + 2.0  + 2.16  + 2.32  + 2.48  - 260. 

Nnn  kann  man  aber  nach  directer  Analogie  von  § 3.  wieder  ans 
4(8)  die  Reihe: 

Q(8)  Q(24)  Q(40)  Q(56)  . . . 

ableiten.  Ferner  folgt  weiter  Q(16)  aus  W(8)  ebenso  wie  dies  ans 
4(4),  ebenso  findet  man  4(32)  Q(64)  . . . , die  für  sich  wieder  die  in 
I 4.  angedeuteten  Reihen  von  Quadraten  ergeben,  so  dass  auch  in 
dieser  Darstellnngsweisc  jedes  4(41-)  berücksichtigt  ist. 

§ 6.  Eine  einfache,  für  jedes  4/fc  ohne  Unterschied  gicichmässig 
anznwendende  Darstellnngsweisc  ist  folgende  (4t  ■*=  2n  gesetzt). 

Man  schreibt  in  die  erste  Verticalreihe  die  ersten  « ungeraden 
Zahlen  vom  obersten  Felde  an  und  jedesmal  eins  überschlageud ; in 
die  offen  gebliebenen  Felder  die  letzten  n geraden  Zahlen,  von  unten 
anfangend.  Sodann  kommen  in  die  letzte  Verticalreihe  die  ersten 
" geraden  Zahlen,  in  das  2te,  4tc  . . . 2nte  Feld  von  oben  an  und  in 
die  Lücken  die  letzten  n ungeraden  Zahlen  von  unten  an. 

Dann  setzt  man  in  die  zweitletzte  Verticalreihe  die  zweiten  n 
nngeraden  Zahlen,  vom  untersten  Felde  beginnend  und  jedesmal  eins 
ttberschlagend  und  die  zweitletzten  n geraden  Zahlen , von  oben  be. 
linnend,  in  die  Lücken,  ln  die  zweite  Reihe  kommen  die  zweiten  n 
geraden  Zahlen  vom  zweituntersten  Felde  an  aufwärts,  jedesmal  eins 
überschlageud  und  die  zweitletzten  n ungeraden  Zahlen  vom  zweit- 
obersten Felde  an  abwärts  in  die  Lücken.  In  die  dritte  Reihe  die 
dritten  n ungeraden  Zahlen , vom  obersten  Felde  an , jedesmal  eins 
überschlagend,  in  die  Lücken  die  drittletzten  » geraden  Zahlen  von 
inten  an  u.  s.  w. 

Nach  diesem  Schema  hat  man  für  n 4 oder  k = 2 als  Bci- 
tpiel: 
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1 16  17  32  34  47  50  63 

64  49  48  33  31  18  15  2 

3 14  19  30  36  45  52  61 

62  51  46  35  29  20  13  4 

5 12  21  28  38  43  54  59 

60  53  44  37  27  22  11  6 

7 10  23  26  40  41  56  57 

58  55  42  39  25  24  9 8 

Der  allgemeine  Beweis  fUr  die  Richtigkeit  der  Anordnung  ist  in  fol- 
gender Weise  zu  führen: 

a.  Für  die  Verticalreihen. 

In  der  ersten  Verticalreihe  stehen  die  Zahlen: 

[l-}-3+5-f...2»— l]+[4n*+(4n*— 2)-f-(4n»— 4)+...(4»*-2n— 2)] 

= n»  +4«*-(244+...2n-2) 

= n*-|-4n*— fi(n— 1)  — 4n*-|-n,  oder  weil  n ^ ist 

” 2 “ 

welches  die  verlangte  Summe  ist  In  der  letzten  Verticalreihe  da- 
gegen stehen: 

[2-f4+6+...2n]+[(4»*-l)-j-(4»»— 3}+(4h»— 5)4-...(4n»— 2';^^] 

d.  h.  in  der  einen  Hälfte  ist  jedes  Glied  um  1 grösser,  in  der  andern 
um  1 kleiner  als  ein  entsprechendes  Glied  der  ersten  Verticalreihe, 
die  Gesammtsummc  beider  Reihen  muss  demnach  dieselbe  sein. 

In  der  vorletzten  Verticalreihe  stehen; 

[(2H+l)+(2n-f3)+(4n— l)]+[(4n»— 2n)-f(4n*— 2^“2)-K4n*— 

+...-(4n*-4i=2)] 

d.  h.  n Zahlen  sind  um  jo  2n  grösser  und  n Zahlen  um  je  2n  kleiner 
als  die  entsprechenden  in  der  ersten  Verticalreihe.  Die  zweite  Ver- 
ticalreihe mit  der  Summe: 

[(2n+2)+(2n+4)+...+4«)]+f(4»=‘-2^-f(4«*-2n-f3) 

-|-(4h* — 2n-j-'^)"l"— 4n — 1) 

steht  zur  letzten  in  derselben  Beziehung. 
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Ebenso  vergrOsscrn  sich  in  der  dritten  and  drittletzten  Reihe 
gegen  die  beiden  äussersten  Reihen  n Glieder  um  je  4n,  während  die 
andern  n Glieder  um  eben  soviel  kleiner  werden.  Dieselbe  Rolle 
spielt 

in  der  vierten  und  viertlctzten  Reihe  die  Grösse  6n 
„ „ fünften  „ fünftletzten  „ „ „ 8n 


„ „ iten  und  iletzten  „ „ „ 2(A— l)n*). 

b.  Für  die  Horizontalreihen. 

In  der  ersten  Horizontalreihe  stehen,  jedesmal  von  den  Grenzen 
gleichweit  entfernt,  die  Glieder 

1 und  4n*  — 1 


2.2n 
2.2n  + l 
4.2» 

4. 2» -fl 
6.2» 


4»»— (2.2»— 2) 
4»*— (2. 2» -fl) 
4»*— (4.2n  — 2) 
4»*- (4. 2» -fl) 
4»*  — (6.2»— 2) 


Die  Summe  des  ersten,  dritten,  fünften  u.  s.  w.  Paares  ist  jedesmal 
4n*,  dagegen  die  Summe  des  zweiten,  vierten,  sechsten  n.  s.  w.  Paares 
jedesmal  4»*-f  2. 

Da  » Paare  vorhanden  sind,  und  » als  gerade  vorausgesetzt  ist, 
treten  beide  Summen  ^mal  auf,  d.  h.  die  Gesammtsumme  ist: 

4»*-  ^-f  (4n*-f  2)g  = 4»’-fn. 

In  der  zweiten  Horizontalreihe  zeigt  sich  analog,  dass  die  Summe  im 
ersten,  dritten,  fünften  u.  s.  w.  Paare  = 4n*-f2 
zweiten,  vierten,  sechsten  u.  s.  w.  „ = 4»“ 

ist  Die  Gesammtsumme  ist  demnach  dieselbe.  Es  stehen  sich  näm- 
lich gegenüber 

4»*  und  2 

4»*  — (2.2»  — 1)  „ 2.2»  — 1 

4»*  — 2.2»  „ 2.2n-f2 

4»»— (4.2n— 1)  „ 4.2»-l 

4»*— 4.2»  „ 4.2n-f2 


•)  Kflrier:  Jede  Verticalreihe  enthalt  nach  der  Anordnung  je  n Vnaro 
mit  der  Summe  4n^f  I,  also 

tt(4n*-f  1)  = 4»^-f  n. 


300  Harmuth;  Vthtr  magische  Quaiira/e  und  ähnliche  Zahlenfiguren. 

Stellt  man  das  System  vollsfändipr  auf,  so  findet  man,  dass  der 
Beweis  für  die  nugeradstelligen  Horizoutalreibeu  analog  der  ersten, 
für  die  geradstelligeu  analog  der  zweiten  zn  führen  ist. 

§ 7.  Eine  der  vorigen  ähnliche  Lösniig  ist  folgende: 

Man  ersetze  die  Zahlen 

1,  3,  5 ...2n—l  d.  Reihe  nach  durch  1,  2,  3,  ...» 

2,  4,  6 ...2n  „ „ „ „ n-|-l,  n-|-2,  n-f-3  ...2« 

2n+l,2n4-3;2n+5...4n— 1„  „ „ „ 2n+l,  2n+2,  2nH-3...3» 

2n-|-2, 2n-j-4, 2n-|-6...4n  „ „ „ „ 3n-)-l,  3«-|-2, 3n-f-3...4« 

n.  8.  w. 

Für  rt  =■  4 oder  = 2 hat  man  dann  das  Beispiel : 


1 

16 

17 

32 

37 

44 

53 

60 

64 

49 

48 

33 

28 

21 

12 

5 

2 

15 

18 

31 

38 

43 

54 

59 

63 

50 

47 

34 

27 

22 

11 

6 

3 

14 

19 

30 

39 

42 

55 

58 

62 

51 

46 

35 

26 

23 

10 

7 

4 

13 

20 

29 

40 

41 

56 

57 

61 

52 

45 

36 

25 

24 

9 

8 

Für  die  Verticalreihon  ist  der  Beweis  direct  auf  den  vorigen  Fall 
zurückzuführeu,  da  hier  wie  dort  jo  zwei  auf  einander  folgende  Glie- 
der jeder  Verticalreihe  die  Summe  4«*-|'l  haben;  da  n solcher  Paare 
vorhanden  sind,  ist  die  Gesammtsummo  4n^-|-)i.  Dagegen  stehen  in 
den  Horizontalreihen  Paare,  deren  Summe  abwechselnd 

4n* — n-j-1  und  4»»*-|-n-l-l  ist. 

Die  Gesammtsumrae  ist  also : 

^(8n*-|-2)  — 4n^-|-n. 

§ 8.  Eine  andere  ebenfalls  für  jede  Grundzahl  m = 4k  anwend- 
bare Aurtösuug  findet  in  folgender  Herstollnngsregel  Ausdruck: 

Man  schreibe  in  die  ersten  “ Felder  der  ersten  Verticalreihe 

4 

die  ersten  ™ ungeraden  Zahlen;  in  die  direct  darunter  folgenden 
^ Felder  der  letzten  Verticalreihe  die  folgenden  ^ ungeraden  Zah- 
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l«n,  in  die  letzten  j Felder  der  ersten  Verticalreihe  die  dann  fol- 

gi'oden  angeraden  Zahlen.  In  die  in  diesen  beiden  Reihen  auf  diese 
Weise  gelassenen  Lacken  stelle  man  die  m letzten  geraden  Zahlen, 
von  m*  abwärts,  so  dass  sich  stets  zwei  Zahlen  gegenUberstehen,  die 
von  1 and  m*  gleich  weit  entfernt  sind.  Ebenso  behandle  man  die 
zweite  and  zweitletzte  Verticalreihe,  indem  man  die  ungeraden  Zahlen 
1,  3,  5 ...  durch  die  geraden  2,  4,  6 . . . und  die  geraden  Zahlen 
n’,  m* — 2,  m*  — 4 . ..  durch  die  ungeraden  to” — 1,  — 3,  m*  — 5 

ersetzt.  Die  dritte  und  drittletzte  Reihe  nimmt  dann  in  genau  ent- 
sprechender Weise  die  zweiten  m ungeraden  und  die  zweitletzten  m 
geraden  2^hlen  auf,  während  auf  die  vierte  und  viertletzte  Reihe  die 
zweiten  m geraden  und  die  zweitletzten  m ungeraden  Zahlen  fallen 
a.  s.  w.  Dieser  Form  entspricht  die  folgende  Anordnung  für  <2(8). 


1 

2 

17 

18 

47 

48 

63 

64 

3 

4 

19 

20 

45 

46 

61 

62 

60 

59 

44 

43 

22 

21 

6 

5 

58 

57 

42 

41 

24 

23 

8 

7 

56 

55 

40 

39 

26 

25 

10 

9 

54 

53 

38 

37 

28 

27 

12 

11 

13 

14 

29 

30 

35 

36 

51 

52 

15 

16 

31 

32 

33 

34 

49 

50 

Der  sdlgcmeine  Beweis  ist  folgender:  Die  Summe  einer  jeden 
einzelnen  Verticalreihe  besteht  aus  3 Teilen-,  diese  sind  bei  der  ersten: 

.11+3+5+... 

2 


„(|+.)  + (^  + 5)  + .. 

7m* 

16 

Nnn  ist  aber 

m*  , m* — , 

7m*  m*-l-m 

4»*  -f-  n. 

16  ' 2 ^ 

^16  2 

In  der  zweiten  Verticalreihe  sind  ^ Zahlen  um  1 v 
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die  andern  ^ um  1 verkleinert  gegen  die  entsprechenden  in  der 
ersten  Verticalreihe,  die  Summe  muss  demnach  dieselbe  sein. 

In  der  dritten  resp.  vierten  Verticalreihe  tritt  in  dem  obersten 
und  untersten  Viertel  eine  Vermehrung  um  die  Grösse  2m  für  jedes 
Glied  gegen  das  entsprechende  der  ersten  resp.  zweiten  hinzu,  in  der 
mittleren  Hälfte  eine  ebenso  grosse  Verminderung.  Beide  heben  sich 
also  auf.  In  den  folgenden  Paaren  von  Verticalreihen  bis  zur  Mitte 
des  Quadrates  geben  die  successivcn  Zahlen 


4»i,  6m,  . . . ^2 — 2^n 


die  respective  Vermehrung  oder  Verminderung  jedes  Gliedes  an. 
Äuch  die  zweite  Hälfte  des  Quadrates  enthält  dieselben  Zahlen  in 
je  2 aufeinander  folgenden  Reihen,  nur  dadurch  verändert,  dass  die 
Reihe  «)  ß)  y)  in  umgekehrter  Richtung  zu  leseu  ist,  und  dass  als 
Addendus  resp.  Subtraheudus  die  Zahlen 

m /m,\ 

2"*’  l2"*"^j"*’  1^2  V”*’ • • ' 

succcssive  hinzutreten.  Mithin  ist  die  Summe  in  allen  Verticalreihen 
dieselbe. 

Für  die  Horizontalreihen  ergibt  sich  der  Beweis  direct  ans  dem 
Umstande,  dass  nach  der  oben  angegebenen  Anordnung  je  zwei  Glie- 
der, die  in  derselben  Horizontalreibe  gleichwcit  vom  Ende  stehen. 

die  Summe  m*-j-l  haben.  Nun  sind  ^ Paare  vorhanden,  also  die 
Snmnio 


9 (m*  + l) 


»+, 


§ 9.  Ebenso,  wie  vorhin  aus  § 6.  eine  neue  Lösung  in  § 7.  ab- 
geleitet wurde,  kann  man  nun  auch  aus  der  eben  in  § 8.  aufgesteliten 
eine  ähnliche  entnehmen. 

Man  setze  in  die  erste  Verticalreihe  zunächst  die  ersten  ~ Zah- 

Tn 

len,  sodann  in  die  darunter  folgenden  Stellen  der  letzten  Vertical- 
reihe die  folgenden  ^ Zahlen  von  j+1  bis  ^ und  in  die  letzten 

m 3fn 

^ Stellen  der  ersten  Verticalreihe  die  Zahlen  von  + 1 bis  » 

In  die  Lücken,  welche  in  diesen  beiden  Reihen  geblieben  sind,  setze 
mau  die  letzten  m Zahlen  wieder  so,  dass  je  zwei  sich  gegenttber- 


Dfc;:::- 


hy  C iai^nle 
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stehende  Zahlen  die  Summe  geben.  In  der  zweiten  und  zweit- 

letzten Reibe  bringe  man  in  analoger  Weise  die  Zahlen  m-|-l  bis 
2m  nnd  (m  — 2)m-j-l  bis  (m — l)m  unter,  ebenso  in  der  dritten  und 
drittletzten  die  Zahlen  2m-l-l  bis  3to  und  (m  — 3)m-j-l  bis  (nt— 2)m 
a.  $.  w. 


Das  vorige  Beispiel  hiernach  transformirt,  hat  man: 


1 9 17  25  40  48  56  64 

2 10  18  26  39  47  55  63 

62  54  46  38  27  19  11  3 

61  53  45  37  28  20  12  4 

60  52  44  36  29  21  13  5 

59  51  43  35  30  22  14  6 

7 15  23  31  34  42  50  58 

8 16  24  32  33  41  49  57 


Q(8) 


Beweis.  Die  den  obigen  entsprechenden  Grujipen  haben  jetzt  die 
Teilsnromen: 

n m (m  , \ m*  , m 

«)  l + 2+...|;=  g (j  + l)  =32+g 

?)  |(m— l)»n-f-^+lj-j-  j^(m — l)ni-j- j-j-2j  + ...+  |^(ni— 

m*  m* — m 

nnd  es  ist 

wi*  , nt  , ni*  m*  — nt  , 7m*  , m m®-}-  m 

M + 8 T 4 32  + 8 ” 


In  der  zweiten,  dritten,  vierten  . . . letzten  Verticalreihe  ist  nun 
die  eine  Hälfte  der  Glieder  gegen  die  entsprechenden  der  ersten 
Verticalreihe  um  m,  2m,  3m,  ...  (m — l)m  vermehrt,  die  andere 
Hilfte  um  ebensoviel  vermindert  worden.  Deshalb  ist  auch  hier  die 
Snmme  aller  Verticalreihcn  gleich. 

Für  die  Horizontalrcihen  ist  der  Beweis  derselbe  wie  in  § 8. 


3)  m nicht  durch  4,  aber  durch  2 teilbar,  also 
m = 4n  -}*2. 


§ 10.  Eine  allgemein  gütige  Lösung  für  die  Quadrate  dieser  Basis 
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Die  den  §§  4.  und  5.  analoge  Herstellung  scheitert  zunächst  daran, 
dass  sich  da.s  System 

01.1  01.2  . . • Ol.», 

02.1  02,2  . . . 02,». 


Orn.l  Om, 2 . . . Om.m 

für  den  Fall  m = 4n-|-2  anscheinend  nicht  so  umstellen  lässt,  dasi 
nicht  zwei  Glieder  derselben  Horizontalreihe  oder  Verticalreihe  den- 
selben vorderen  oder  denselben  hinteren  Index  behalten. 


Auch  kann  man  nicht  von  n = 0,  also  m = 2 ausgehend  die 
übrigen  Quadrate  mittelbar  anfstellen,  denn  für 


01,1  01.2 

02,1  02,2 


oder 


1 2 
3 4 


ist  diese  Umstellung  absolut  unmöglich.  Auch  Obersieht  man  sofort, 
dass  Q{2)  überhaupt  nicht  darstellbar  ist. 

Die  §§  8.  und  9.  nehmen  darauf  Rücksicht,  dass  jede  Vertical- 
reiho  aus  m = 4«  Gliedern  besteht,  sich  also  in  vier  Teile  von 
gleichviel  Gliedern  zerlegen  lässt.  Sie  gestatten  demnach  für  den 
vorliegenden  Fall  auch  keine  Analogie.  Die  einzige  der  vorigen  ana- 
loge Lösung  ist  also  nach  § 6.  resp.  7.  zu  versuchen,  doch  wird  auch 
diese  eine  Zerlegung  in  die  Fälle 

m = 4»-l-2  = 8I-+2 
und  m = 4n-t-^  = 8fc-t-6  verlangen. 

Ordnet  man  die  Zahlen  zunächst  genau  nach  der  in  § 6.  gege- 
benen Anweisung,  so  zeigt  sich  aus  dem  dort  geführten  Beweise, 
dass  die  Summe  der  Verticalreiheu  sofort  die  verlangte  ist,  weil  auch 
in  ihnen  je  2 aufeinander  folgende  Glieder  die  Summe  haben 

tn 

und  ^ solcher  Paare  vorhanden  sind.  In  den  Horizontalrciben  wur- 
den die  Glieder  ebenfalls  paarweise  znsammengefasst  und  hatten  in 
der  ersten,  dritten,  fünften  u.  s.  w.  Horizontalreihe 


die  ungeradstclligen  Paare  die  Summe  m^, 

„ geradstclligen  „ „ „ m»+2, 

dagegen  in  der  zweiten,  vierten,  sechsten  u.  s.  w.  Horizontalreihe 


die  ungeradstelligen  Paare  die  Summe  »»*  + 2, 
„ geradstelligen  „ „ „ m*. 
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Nun  sind  jetzt  2n-l-l  Paare  in  jeder  Reibe  verbanden,  d.  b. 
eine  ungerade  Anzahl.  Mitbin  überwiegt  die  Anzahl  der  ungerad- 
stelligen  Paare  diejenige  der  geradstelligen  um  1.  Daraus  gebt  ferner 
leicht  hervor,  dass  die  Gesammtsummc  in  der 

ersten,  dritten,  fünften  . . . Uorizoutalreibc  «=  ^ f- 1 

, m 

zweiten,  vierten,  sechsten  ...  „ ~ ^ 1 

sein  muss.  Man  ordne  also  bis  auf  die  beiden  mittelsten  Vertical- 
reihen  ebenso  wie  dort,  ln  diesen  lasse  man  die  Zahlen 

i(4n  + 2)*+l  bis  }(4«  + 2)*+4h  + 2 

unverändert.  Von  den  Zahlen 

i(4n  + 2)»— (4n  + 2)  + l bis  i(4«4-2)* 

vertausche  man  die  ungeraden  mit  den  um  1 grösseren  geraden  Zahlen. 
Dadurch  wird  der  Fehler  in  den  Horizontalreihen  ausgeglichen,  aber 
in  die  beiden  mittelsten  Verticalreihen  Fan+i  und  V2n+2  übertragen, 
deren  erste  nun  eine  um  2ii+l  zu  grosse,  deren  zweite  eine  um 
ebensoviel  zu  kleine  Summe  gibt  Dieser  neue  Fehler  lässt  sich  durch 
folgende  Uebcrlegung  ansgleichcn.  £s  stehen  in  diesen  beiden  Reihen 
die  folgenden  Zahlen  mit  nebenstehender  Differenz  (von  unten  nach 
oben  gelesen;  i(4n-j-2)*  der  Kürze  wegen  — a gesetzt): 


V2n+2 

Vsn+l  — Fsn+a 

a — 1 

+3 

a 

a+1 

— 1 

a — 3 

4-7 

a — 2 

a~|-3 

— 5 

a-|-6 

a — 5 

4-11 

a — 4 

a-|-  5 

— 9 

also  sind  die  Differenzen  von  dor  Form  4A;-j-l  negativ, 

„ „ „ „ „ 4A+3  posiüv. 

Hat  also  2n-|-l  die  Form  4H-+3,  demnach  4» 4-2  die  Form  8fc-f-6, 
so  genügt  es,  die  beiden  Glieder  zu  vertauschen,  deren  Differenz 
4*4-3  ist;  so  gleicht  sich  der  Fehler  in  den  Verticalreihen  aus, 
während  in  den  Horizontalreihen  keine  Aeiidemng  eintritt.  Hat  aber 
2n-|-l  die  Form  4*-f-l,  demnach  4n-j-2  die  Form  8*-|-2,  so  be- 
achte man  die  identische  Gleichung: 
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4t  + l = 4*— 14-4fc+3— (4<:+l) 


und  vertausche  demgemäss  in  den  mittleren  Verticalreihen  diejenigen 
Glieder,  deren  Differenz 

+ (4fc_l)  -(4i-l-l)  +(4it+3)  ist, 
so  wächst  K2»+i  um  und  1^2»>+2  nimmt  um  ebensoviel  ab. 

Wir  fuhren  dies  für  die  kleinstmöglichen  Beispiele  m =•  6 und  m — lU 
ans,  beschränken  uns  jedoch  auf  die  Darstellnng  der  beiden  von  § 6. 
abweichenden  Verticalreihen  und  bezeichnen  mit  A die  nach  diesem 
Paragraphen  ausgeführte  Anordnung,  mit  B die  erste  Correction  dnreh 
Vertauschung  der  vorstehend  bezeichucten  Zahlen,  mit  C die  end- 
giltige  Form.  Mau  bat  für 


A 

B 

C 

13  23 

14  23 

14  23 

24  14 

24  13 

24  13 

15  21 

16  21 

16  21 

22  16 

22  15 

22  15 

17  19 

18  19 

18  19 

20  18 

20  17 

17  20 

A 

B 

C 

41  59 

42  59 

42  59 

60  42 

60  41 

60  41 

43  57 

44  57 

44  57 

58  44 

58  43 

58  43 

45  55 

46  55 

46  55 

56  46 

56  45 

56  45 

47  53 

48  53 

53  48 

54  48 

54  47 

47  54 

49  51 

50  51 

50  51 

52  50 

52  49 

49  52 

§ 11.  Wie  die  eben  behandelte  Lösung  sich  ans  § 6.  ergab,  so  | 
scheint  sich  eine  zweite  auch  aus  § 7.  hc  rleitcn  zu  lassen,  wenn  sich 
auch  der  Nachweis  in  allgemeinen  Formeln  nicht  so  einfach  dar- 
stellen lässt.  In  der  Anordnung  A,  die  § 7.  gleichzustellen  wäre,  ist 
die  Summe  der  Verticalreihen  die  verlangte,  in  den  Uorizontalreihen 


von  ungerader  Ordnung  ist  sie  — ^ 2 ~ 2 


n 


2 


X 


gerader 


1»  « 
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Darcb  die  in  B angedoutete  Umstellung  wird  dieser  Fehler  wieder 
in  die  mittelsten  zwei  Vertical reihen  übertragen,  so  dass  die  erstere 

derselben  eine  um  za  grosse  Summe,  die  zweite  eine  nm  eben- 
soviel zu  kleine  Summe  enthält.  Izk+i— enthält  dann  der 
Reihe  nach  — wieder  von  unten  an  — die  Werte 

-l-(m-f-l),  — 1,  —3,  —5,  ...  1),  — (m — 1) 

Durch  Vertauschung  einiger  in  diesen  Reihen  sich  gegenüberstohenden 
Glieder  wird  man  stets  eine  Anordnung,  welche  die  Fehler  in  K2»+i 
und  Isns-s  ansgleicbt,  ohne  die  Horizontalreiben  zu  beeinträchtigen, 
erhalten  können.  Ein  allgemeines  Gesetz  scheint  darüber  nicht  zu 
existiren,  auch  genügt  die  Vertauschung  von  drei  Gliederpaaren  für 
diesen  Zweck  schon  bei  »a  = 18  nicht  mehr. 


II. 

Magische  Reehteeke. 

$ 12.  Bildet  man  diese  Bezeichnung  analog  der  Bezeiebnnng 
„magisches  Quadrat“,  so  würde  die  Aufgabe,  ein  magisches  Rechteck 
herznstellen,  mit  der  folgenden  zusammcnfallen : 

Es  sollen  die  Zahlen  1 bis  pq  in  p Reiben  zu  je  q so  verteilt 
werden,  dass  sowohl  die  Summe  der  einzelnen  Horizoutaireihen  unter 
sich,  als  auch  die  Summe  der  einzelnen  Verticalreihen  unter  sich 
gleich  gross  ist  Die  resp.  Summen  müssten  dann  sein: 

und 

« £ 

Man  überzeugt  sich  zuniiclist  leicht,  dass  die  erste  Bedingung 
für  die  Lösbarkeit  folgende  ist:  p und  q müssen  entweder  gleidizeitig 
gerade  oder  gleichzeitig  ungerade  sein. 

Ist  nämlich  erstens  p ~ 2m,  q = 2«,  so  hat  man: 

1 -j- 2-j-3-|- . .. -j-2m. 2»  ■=  2mn(4mn-(-l), 
welche  Zahl  sowohl  durch  2m  als  auch  durch  2n  teilbar  ist. 


Ist  zweitens  p = 2m-|-l,  <z  = 2n-f- 1,  so  hat  man: 


14-24-3-1- ... +(2m-|-l)(2n-t-l) 


(2m-fl)(2H4D[(am4-l)(2n-|-l)-l-l] 

2 


dann  ist  die  eckige  Klammer  des  Ausdruckes  rechts  geradzahlig,  also 
der  ganze  Ausdruck  durch  2m-f-l  und  durch  2n-j-l  teilbar. 

20» 
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Hat  man  dagegen  p =*  q * 2«,  so  ist: 

1 + 2 + 3+  ...  +2n(2m  + l)  = n(2TO+l)[2«(2«.  + l)  + l] 
welcher  Ausdruck  wohl  durch  die  unijerade  Zahl  2m + 1,  aber  nicht 
durch  die  gerade  2n  teilbar  ist.  Die  Teilbarkeit  der  Gesammtsumme 
durch  die  beideu  Factoren  />  uud  q der  Endzahl  ist  aber  Bedingung 
dafür,  dass  die  obigen  Formeln  für  die  Teilsummeu  ganzzahlige  Werte 
geben.  Bezeichuet  also  Jt{x,  y)  das  Rechteck  aus  den  Zahlen  1 bis 
xy,  SO  ist  danach  Ä(2n,  2m + 1)  von  der  Betrachtung  anszuschliessen, 

§ 13.  Die  Lösung  für  die  Rechtecke  der  ersten  Art  (p  = 2m. 
q =z  2<i)  zeigt  eine  bedeutende  Aehnlichkeit  mit  den  Lösungen,  welche 
für  Quadrate  in  den  §§  6 — 10  gegeben  sind. 

Für  Jlechtecke,  hei  denen  beide  Zahlen  p und  q durch  4 teilbar 
sind,  lassen  sich  die  Anweisungen  aus  § 6 — 9 direct  übertragen,  weil 
dort  die  Quadrate  so  gebaut  sind,  dass  die  Verticalreihen  zu  je  4 ein 
vollstänilig  symmetrisches  System  bilden,  nämlich  die  beiden  ersten 
uud  die  beiden  letzten,  sodann  die  dritte,  vierte,  drittletzte  und 
viertletzte  u.  s.  w.  Der  Beweis  ist  vom  den\jcnigen  für  die  betref- 
fenden Quadrate  zu  wenig  abweicheud,  als  dass  es  nötig  wäre,  die 
geringen  Umüuderungen  für  denselben  auszuführcu.  Es  genügen  als 
Darstelluugsbeispiele  für  das  Rechteck  7i(4, 8)  mit  den  Teilsummeu 
66  und  132  folgende  Formen. 


Nach 

§ 6. 

Nach 

§ 7. 

1 

16 

18 

31 

1 

1 

16 

21 

28 

32 

17 

15 

2 

32 

17 

12 

5 

3 

14 

20 

29 

1 j 

2 

15 

22 

27 

30 

19 

13 

4 

31 

18 

11 

6 

5 

12 

22 

27 

3 

14 

23 

26 

28 

21 

11 

6 

30 

19 

10 

7 

7 

10 

24 

25 

4 

13 

24 

25 

26 

23 

9 

8 

29 

20 

9 

8 

Nach 

§ 8. 

Nach 

§ 9. 

1 

2 

31 

32 

] 

1 

9 

24 

32 

3 

4 

29 

30 

2 

10 

23 

31 

28 

27 

6 

5 

30 

22 

11 

3 

26 

25 

8 

7 

1 

29 

21 

12 

4 

24 

23 

10 

9 

28 

20 

13 

5 

22 

21 

12 

11 

27 

19 

14 

6 

13 

14 

19 

20 

7 

15 

18 

26 

15 

16 

17 

18  1 

8 

16 

17 

25 
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Bezeichnet  man  diese  Systeme  mit  /t(4, 8) , so  lassen  sich  nun 
selbstredend  auch  noch  vier  andere  Formen  R(S,  4)  successive  nach 
denselben  Paragraphen  bilden. 

Wenn  eine  der  beiden  Zahlen  p nud  q durch  4,  die  andere  nur 
durch  2 teilbar  ist,  so  sind  dircctc  Uarstellungen  nur  möglich  nach 
Analogie  von  § 6.  und  7. , wenn  man  die  durch  4 teilbare  Zahl  zur 
Horizontal  Seite  des  Rechteckes  nimmt,  dagegen  nach  Analogie  von 
§ 8.  und  9.,  wenn  man  diese  Zahl  zur  Verticalseite  bestimmt.  Diese 
Forderung  begründet  sieb  leicht  durch  die  Beweise  für  die  betreffen- 
den Quadrate.  Die  hiernach  zulässigen  vier  Lösungen  für  das  Bei- 
spiel 72(4,6)  resp.  72(6,4)  mit  den  Teilsummen  50  und  75  sind: 


Nach  § 6. 


1 1 

12 

14 

23 

24 

13 

11 

2 

3 

10 

16 

21 

22 

15 

9 

4 

5 

8 

18 

19 

20 

17 

7 

6 

Nach  § 8. 

1 

2 

9 

16 

23 

24 

22 

21 

14 

11 

4 

3 

20 

19 

12 

13 

6 

5 

7 

8 

15 

10 

17 

18 

Nach  § 1 

7. 

1 

12 

16 

21 

24 

13 

9 

4 

2 

11 

17 

20 

23 

14 

8 

5 

3 

10 

18 

19 

22 

15 

7 

6 

1 

Nach 

§ 9. 

1 

5 

9 

16 

20 

24 

23 

19 

15 

10 

6 

2 

22 

18 

14 

11 

7 

3 

4 

8 

12 

13 

17 

21 

Ist  endlich  keine  der  Zahlen  p und  q durch  4 teilbar,  so  sind 
nur  Lösungen  möglich,  welche  den  Lösungen  für  Q(4n  -f-  2)  in  § 10. 
und  11.  entsprechen.  Die  Transformation,  welche  für  die  beiden 
mittelsten  Vertical reihen  notwendig  ist,  ist  ebenso  wie  dort  verschie- 
den, je  nachdem  die  betreffende  Zahl  die  Form  8A-f-2  oder  8A-j-6 
bat.  [Es  kann  hieraus  auch  noch  eine  mittelbare,  aber  umständliche 
Lösung  für  den  vorigen  Fall  abgeleitet  werden].  Beispiele  sind  leicht 
zu  bilden. 


§ 14.  Für  den  zweiten  Hanptfall  (p  und  q ungerade)  scheint 
sich  eine  allgemeine  Lösung  nicht  leicht  anfstellen  zu  lassen.  Wohl 
aber  gelingt  dies  für  den  speciellen  Fall  q = p*,  also  für  das  Recht- 
eck 72(p, p*).  Die  Teilsummen  sind  für  diesen  Fall: 

PLp!+12  nnd 

2 2 
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Man  bilde  sich  folgende  allgemeinere  Quadrate  nach  § 1.  oder  ‘2, 
eventuell  auch  nach  § 3.  und  setze  sie  mit  den  gleichstclligen  Yer- 
ticalreihen  unter  einander; 


(1,  p*)  mit  der  Teilsumme 

P(f*+1) 

2 

(p’  + l»  2p*)  » » 

p(p*+l) 

2 

fp’ 

(2p*+l,  3p*)  « « 

2 

f2p» 

((p— l)p*+l,  p*)  „ „ 

11 

p(p*+l) 

2 

-f(p— l)p= 

Stehen  die  Quadrate  so  unter  einander,  so  sind  diese  Teilsummeii 
gleichzeitig  Summen  der  ersten,  zweiten,  dritten  ...  pten  p Horizon- 
talreihen.  Die  Summe  der  Teilsnmmcn  dagegen  gibt  die  SmnDC 
der  Verticalreihen;  diese  ist  also: 

p*(p*4-l)  , ,p(p  — 1)  p*(p»+l) 

• 2 ■ 

also  die  verlangte.  Es  bleiben  also  noch  die  Ilorizontalrcihen  um- 
zuformeu.  Vertauscht  man  die  Verticalreihen  der  einzelnen  Quadrstc 
so.  dass  jedesmal  eine  Verticalreihe  des  ersten,  eine  zweite  des  zwei- 
ten, eine  dritte  des  dritten , . . . eine  pte  des  pteu  Quadrates  zusaffi- 
mengestellt  wird,  so  wird  man  die  veränderte  Horizontalsomme  er- 
halten, wenn  mau  die  Teilsumme  des  ersten  Quadrates  um  die  2^hleB 
vermehrt,  um  die  jedes  Glied  der  einzelnen  Quadrate  gegen  das  ent- 
sprechende des  ersten  Quadrates  vermehrt  worden  ist.  Man  findet 
also  für  die  nunmehrigen  Horizontalroilicn  die  Summe 

-^“+2’*+V+3p*+  ...  (p-l)p*=  ^ 

wie  oben  verlangt  wurde.  Bezeichnet  man  die  Verticalreihen  des 
tten  Quadrates  mit  -fli.i,  ^,-,2  ...  ^,.p,  so  erhält  mau  die  gewünschte 
Anorduung  sofort  durch  die  Umstellung  (cf.  § 2.): 

■^1,1  ^2,2  ...  p I -^p.p 

■^2.1  -^3,2  ^«.3  ...  -^p,  p-l  ^l.p 

■^,1  -^4.2  ...  -dl.  J,_1  A2,p 


-^p-1,1  -^p,2  -^1,3  ...  -^p-3,  p-1  -^P-2,P 

^p.l  -^1,2  ^2,3  . . . ^p-2.  p-1  ^p-l,  p. 
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In  dem  folgenden  Öeispiele  Ä(3, 9)  für  p = 3 bedeutet  A die 
natfirlicbe  Anordnung  der  drei  unter  einander  gestellten  Quadrate 
(nach  § 1.  gebildet),  B das  durch  die  augedeuteten  Vertauschungen 
erhaltene  Resultat: 


B. 


4 

9 

2 

4 

18 

20 

3 

5 

7 

3 

14 

25 

8 

1 

6 

8 

10 

24 

13 

18 

11 

13 

27 

2 

12 

14 

16 

12 

23 

7 

17 

10 

15 

17 

19 

6 

22 

27 

20 

22 

9 

11 

21 

23 

25 

21 

5 

16 

26 

19 

24 

26 

1 

15 

men  sind 

in  diesem  Falle  42 

resp. 

126. 

Anmerknng.  Für  Quadrate  sowohl  als  Rechtecke  gilt  noch, 
dass  nach  geschehener  Anordnung  sowohl  die  Horizontalrcihcn  als 
auch  die  Verticalreihen  beliebig  unter  sich  vertauscht  werden  können, 
weil  dadurch  die  Teilsummen  nicht  geändert  werden.  Auf  § 1.  ist 
diese  Bemerkung  selbstverständlich  nur  dann  auszudebnen,  wenn  davon 
abgesehen  wird,  dass  auch  die  Diagonalen  die  verlangte  Summe  haben 
sollen. 

III. 


Magische  Kuben. 


§ 15.  Durch  die  in  § 14.  ausgeführte  Behandlung  spccicllcr 
magischer  Rechtecke  wird  man  darauf  geführt,  magische  Kuben  auf- 
znstellen,  d.  h.  die  Zahlen  von  1 bis  nach  3 verschiedenen  Rich- 
tungen so  auznordnen,  dass  die  Teilsnmmcn  aus  je  n Gliedern  be- 
stehen und  sämmtlich  gleich  gross  sind.  Da  n*  solcher  Teilsnmmeu 
vorhanden  sind,  werden,  wie  leicht  ersichtlich,  diese  Teilsummen  gleich 





n(n»4-l) 

2 


n*-|-n 

— — sein  müssen. 


Es  wird  das  erreicht  sein,  sobald  das  System 

Al,i  Al,a  . . . Ai,n 
Aa,i  Aa,a  . . . Aa,n 


An,\  An,a  . . . An,H 
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SO  lungc'stcllt  werden  kann,  dass  nicht  zwei  Glieder  derselben  Hori- 
zontalrcihe  oder  Verticalreihe  denselben  vorderen  oder  hinteren  Indes 
behalten.  Diese  Aufgabe  ist  narb  § 2.  und  4.  lösbar  fUr  solche  n. 
welche  entweder  ungerade  oder  durch  4 teilbar  sind. 

Die  Herstellungsregel  für  die  Kuben  würde  demnach  sein: 

Bezeichnet  man  die  Glieder  von  Q(n)  mit 


01,1 

ai.2 

. . . Ol.M 

os.i 

02,2 

. . . 02.n 

dass  also: 

On.I 

Om.3 

• ■ • 

Oi.l  +a«'.2  + . 

..  + Ot.H  = 

0U+02,»+...' 

i 

= li  2,  3 . 

. . n 

1-  = 1,  2, 

1) 


so  stelle  man  folgendes  System  auf: 


Al, 1 = 01,1  n*-|-oi,2  2n*-|-ai,s  ...  (n  — 2)h*-|-oi,m_i  (n  — l)n*-l-ai,, 
Al, 2 = 02,1  «*+02,2  2n*+02,s  ...  (n  — 2)n*  + a2,«— 1 {« — l)n*+02.« 


Al,«  = o»,i  n*+o«,2  2n*+o«,S  ...  («  — 2)«*  + o«,h_i  («  — l)n*+a».. 


A2,i  “ «*  + 01,1  2n*  + oi.2  3n*+ai,s  ... 
A2,2=«*  + 02,1  2n*+02.2  3n*  + 02,3  ... 

(«  — l)n*  + oi,,_i  Ol.» 
(h  — l)n*  + 02,«-l  02.« 

As.«  = «*+««, 1 2n*+Oi,,>  3n*  + o«,s  .. 

(n  — l)n*+o„,«_i  o«,» 

As,l  = 2n*  + 0|,i  3n*  + oi,2  4/i*+ni,a  .. 
A3,2  = 2«*+ 02,1  3n*  + 02,3  4h*+02,3  .. 

oi.«-i  >l*+0|,» 
. 02,« -1  »*  + 02.« 

As,«  = 2h*  + o«,i  3n*  + o«,2  4»*  + o«,S  . 

• • 1 W*-|-Oh,m 

A«,i  = (n — l)n*+oi,i  01,2  »*+oij  ...  (n 
A«,2  = (n— l)n*+02,l  02,2  »*+02.3  ...  (»- 

— 3)«*+oi,«_i  (n — 2)n*+0|,ii 
-3)n*+02,«-l  («— 2)n’+fläji 

A«,«  = (n — l)«*+a«,i  o«,2  H*+o«,s  ...  (« — 3)«*+Oh,h-i  (m — 2)n*+o».« 
und  ordne  die  A,,t 


nach  § 1.  oder  2.  für  den  Fall  « = 21  + 1 
« § 11  11  11  « “■  41 
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SO,  dass  nicht  für  zwei  Glieder  derselben  Horizontalreiho  oder  Ver- 
ticalreihc  i oder  k gleich  gross  wird. 

Der  Beweis  liegt  anf  der  Hand.  In  jeder  Richtung  findet  mau 
eine  der  Reihen 

Oi'.l  Oi,2  . ■ ■ Oi.n 


oder  ai^  aa,t  ...  a«,« 


mit  der  Snmme 


n(n*-f 1) 
2 


und  ansserdem  die  Summanden 


0,  n*,  2t4*,  3n*  . . . (n  — l)n* 

n(n*-|-l)  _ 

welche  nach  § 14  zusammen  mit  — die  verlangte  Summe 

geben.  Als  die  drei  Richtungen  sind  anzusehen  die  Horizontalreihen 
nndVerticalreihen  der  n Teilqnadrate  und  diejenigen  Glieder,  welche 
in  diesen  Quadraten  dieselbe  horizontale  und  verticale  Stellung  ein- 
nehmen. 


Beispiele  fttr  n z=  3 (nach  § 


1 

14 

27 

17 

21 

4 

124 

7 

11 

|15 

25 

2 

i 

5 

18 

1 8 

12 

22  1 

26 

3 

13 

6 

16 

20 

10 

23 

9 

Tcilsumme  42 

I.)  und  n — = 4 (nach  § 4.): 


1 

22 

43 

64 

26 

45 

52 

7 

47 

60 

5 

18 

56 

3 

30 

41 

42 

61 

4 

23 

49 

6 

27 

48 

8 

19 

46 

57 

31 

44 

53 

2 

63 

12 

21 

34 

40 

51 

14 

25 

17 

38 

59 

16 

10 

29 

36 

55 

24 

35 

62 

9 

15 

28 

37 

50 

58 

13 

20 

39 

33 

54 

11 

32 

Tcilsumme 

130. 

Für  n = 41-[-2  scheint  nach  § 10  eine  kubische  Anordnung  anf 
diesem  Wege  nicht  erreichbar  zu  sein. 

Dass  diese  Knben,  wenn  man  ihre  einzelnen  Teilquadrate  nicht 
hintereinander,  sondern  nebeneinander  oder  untereinander  stellt,  eine 
neue  Lösung  für  R(n,n>)  geben,  bedarf  keines  Beweises. 
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XXII. 

Zur  Zerlegung  einer  rationalen  algebraischen 
Function  in  Partialbrüche. 


Von 

Dr.  Heinrich  v.  Hoepfiingen-Bergendorf 

in  Wien 


Bei  der  Theorie  der  Zerlegung  einer  rationalen  algebraischen 

fix) 

Function  kommt  bekanntlich  nur  der  Fall  zur  nähereu  Be- 

f(x) 

trachtuug,  dass  jene  Fuuctiuii  eine  echt  gebrochene  ist.  Wir  können 
somit  als  allgemeinste  Form  dieser  Function  identisch 

Fix)  a-" -f*  + + + + 

setzen.  Sind  nun  r^.  4.,,  03  ...  et„  die  » Wurzeln  der  Gleichung 
F(x)  ■=  (>,  uud  kommt  keine  dieser  Wurz:'ln  wiederholt  vor,  so  er- 
folgt die  Zerlegung  in  der  bekannten  h'orm 

(Jj)  4. ...  4.  — ■trl—.L , 

Fix)  a:  — Ol  ' j — o,  ' ~ a:  — o«_i  ~ i-  c» 

WO  .dj,  Af  ...  A„  n zu  bestimmende  Constanten  sind.  Wihien 
wir  zur  Bestimmung  dieser  Constanten  die  Methode  der  unbestimmten 
Coefficienten,  so  mUsseu  wir  uns  zunächst  die  Gleichung  bilden: 

(y)  /W  ^ di[(x  — cf,)(a-— 03)  ...  (a:  — o«_2)(a;  — o,_i)(a;  — o«)] 

+ at,[(a:  — o,)(a:— 03)  ...  (a:  — o,_i)(a;  — o„_i) (a:  — o«)] 

+ 

+ 

+ 44K_i[(a;  — o,)(x  — o,)  ...  (z  — o»_a) (x  — o,)] 

-f-at„[(x  — o,)(x  — o,)  ...  (x  — • o«_2)  fa:  — o*_i)]. 
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lodern  wir  die  Mnltiplication  wirklich  aosfübrcn  nnd  das  Polynom 
nach  Potenzen  von  x ordnen,  erhalten  wir: 

(d)  /(®)=a«_iz"->-f-a*_8a;»-2-f-...-l-aia:+ao 

+*"~*C-di  I — («*+«a+— 

-\-Ah-i  1— (<»i-|-«i+«8+«'4+“5+-+«'»)! 

~\-An\ — 1)|] 

l“j(“l+“4+— “4”l"“5+— 

+®4("5+- •+®«)+“>»-*(®»-1+“«)+“»-1®h! 

+ 

+ 

”t“®8(“8~l“®4”l"— 

+ x''-*[Ay  [— «f,[«r,(n4+ir5+...-|-o„_i 

— ®8[®4(®5+®6+-+®l.-I+®« 


— o»_i[o»_2(aB  _ i4-®«)]— ®«-20b-i+ o»l 

+ 

+ 

*l[®8(®8~f'®4~l“"'®«-24'®»-l) 

■(■®3("4“l"®S”f'—®H-l)"l“'"”}'“"-2®H-l] 

— n,[of„(K44-®3+-®>t-2+®B-l) 

+®4("4+®«+--"«-1)+-+“*-2®"-i] 


— «r»_4[<»»-3(«f«-2an- 1)]— 0i»-30i.-20»-l] 

+ 

+ 

4^...-f--d»_i(o,0,0s...o»_20M)+-'l»(ai<»s«s...0H-20i.-l)l. 
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Zur  B«stinimaug  dieser  Constanten  A — « an  der  Zahl  ergebe# 
sich  nun  aus  dieser  identiscbeu  Gleichung  n BestimmungsgleichuDgei. 
Bevor  wir  diese  Gleichungen  in  Betracht  ziehen,  werden  wir  mit  Vor- 
teil die  Factoren,  mit  denen  die  A multiplicirt  erscheinen  werden, 
in  anderer  Form  ausdrUckcn.  Bezeichnen  wir  nämlich  den  Factor 
bei  Aj  im  Coefflcienteu  von  x"~^  mit  C,',  so  ist 


Cj' — o,  ■=  4h_i  und  Cj' = ^ 

I 

In  dem  Coefficienten  von  a-"-*  bezeichnen  wir  den  Factor  bei  ' 
Al  mit  C,";  so  ist  ^ 

C',''4-ctj(aj-|-03 =6n-2  und  C'j”  = Äh-2 — “i(“j -|- crs-|-...-)-o,) 

oder 

C,"=  bn-a  + OiCi’. 

Weiter  sei  C’,'"  der  Factor  bei  Aj  im  Coefficienten  von  x"~*,  so  ist 

1 

Ct*— «s  i»t(“s+“4+  - +««H-“s(“4+“5+  - — 4»-r  • 

und  ; 

Ci' 4«.-s-t- 0ijaj(03-|- n^-}-  ... ... -j-af|,_ia4 

oder 

C,"'=  4»-3  + «iCi". 

Analog  lassen  sich  nun  die  anderen  Factoren  dieser  Gattnog  j 
bilden  sowol  bei  A,  als  auch  bei  den  übrigen  Constanten  A.  Der  | 
Factor  von  A,  im  letzten  Ausdruck  in  obiger  Gleichung,  der  als 
Coefticient  von  x**  angesehen  werdeu  kann,  lässt  sich  am  kürzestes 
in  folgender  Form  darstellen.  Nennen  wir  ihn  6j ("-*),  so  ist 

C, ("-»)  = (—l)’*-'(<»ja3n4-...  Oh), 

also  ist 

«,)  = io 
und 

“i 

Analog  erhält  mau  auch  für  die  Factoren  bei  den  übrigen  Con- 
stanten A in  den  entsprechenden  Coefficienten . 

Indem  wir  nun  die  eben  gefundenen  Werte  der  Factoren  C be- 
nutzen, können  wir  jetzt  die  Gleichung  (5)  in  folgender  Form  schreiben: 

(r)  /(x)sc"~*[-^i~t“A*-t-...-|-AH] 

-|-c"~^[Aj(in— i-J-Oi  = Cj’)-{-Aj(4h— i-|-Oj  = C’3’) 

-|".••“|*AH(iM— )j 

-.j-j.»— s^A,(4h— — 6’i")-f-A3(i»_2-|-n,6f'~Cj") 
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-j-, . ^ b(4b— Cu" = ( M* )] 

.+ 

+ 


Indem  wir  nun  die  beiderseitigen  Coefficienten  der  glciebbohen 
Potenzen  von  x einander  gleich  setzen,  erhalten  wir: 


wo  die  verschiedenen  d gewisse  Determinanten  vorstellen. 

Betrachten  wir  zuerst  die  in  allen  Ausdrücken  vorkommendc 
Determinante  d',  so  finden  wir: 


(1)  d'  = 


1 

1 

1 1 

-1+Ofj  = C,' 

..  4b_1  -|-  Ob  Cb' 

~2+a,C,'=  C," 

6n— 2~1~ 

. 4»-2  + “nCB'=  Cb" 

■ 

• 1 

*0 

«1 

»1 

Om 

Diese  Determinante  können  wir  sehr  vereinfachen,  indem  wir  sie 
in  zwei  Determinanten  d'  = so  zerlegen,  dass  wir  die  zweite 

Rorizontalzeile  in  ihre  Snmmanden  auflösen. 


Wir  erhalten  dann: 


1 

1 

1 

*M-1 

&M-I 

4b-i 

d,'=. 

4»— 2"{-OjCj" 

4b— 2-j-OjCj" 

1 

1 

^ 1 

1 

1 

1 

•=  i»-l 

4b_2-1-OiC|' 

4b-2-}-«jCj' 

■ ^M— I “1“  j 
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Wenden  wir  nun  dieses  Verfahren  auf  an,  indem  wir  die 
dritte  Hurizontalzeilc  zerlegen,  und  fahren  wir  so  fort  bis  die  Tor- 
letzte  Zeile  zerlegt  ist,  so  erhalten  wir: 


1 

1 

1 

1 

“1 

“1 

. . . ««—1 

t*n 

^,c\" 

etjCs' 

,,c." 

. . Om-iCk-i" 

OnCn" 

b. 

*0 

^0 

b 

«I 

«s 

«n-1 

Führen  wir  hier  in  der  dritten  Horizoutalzeile  für  die  verschiedenen 
C'  ihre  Werte  wieder  ein,  so  ergiebt  sich: 


1 

1 

1 1 

"1 

“s 

Oll 

(4)  ^1- 

. . 0|l(Ä|l-l4-0|l) 

wo  (nach  Zerlegung  der  dritten  Horizontalreihe) 


1 

1 ... 

1 

“1 

0*  .,  . 

On 

(5) 

= — 4ii-l 

“l 

0,  ... 

t>n 

wie  oben 

und 

1 

1 ... 

1 

“1 

0,  ... 

ein 

(6) 

J,'  = - 

0,*  ... 

Ob* 

' 

wie  oben 

Verfahren  wir  nun  ebenso  mit  der  vierten,  fünften  n.  s.  f.  end- 
lich mit  der  vorletzten  Horizoutalzeile,  so  erhalten  wir,  wenn  wir 
überdies  aus  der  letzten  Zeile  ig  herausheben: 
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1 

1 

. 1 

“l 

a* 

Oh 

Cj* 

. Oh* 

. . . 

... 

. . . 

o,"-* 

Oh"-* 

1 

1 

1 

«1 

"i 

a» 

Fflhren  wir  dod  für  *o  seinen  Wert:  (— l)"o,oj03  ...  et„  ein, 
nmltipliciren  wir  ferner  die  Verticalzeilen  der  Reibe  nach  mit:  o,, 
«3,  og  . . . «H  nnd  machen  wir  endlich  die  letzte  Uorizontalzcile  zur 
ersten,  so  erhalten  wir  folgende  einfache  Determinante  für  den 
gemeinschaftlichen  Nenner  der  Constanten  ^1,,  A^, 

A^  . , , AftX 


(8) 
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. . Oh-1 

O» 

“»* 

. 0»_1* 

Oh* 

o,s  . 

. «H-1* 

Oh» 

. 0«_1* 

Oh* 

o,"-s 

Oj"-*  . 

. o«-i"-* 

Oh"-* 

O,“-* 

O,"-» 

. . CtH-l"-* 

Oh"“* 

Das  Vorzeichen  dieser  Determinante  ist  immer  das  positive,  da 
der  Factor  ( — ig)  «=  ( — l)"+*(o, ...  o«)  ist,  nnd  dadurch,  dass  wir 
die  letzte  Horizontalzeile  znr  ersten  gemacht  haben,  (n  — 1)  Vertau- 
schungen, also  auch  (n  — 1)  Vorzeichenänderungen  vorgenommen 
wurden,  d.  h.  ( — 1)“-*  -=  (—1)*"  = + 1 das  schliessliche 
Vorzeichen  angiebt. 

Sind  zwei  oder  mehrere  der  Wurzeln  a einander  gleich,  so 
werden  zwei  oder  mehr  Verticalzeilen  identisch,  also  die  Determi- 

f{x) 

nante  J'  gleich  Nnll;  die  Zerlegung  der  Function  kann  dem- 
nach nicht  mehr  nach  (ß)  dnrehgeführt  werden. 
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Die  Determinanten  /ij,  ...  Jn,  welche  den  Zähler  der  Con- 
stanten  . . . A„  bilden,  unterscheiden  sich  bekanntlich  von 

der  Determinante  in  Form  (1)  nur  dadurch,  dass  der  Reihe  nach 
statt  der  1,  2 ...  n Verticalzeile  die  entsprechendes  Ck)efficienten 
a„_2  . . . oj,  <jj  flo  gesetzt  werden.  Diese  Determinanten  lassen 
sich  im  Allgemeinen  auf  keine  einfachere  Form  bringen.  Eine  Zer- 
legung in  Unterdetenninanteu  einfacherer  Form  hätte  die  Vergrösse- 
rung  der  Anzahl  von  Determinanten  gegen  sich. 


Anni.  d.  Red.  Vergleicht  man  das  Resultat,  das  auf  diesem  Wege  geait? 
niemand  suchen  wird,  mit  dem  bekannten  Ausdruck  des  Partialbruchs,  so  stell! 
sich  die  vorstehende  Rechnung  als  Beweis  eines  gleichfalls  bekannten  Ueter- 
minantensatzes  dar. 
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XXIII. 

Miscellen. 


1. 

Eine  Tangentenconstructlon  zur  Astroide. 


Es  sei  gegeben  eine  gerade  Kante  J\  in  dieser  die  Punkte  m s n, 

deren  gegenseitige  Entfernung  d(m *)  >=  d(* ?»)  = a 

beträgt. 

Die  Punkte  m und  s bewegen  sich  längs  der  sich  normal  durch- 
sebneidenden  Geraden  X Z. 


Dann  beschreibt  bekanntlich  der  Punkt  n eine  Ellipse  E von 
den  Axenläugcn  o,  2a,  die  aufeinander  folgenden  Lagen  “J\  'P,  *7' . . . 
“P  ...  der  Kante  umhUlIen  eine  Astroide.  (In  Fig.  1.  wurde  die 
Papieroberfiächc  als  die  Ebene  der  Geraden  X Z aufgefasst,  und  die 
einzelnen  Lagen  der  Kante,  als  auch  die  dieselben  umhOllende  Astroide 
abgebildet). 

Die  so  erhaltene  Figur  (Fig.  1.)  wollen  wir  nun  räumlich  wie 
folgt  interpretiren : 


Die  Axon  X Z der  Ellipse  E betrachten  wir  als  die  A-  und 
'^Axe  des  orthogonalen  Coordinaten-Systems;  die  Linien  E^  A,  Z^ 
sind  dann  die  Aufrisse  der  in  der  Verticalprojectionsebene  enthaltenen 
Ellipse  E und  der  Coordinatenaxen  X,  Z\  01,2  der  Grund-  und  Auf- 
riss der  Coordinateuanfangs. 


Jede  zwei  parallele  Bildgerade 
Grond-  und  Aufriss  einer  Geraden 


und  können  als 
werden,  welche  die 


T«U  LXVl. 
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F31ips(‘  K in  dem  Punkte  ^n,  eine  Gerade  A,  die  in  der  Halbimngs- 
ebene  Hx  *)  liegt,  im  Punkte  fs  trifft. 

Aus  der  Parallelitüt  der  Bildgeraden  >‘P^  geht  ausserdem 
hervor,  dass  die  sämmtlielien  Geraden  zur  Ualbirnngsebene  H'i 
parallel  sind,  folglich  einem  geraden  Konoide  augehöreu. 

Die  Grund-  und  Aufrisscontour  dieser  Flüche  sind  congmente 
Astroiden,  die  mit  der  schon  erwähnten  zusammenfallen. 

Wir  stellen  uns  nun  die  Aufgabe,  aus  dem  Bildpnnkte  o,  zu  die- 
ser Astroide  die  Tangenten  zu  construiren. 

Da  diese  Astroide  von  den  Grundrissen  adler  Geraden  unseres 
Konoids  taugirt  wird,  können  umgekehrt  alle  geradlinigen  Tangenten, 
folglich  auch  die  von  uns  gesuchten  als  Grundrisse  von  Mantellinien 
des  Konoids  aufgefasst  werden. 

Diese  Mantcliinien  müssen,  da  die  Grundrisse  den  Bildpnnkt  a, 
enthalten  sollen,  die  horizontalprojicirende  Gerade  Za,  deren  Grund- 
riss mit  «1  zusammenfällt,  treffen. 

Es  ist  folglich  zur  Lösung  unserer  Aufgabe  notwendig  diejenigen 
Mantellinien  des  Konoides  zu  ermitteln,  welche  die  Gerade  Za  durch- 
schneiden. 

Alle  Geraden,  welche  Za  und  A schneiden  und  zur  Ilalbirungs- 
ebene  ll’x  parallel  sind  bilden  ein  gleichseitiges  hyperbolisches  Para- 
boloid.  Die  gesuchten  Geraden  liefert  der  Schnitt  desselben  mit  dem 
Konoide. 

Um  diesen  Schnitt  zu  erhalten,  bedienen  wir  uns  der  Vertical- 
projectionsebene. 

Diese  schneidet  das  Konoid  in  der  Ellipse  K,  das  Paraboloid  in 
einer  gleichseitigen  Hyperbel  H,  die  durch  den  Punkt  o hindureb- 
geht,  und  deren  Asymptoten  wir  leicht  ermitteln  können. 

Die  zur  Vorticalprojectionsebene  parallelen  Geraden  des  Para- 
boloids  sind  die  Z„  und  dann  die  Gerade  U,  welche,  da  sic  in  der 
Halbirungsebene  Hi  enthalten  ist  und  Z„  schneidet,  leicht  aufzufinden 
ist.  (Ihr  Horizontalabstand  gleicht  dem  Verticalabstande  der  Gera- 
den Za). 

Die  Verticaltrace  der  durch  Za  bestimmten  Verticalprojections- 


*)  Vcrgl.  Fiedler,  Darst.  Geometrie. 
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ebene  ist  schon  eine  Asymi)tote  unserer  Hyperbel,  die  andere  erlialten 
wir  als  Verticaltrace  der  durch  U zur  Ebene  H’x  parallelen  Ebene. 

Folglich  ist  eine,  Aj  (eine  von  um  den  doppelten  Vertical- 

abstand  von  Za  im  entgegengesetzten  Sinne  entfernte  Bildgcrade) 
die  andere  Asymi)tote  des  Aufrisses  unserer  Hyperbel. 

Dieser  kann  nun  mit  genügender  Genauigkeit  verzeichnet,  und 
dessen  vier  Durchschnittspuukte  mit  — die  zweiten  Spurpunkt- 
bilder «•,,  xj  der  gesuchten  Geraden  — gefunden  werden. 

Wir  brauchen  dann  nur  noch  ihre  Grundrisse  ic,  x,  y,  , die 
sAmmtlich  der  Grundlinie  X\,i  augehöreii,  zu  construiren;  die  durch 
diese  und  a,  bestimmten  vier  Uildgcraden  sind  die  gesuchten  Tan- 
genten. («P  op  'P  fP). 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  wir  uns  die  Punkte  ir,  x,  y,  z, 
l>eqnemer  verschaffen  können,  wenn  wir  anstatt  der  Ellipse  E und 
Hyperbel  H affine  Gebilde:  den  Kreis  i,’'  und  die  Hyperbel  //'  ein- 
filhren. 

Der  Aufriss  des  ersteren  ist  die  der  Astroide  umschriebene  Kreis- 
linie jener  der  letzteren  die  gleichseitige  hyp.  Linie  H\. 

Die  Bildgeradc  verbleibt  auch  da  iu  der  Eigenschaft  einer 
Asymptote,  die  andere  ist  der  Aufri.ss  der  zu  A’  affinen  Geraden  A’', 
folglich  die  von  der  Grundlinie  X1.2  um  die  Entfernung  von  a,  von 
derselben  im  entgegengesetzten  Sinuc  entfernte  Bildgerade  N\. 

Diese  Bildhyperbel,  die  selbstverständlich  auch  den  Bildpunkt  o, 
enthalt,  schneidet  den  Kreis  L\  in  den  zu  den  früheren  affinen  Bild- 
pnnkten  x'«  y'«  zu  denen  dieselben  Grundrisse  ir,  xj  y,  », 
angehören. 

Die  Constructiou  gewinnt  an  Einfachheit,  indem  durch  Anwen- 
dung des  Kreises  die  Constructiou  der  Ellipse  erspart,  die  Bild- 
hyperbel  dann  unabhängig  von  der  mit  bczeichnetcn  — folg- 
lich nach  Weglassung  derselben  — verzeichnet  werden  kann. 

Die  besprochene  Tangentenconstruction  kann  weiter  noch  dadurch 
vereinfacht  werden,  dass  man  die  Tangenten  unabhängig  von  den 
Grundrissen  v,  x,  y,  zj  darstcllt. 

Weil  nämlich  f«,  die  Strecke  x*)  halbirt,  ist 

d(e», oj)  = id(x, Xj), 

und  folglich 

Oj)  =”  d(x', X,). 


*1* 
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Hieraus  folgt  aber 

VP^  II  G{x\  o^)  II 

Um  also  die  Tangenten  des  Bildpunktes  o,  zu  er- 
mitteln, brauchen  wir  durch  diesen  nur  die  Parallelen 
zu  den  durch  und  die  vier  Schnittpunkte  von  H\  mit 
iv'j  bestimmten  Geraden  zu  errichten. 

Es  erübrigt  nur  noch  die  bezüglicbeu  Berührungspunkte  zu  er- 
mitteln. 

Dieses  geschieht  auf  Grund  folgender  Betrachtung:  Die  Berüh- 
rungspunkte können  als  Grundrisse  von  Bcrühruugspnnkten  der,  die 
in  den  Tangenten  abgebildeten  Mantellinien  enthaltenden  horizontal- 
projicirenden  Ebenen  mit  dem  Konoide  aufgefasst  werden. 

Um  den  Berührungspunkt  der  die  Gerade  tP  horizontal  projid- 
renden  Ebene  zu  erhalten,  bedienen  wir  uns  eines,  das  Konoid  lings 
der  Geraden  berührenden  hyperbolischen  Paraboloides.  Dieses  sei 
durch  die  Gerade  A.  die  Tangente  Tx  und  durch  die  Halbirnngsebene 
ll’x  bestimmt. 

Ausser  der  Geraden  aP  gehört  diesem  Paraboloide  sichtlich  auch 
die  Gerade  X desselben  Systems,  welche  die  horizontal-projicirende 
Ebene  von  ('/'  iu  dem  Punkte  i schueidet. 

Bekanutlich  ist  der  Schnittpunkt  der  durch  t zu  den  Geraden 
A uud  T parallelen  Ebene  E mit  9P  der  gesuchte  Punkt,  sein  Grund- 
riss also  der  gewünschte  Berührungspunkt. 

Wir  constrniren  die  Aufrisse  der  die  Ebene  E bestimmenden 
Geraden  At  und  Tr,  die  Punkte  q und  t sind  die  leicht  zu  ermitteln- 
den Schnittpunkte  der  horizontal-projicirenden  Ebene  von  iP  mit  E, 
folglich  der  Punkt  r der  Geraden  G(q — e)  der  gesuchte  Punkt,  dessen 
Grundriss  r,  einen  der  gewünschten  Berührungspunkte  liefert. 

Um  die  Coustruction  vom  Aufrisse  der  Geraden  cP  unabhängig 
zu  machen,  können  wir  uns  anstatt  T'j  der  zu  ihr  durch  parallelen 
Constructionslinie  bedienen. 

Unsere  Constmetion  erhält  nun  folgende  Gestalt:  Man  finde  mit- 
telst der  Bildgeraden  xj  a-,  deu  Bildpunkt  q„  ziehe  g,  ir,  parallel 
mache  dann  senkrecht  .Äi.c. 

Der  Durchschnitt  von  g,  tj  mit  P,  ist  das  gesuchte  r,. 
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Um  aach  diese  Construction  vou  der  der  ßildeliipsc  unab- 
häugig  zn  roacben,  berücksichtigen  wir  nnr  den  Umstand,  dass,  wie 
Joicht  planimetrisch  bewiesen  werden  kann,  die  zu  g,  tc,  affine  Bild- 
gerade die  (P-i  in  demselben  Bildpunkte  rj  schneiden  muss. 

Aus  der  erwähnten  Affinität  geht  ferner  hervor,  dass  die  erstgenannte 
Bildgerade  zur  Taugente  des  Kreises  im  Punkte  folglich  zu  eP, 
normal  ist. 

Um  also  den  Berührungspunkt  der  Tangente  cP,  zu 
ermitteln,  genügt  es  hienach,  aus  demBildpuukte  g,  zu 
derselben  eine  Normale  zu  errichten.  Ihr  Fusspunkt 
ist  der  gesuchte  Berührungspunkt  (Fig.  2.) 

A.  Sucharda. 


2. 

Einige  Sätze  ans  der  Kreislehre. 

1.  Zwei  Kreise  K und  K,  mit  den  Mittelpunkten  »,  e,  schneiden 
sich  in  den  Punkten  a und  b (Fig.  1).  Die  Geraden  oc,  ad,  . .-  ^ 
welche  durch  den  Punkt  a gehen,  treffen  den  Kreis  K in  den  Punk- 
ten c,  d,  . . . und  die  Kreislinie  A,  in  den  Punkten  Cj,  (tj,  . . . . 
Werden  auf  die  Geraden  ac,  ad,  . . . nach  beiden  Richtungen  hin 
von  cj,  ft,,  . . . ans  die  Strecken  ac,  ad,  ..  . aufgetragen,  so  liegen 
die  Endpunkte  cj,  ftj,  . . . (oder  c^,  dt,  . . .)  der  so  erhaltenen 
Strecken  CjCj,  ft, <4, . . . (oder  c,c„  ft,ft^)  auf  einer  bestimmten  Kreis- 
linie Aj  (oder  A,). 

Setzt  mau  z.  B.  voraus,  dass  ac  = c,c„  ad  = ft,fij,  . . . ist,  so 
hat  man  zu  beweisen,  dass  die  Punkte  C;,,  d^,  . . . der  Kreislinie  A^ 
angehören. 

Zn  dem  Zwecke  ziehe  man  C]C)  parallel  ab,  ct,ftj  parallel  ab, . . . 
und  cgC5  parallel  bc,  parallel  bd,  . . ..  Ans  der  Congrnenz  der 
Dreiecke  ^ nie  ^ ^ c,c,c3 , ^ abd  ^ ^ d^d^^ , ■ ■ ■ erhält  man 
c,c,  = ft,ftj  -=...  = ab,  woraus  folgt,  dass  oc,  gleich  und  parallel  äc*. 
Oft,  gleich  und  parallel  ift,,  ...  ist,  und  dass  die  Punkte  c,,  d^,  . . . 
auf  einem  Kreise  A,  ^ A,  liegen,  welcher  durch  den  Punkt  b geht, 
und  dessen  Mittelpunkt  so  bestimmt  ist,  dass  «,«,  gleich  und 
parallel  ab  ist.  Da  Wkl.  4c,cs  = Wkl.  4ccj,  Wkl.  4ft,fts  = Wkl.  bdd^ 

■ . und  weil  die  Winkel  4cc„  4ctft,, ...  als  Nebenwinkel  der  gleichen 
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Pcripheriewiukel  c,  d,  . . . der  Kreisliuie  K einander  gleich  sind,  so  ^ 
müssen  auch  die  Winkel  icjCg,  . . . einander  gleich  sein.  D« 

Scheitel  cg,  rL,  . . . der  zuletzt  genannten  Winkel  befinden  sich  aber  \ 
auf  der  Kreisliuie  A",,  und  ihre  Schenkel  Ac,,  irfj,  . . . schneiden  sich 
im  Punkte  A derselben  Kreislinie,  folglich  müssen  auch  die  übrigen 
Schenkel  cjCg,  ...  im  Punkte  f der  Kreislinie  A'j  sich  schnei- 

den. Endlich  sind  die  Winkel  ncg/,  oc/g/;  . . . auch  einander  gleich, 
denn  sie  sind  gleich  den  Winkeln  Ac^cg,  Af/gf/g,  ....  und  weil  ihre 
Schenkel  in  zwei  festen  Punkten  n und  f sich  treffen,  so  müssen  ihre 
Scheitel  Cg,  rfg,  . . . auf  einer  Kndslinie  Ag  sich  befinden. 

Was  die  Bestimmung  des  Mittelpunktes  »g  des  Kreises  Ag  be- 
trifft, hat  man  zu  berücksichtigen,  dass  die  Tangente  «e,  des  Kreises 
K im  Punkte  «.  da  sie  mit  dem  Kreise  zwei  zusammenfallende  Punkte 
(7  und  « gemein  hat,  auf  den  Kreisen  A',  uml  A’g  auch  zwei  zusamraen- 
fallende  Punkte  «,  und  cg  bestimmt,  und  dass  sie  also  als  eine  ge- 
meinschaftliche Secante  der  Kreise  A",  und  Ag  erscheint.  Nun  er- 
kennt man,  dass  der  Radius  m uml  die  Verbindungslinie  «i»g  der 
Kreismittelpunkte  «],  *g  auf  der  gemeinschaftlichen  Secante  <«!,  senk- 
recht stehen,  und  dass  daher  o*  parallel  zu  «j«g  i.st.  Wird  aus  den 
congruenten  Dreiecken  imn,  «jw^g  auch  Gleichheit  der  Strecken  <u 
erwiesen,  so  kann  der  Mittelpunkt  *g  entweder  durch  den  Schnitt 
der  Geraden  A»g  (parallel  ä»,),  .v,*g  (parallel  n«),  oder  durch  gleich 
und  parallel  a»  bestimmt  werden,  ln  iihnlicher  Weise  könnte  man 
beweisen,  dass  die  gemeinschaftliche  Secante  ng  der  Kreise  A'  und  Äj  IJ 
den  Kreis  A,  im  Punkte  n berührt,  und  dass  **g  gleich  und  parallel  j 

OS,  ist.  I 

Ebenso  wird  der  Beweis  geliefert,  dass  die  Punkte  (•4€/4  . . . auf  J 
einem  Kreise  A4  liegen,  welcher  durch  die  Punkte  a und  c,  gebt, 
und  dessen  Mittelpunkt  «4  so  erhalten  wird,  dass  »,«4  gleich  und 
par.allel  a»  gemacht  wird. 

Aus  dem  Vorigen  erhiill  man  auch  folgende  Sätze,  von  deren 
Richtigkeit  man  sich  leicht  überzeugen  kann. 

2.  Ist  ein  Dreieck  «c,g  gegeben,  und  werden  drei  Kreise  K,  A,. 

Ag  so  construirt,  dass  A durch  g geht  und  die  Seite  ne,  in  a be- 
rührt. K,  durch  e,  geht  und  die  Seite  ag  in  a taugirt,  und  dass  Ag 
dem  Dreiecke  nr.,g  umschriebeu  wird,  so  hat  man  für  eine  beliebige 
durch  a gelegte  Gerade,  welche  die  Kreise  A',  A'j,  A3  in  den  Punk- 
ten c,  C],  cg  schneidet,  ne  = e,e^.  Im  Falle,  dass  das  Dreieck  ac,g 
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bei  a rechtwinklig  ist,  sind  ag,  acj,  e^g  Durchmesser  der  Kreise  A', 
und  die  Kreise  A',  ATj  schneiden  sich  auf  der  Hypotenuse  im 
Punkte  b. 

3.  Wenn  zwei  Kreise  und  K^  in  zwei  Punkten  a und  r,  sich 
schneiden,  so  werden  sie  auf  den,  durch  den  Punkt  a gelegten  Ge- 
raden die  Strecken  C3C4,  . . . begrenzen,  und  die  Halbirnngs- 

punkte  c„  </j,  . . . dieser  Strecken  werden  auf  einer  Kreislinie  A, 
liegen,  welche  durch  die  Punkte  a und  e,  geht,  und  ihr  Mittelpunkt 
«]  die  Strecke  halhirt. 

Die  Aufstellung  der  übrigen  speciellen  Siltze,  z.  B.  wenn  die 
Kreise  K und  A,  sich  berühren,  oder  wenn  sie  zusammeufalleu,  wird 
dem  geneigten  Leser  überlassen. 

Teltsch,  am  25.  September  1880. 

W.  Jefdbek. 


3. 

Zum  Beweise  des  Satzes,  dass  jede  Primzahl  p = 4n  -(- 1 
Summe  zweier  Quadrate  ist. 

Nach  Serret’s  Handbuch  der  höheren  Algebra  (Bearbeitung  von 
Wertheim)  Bd.  I.  Nr.  15.  besteht  der  Satz: 

Wenn  eine  ganze  Zahl  ohne  Rest  in  die  Summe  zweier 
Quadrate  aufgeht,  welche  relativ  prim  zu  einander  sind,  so 
ist  sie  selbst  Summe  zweier  Quadrate. 

Nun  lässt  sich  zeigen,  dass  sich  für  jede  Primzahl  p = 4n-l-l 
Vielfache  finden  hassen,  welche  Summen  von  zwei  Qmadratcn  sind,  die 
keine  gemeinschaftlichen  Factoren  haben.  Denn  nach  dem  bereits 
citirten  Werke,  Bd.  II,  Nr.  31G,  1“  hat  jede  Primzahl  p = 4»-fl 
gleichviele  gerade  und  ungerade  primitive  Wurzeln.  Für  eine  un- 
gerade primitive  Wurzel  gibt  es  immer  einen  Exponenten  A von  der 
Eigenschaft,  dass 

= 2 mod.  p 

also 

= 2*  =>  4 mod.  p 

Da  ferner  für  jede  primitive  Wurzel 
r-» 

ff  * = — 1 mod.  p 

ist,  hat  man  durch  Mnltiplication  sofort 
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g — — 4 mod.  p 

oder 

2A+?=-' 

g * -l-2*  = 0 mod.  p 

Da  ? — eine  gerade  Zahl  and  jede  ungerade  Zahl  rclatiT  prim 

zu  2 ist,  folgt  der  Satz,  dass  jede  Primzahl  p = 4«  -f- 1 Summe  zweier 
Quadrate  ist,  direct  aus  dem  oben  angeführten. 


Sind  ferner  g und  y zwei  primitive  Wurzeln  vonp,  welche  relativ 
prim  zu  einander  sind,  so  ist 

g^  = — 1 und  mod.  p 

also 


j>-i 


Ebenso  ist 
also 


ät  * + y*’“’  = 0 mod.  p 
Pr* 

gf~^  = + 1 und  y * = — 1 mod.  p 


r-i 

gf-^  + y ® =0  mod.  p 


wodurch  der  Satz  ebenfalls  auf  den  a.  a.  0.  bewiesenen  zurück- 
geführt  ist. 

Th.  Harmuth. 


4. 

Heber  die  .Vusdelinnng  der  Kepler'sehen  (Jesetzc. 
Fortsetzung  zu  S.  112. 

Bezeichnet  T die  Umlaufszeit,  entsprechend  einem  Intervall  der 
fl  von  4 Rechten,  so  hat  man: 

yTz=  2Ral> 

Nach  dem  4.  Gesetze  muss  sein: 

cT=  2RaJ 

wo  c für  alle  Planeten  denselben  Wert  hat.  Folglich  ist  notwendige 
Bedingung  der  Gültigkeit: 


woraus : 

2cA*  o*  — e*  cos*p 
a (a6-|-*“COSft-4'“/®sinf»)* 


Digilized  by  Google' 


MUceUtn. 


329 


Ansreichcnd  ist  dieselbe,  wenn  zwei  Planeten  in  Relation  kommen, 
wo,  wie  es  bei  allen  grossen  der  Fall  ist,  die  2 Intervalle  der  r ge- 
trennt sind.  Denn  obgleich  das  Anziehnngsgcsetz  wegen  Ungleichheit 
der  Constantcn  im  Ausdruck  (13)  im  Bezug  auf  beide  verschieden 
formulirt  ist,  so  lässt  sich  die  eine  Function  ohne  Widerspruch  als 
Fortsetzung  der  andern  anschen. 

Greifen  hingegen,  wie  vielfach  bei  den  kleinen  Planeten,  die 
lutervalle  der  r aber  einander,  so  bildet  die  Identität  der  Ausdrücke 
t)  in  den  sich  deckenden  Intervallteilen  eine  neue  Bedingung,  au 
deren  Erfüllung,  solange  irrationale  Wurzeln  darin  Vorkommen,  ge- 
wiss nicht  gedacht  werden  kann.  Hiernach  wären  nur  die  3 Special- 
fillle  (10)  (11)  (12)  zu  untersuchen,  wo  jetzt  die  Formeln  lauten: 


Im  ersten  und  zweiten  lässt  sich  die  Function  bei  unabhängig  va- 
riirendem  a nicht  identisch  machen,  der  dritte  ist  der  Kepler’sche 
selbst. 

Die  Resultate  sind  folgende. 

Das  1.  und  3.  Gesetz  gelten  bedingungslos.  Das  2tc  nur  für 
Newton’sche  Attraction.  Jeder  elliptischen  Bewegung  um  ein  Attrac- 
tionscentrum,  das  aber  auf  einer  Axe  liegen  muss,  und  zwar  vom 
Mittelpunkt  entfernter  als  der  Krümmungsmittclpunkt  des  Scheitels, 
entspricht  ein  angehbarcs  Potential.  Statt  dessen  kann  auch  das 
Attractionscentrum  im  Mittelpunkt  selbst  liegen.  Das  Potential  ist 
rational  1)  im  letzt  genannten  Falle,  2)  wenn  die  Bahn  ein  Kreis, 
3)  wenn  das  Attractionscentrum  Brennpunkt  ist.  Das  4.  Gesetz  gilt 
(abgesehen  von  Newton’scher  Attraction)  bei  elliptischer  Bewegung, 
wenn  das  Quadrat  der  Flächengeschwindigkeit  dem  Parameter  der 
Ellipse  proportional  ist,  für  Planeten,  deren  Radienvectoren  nie  ein- 
ander gleich  werden. 

Die  Form  der  Relation  zwischen  mittlerer  und  exccntrischer 
Anomalie  ist  für  alle  elliptischen  Centralbewegungen  dieselbe. 


8co* 


t>  = const. j- ; V 


a- 


V 


const  -1 

' r 


R.  Hoppe. 
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5. 

Za  dem  Aufsätze  T.  LXV.  S.  218.  ttber  den  Schwerpnnkt 

des  Vierecks.  ' 

'!' 

In  dem  citirten  Aufsatze  von  Noeggerath  wird  u.  a.  die  Coordi- 
nate  des  Schwerpunkts  des  Vierecks  in  einer  Form  dargestellt,  welche  ' 
sie  zu  der  des  Schwerpunkts  des  Eckpuuktsysteins  in  einfache  Be-  II 
ziehuug  setzt,  und  aus  der  ersichtlich,  dass  beide  nur  beim  Parallelo-  ‘ 
gramm  identisch  sein  können.  Hieraus  schliesst  der  Verfasser,  dass 
in  La  Fremoire’s  Sammlung  von  Aufgaben  und  Lehrsätzen,  wo  für  1 
erstere  der  Ausdruck  der  letztem  angegeben  sei,  ein  Irrtum  enthalten  J 
sein  müsse.  Hiergegen  hat  nun  Herr  Dr.  Stamm  er  in  Düsseldorf  t 
erinnert,  dass  in  jener  Sammlung  nur  vom  Schwerpunkt  des  Eck-  Ij 
Punktsystems  die  Rede  sei.  Wie  der  Verfasser  mir  darauf  mitteili,  1 
ist  folgendes  der  Wortlaut  des  Satzes  in  jener  Sammlung; 

„Der  Mittelpunkt  der  mittleren  Entfernungen  eines  Vierecks  ist  , 
der  Durchscbnittspunkt  der  Geraden,  welche  die  Mitten  der  Gegco- 
seitcn  verbinden.“ 

Er  fügt  hinzu,  dass  aus  den  vorhergehenden  Sätzen  allerdings 
sich  erkennen  lasse,  dass  das  Eckpunktsystem  gemeint  sei. 

I 

Der  vermutete  sachliche  Irrtum  ist  demnach  nicht  vorhanden.  ' 
Wenn  der  Verfasser  aber  nur  erklärt  durch  den  Ausdruck  zum  Mis- 
verstehen  verleitet  worden  zu  sein,  so  möchte  doch  ein  strengeres 
Urteil  am  Platze  sein.  Ist  ein  Schriftsteller  berechtigt,  ein  Wort  wie 
Viereck,  das  Jahrhunderte  laug  in  allen  Schulen  und  Schulbüchern 
nur  eine  Bedeutung,  die  der  Fläche,  hat,  bloss  weil  ein  Autor,  Steiner, 
in  seinem  begrenzten  Gebiete  einen  .andern  Begriff,  den  des  Punkt-  ^ 
Systems,  damit  verbindet,  ohne  nähere  Erklärung  — und,  wie  ich 
den  Verfasser  verstidie,  findet  sich  eine  solche  in  der  Sammlung 
nicht  — in  jenem  abweichenden  Siniu;  zu  gebrauchen?  Gegen  ein 
solches  Vorgehen  ist  um  so  uachdrücklicher  Einspruch  zu  tun,  weil 
die  weithin  geltende  Autorität  Steiner’s  wol  fähig  ist  zur  Nachahmung 
zu  reizen  und  dadurch  Verwirrung  zu  schaffen.  Für  den  vorliegenden 
Fall  genüge  cs  zu  coustatireu,  dass  (wofeni  die  Tatsachen  sich  wie 
angegeben  verhalten)  die  Wortfassung  unrichtig  ist. 
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6. 

Anzahl  der  Innern  Dingonalschnitte  eines  Viereeks. 

Id  dem  mir  eben  vorliegenden  4 Heft  des  65.  Bandes  des 
„Archiv  etc.“  ist  von  einem  angehenden  Mathematiker  die  Anfgabc 
gelöst,  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  der  Diagonalen  innerhalb  eines 
Polygons  (x)  zu  finden.  Es  sei  mir  gestattet,  zwei  etwas  einfachere 
Methoden  uud  Beantwortung  hiuznznfUgen. 

Erste  Methode.  Betrachte  ich  eine  bestimmte  vom  Punkte  A 
ausgehende  Diagonale  eines  Polygons  von  « Seiten,  so  sei  //  die  An- 
zahl der  auf  ihr  liegenden  Schnittpunkte.  Geht  nun  die  Diagonale 
« links  liegenden  und  ff  rechts  liegenden  Ecken  vorbei,  so  dass: 

«+/J  = «_2  (1) 

ist,  so  teilt  sic  das  »-Eck  in  ein  Polygon  von  n-f  2 und  eines  von 

^J-|-2  Ecken.  Die  betrachtete  Diagonale  wird  nun  gescbiiitteu  von 

den  Diagonalen  des  n-Ecks  abzüglich  einer  (ihr  selbst)  und  mit 

Ausnahme  der  Diagonalen  des  «-(-2-Ecks  und  des  /J-f-2-Ecks.  Da 

. „ , »(»  — 3)  _ . , . 

nun  ein  »-Eck  — g ~ Diagonalen  hat,  so  ist: 

y „ 1 _ («+2)(«-D  _ (jä-|-2)(/?- 1 ) 

d.  i.  mit  Benutzung  der  Gl.  (1): 

'ly  = K* — 3»  — 2 — (n*  — 3»  — 2n» -|- 2o® -f- 4«  — 2) 
und  daher: 

y = („_2)ot—  a*  *) 

Um  nun  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  zu  erhalten,  die  auf  säninit- 
lichen  von  den  Punkten  A ausgehenden  Diagonalen  liegen,  habe  ich 
statt  o der  Reihe  nach  1,  2,  . . . »—3  anzunehmen ; dann  wird, 
wenn  ich  zur  Abkürzung  7i  — 3 = m setze: 


(2) 


(3) 


*)  Man  gelangt  zn  dieser  Gleichung  noch  einfacher  durch  folgende  Be- 
trachtung. Die  betrachtete  Diagonale  wird  von  s&mmtliehen  geschnitten,  die 
ron  einem  der  Funkte  a nach  einem  der  Punkte  ß gehen.  Von  jedem  der 
erstgenannten  Funkte  gehen  ß solcher  ans,  von  allen  also  aß,  folglich: 

. y = “(» 

i.  nach  Ol.  fl): 

y — o(n  — S — «). 
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Sy  — (to-|- 1)2^0 — Sa* 

{n»-|- (m*  , m*  , m\ 

= ~2  ~V3+¥+6j 

~ 6 

oder 

^ (n  — l)(n  — 2)(n  — 3) 

Sy  = (41 

Gehe  ich  nun  der  Reihe  nach  von  dem  Punkte  A und  den  anderen 
Ecken  des  Polygons  aus  und  beachte  einmal,  dass  jeder  Schnittpankt 
zwei  Diagonalen  angehurt,  und  zweitens,  dass  jede  Diagonale  zwei- 
mal angetroSen  wird,  so  habe  ich  obigen  Ausdruck  mit  ^ zn  mnlti- 
pliciren  und  dieser  die  gesuchte  Anzahl  sämmtlicher  Schnittpunkte  z: 
»(f.-l)(n-2)(n-3) 

X = ^ (5) 

Zweite  Methode.  Ich  kann  je  zwei  sich  schneidende  Diago- 
nalen als  Diagonalen  eines  1-Ecks  ansehen,  dessen  Seiten  Polygon- 
seiten oder  andere  Diagonalen  sind.  Da  nun  jedes  Viereck  einen 
Diagonalschnittpunkt  hat,  so  ist  die  Anzahl  x der  Diagonalschnitt- 
punkte gleich  der  Anzahl  der  Vierecke,  die  sich  durch  Combination 
von  je  4 Punkten  aus  n Punkteu  bilden  Hessen.  Das  Resultat  isl 
also  wieder  das  obige. 

Hieran  knüpfe  ich  noch  eine  Frage:  Wieviel  aneinanderstosseude 
(sieh  also  nicht  ganz  oder  teilweise  überdeckende)  Figuren  werden 
durch  die  Diagonalen  des  Polygons  innerhalb  desselben  gebildet? 

Königsberg,  Januar  1881. 

L.  Saalsebütz. 


7. 


Uober  die  Gleichung  x»  = y*. 


/g\27  /27\® 

Rekanntlich  ist  2^  = 4*;  ebenso  ( = ('s  )*•  Schreibt  man 
diese  beiden  Gleichungen  in  folgender  Weise: 


so  findet  man,  dass  die  Ausdrücke  in  beiden  Gleichungen  analog  >n- 
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sammengesetzt  sind.  An  Stelle  der  Zahlen  2 und  1 der  ersten  Olei- 
chnng  stehen  die  Zahlen  3 und  2 in  der  zweiten  Gleichung.  Bildet 
man 'dieselben  Ausdrücke  mit  den  Zahlen  4 und  3,  so  erhält  man 

/64\2“  /256\« 

Auch  diese  beiden  Ausdrücke  sind  identisch,  was  sich  zeigt,  wenn 
man  auf  beiden  Seiten  den  Logar.  nimmt.  Mau  erhält  dann 


4 = 4 

Auf  diese  Weise  kann  man  fortfahren,  Ausdrücke  von  der  Form  o* 
und  b“  zu  bilden,  welche  stets  gleich  sind,  wie  sich  auf  obige  Weise 
leicht  zeigen  lässt.  Alle  diese  Ausdrücke  sind  von  der  Form 


Auch  die  Identität  dieser  beiden  allgemeinen  Ausdrücke  lässt  sich 
auf  obige  Weise  dartnn.  — Man  kann  somit  zn  jeder  beliebigen, 
positiven  oder  negativen,  ganzen  oder  gebrochenen  Zahl  x eine  Zahl 
a und  eine  Zahl  b so  finden,  dass 

a*  = b“. 


Es  fragt  sich  nun,  ob  man  auch  zn  jeder  Zahl  a,  die  gegeben  ist, 
die  zugehörige  Zahl  b finden  kann,  die  so  beschaffen  ist,  dass  a^  = i“. 

Nun  kann  man  zwar  aus  der  Gleichung  ■=  “ die  Zahl  x nicht 


algebraisch  berechnen,  jedoch  lässt  sie  sich  nähernngsweise  finden, 
woraus  man  natürlich  auch  b herstcllen  kann.  Es  bleibt  jedoch  noch 
zu  erörtern,  ob  sich  auch  für  jedes  a,  sei  es  durch  Gleicbsctznng  mit 


oder  mit 


ein  reelles  x,  also  auch  reelles  b er- 


giebt,  und  ob  sich  vielleicht  dadurch,  dass  man  die  gegebene  Zahl  a 
einmal  dem  einen,  andermal  dem  zweiten  Ausdruck  gleichsetzt, 
2 Werte  für  b ergeben.  Setzt  man  für  x nach  und  nach  alle  Werte 
von  bis  — 00,  so  erhält  man; 
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X 

/x-fiy 

/x^ly+' 

I \ X / : 

1 V * ; 

+.* 

e 1 

e 

3 

w 

2 

» ! 

4 ; 

V 

1 

1 

2 

1 

4 

V3 

V27 

A 1 

V4  i 

! y 256 

1 

±0 

1 ^ 

' 00 

imaginäre  Werte 

— 1 

" i 

0 

-I 

V27 

V3 

— 2 

^ 1 

2 

— 00 

e 1 

Aus  flieser  Tabelle  geht  hervor,  dass  sich  zu  jedem  Werte  von  a, 
sofern  ilerselbe  positiv  und  grösser  als  +1  ist,  eine  Zahl  h finden 
lilsst,  welche  so  beschaffen  ist,  dass  a‘  = 4“.  Gleichzeitig  sieht  man. 
dass  nur  ein  Wert  von  h möglich  ist.  Denn  ist  z.  B.  n = y so 
findet  sich  diese  Zahl  zwar  in  beiden  Reihen,  die  zugehörige  Zahl  U 
lautet  aber  beidemal  V27.  Für  echte  Brüche  ist  jedoch  entweder 
die  Zahl  h imaginär  oder  die  Potenz 

Das  erhaltene  Resultat  ist  also : Zu  jeder  positiven  Zahl  o,  die 
grösser  als  -fl  ist  (mit  Ausnahme  von  e),  existirt  eine  von  ihr  ver- 
schiedene zugehörige  Zahl  b,  die  so  beschaffen  ist,  dass  a*  = 

Breslau,  den  16.  Dec.  1880. 

M.  Luxenberg,  stud.  math. 


8. 

Ueber  die  Tangenten  der  hyperbollsehen  Spirale. 


Wenn  iler  Punkt  P einer  hyperbolischen  Spirale  und  der 
P'  der  Kreisevolvcntc,  welche  von  einem  beliebigea 
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Polarachse  beschrieben  wird,  demselben  Polarwinkel,  beziehnngsweise 
Wälzangswinkel  entsprechen:  dann  ist  die  Tangente  von  F mit  dem 
Radiusvector  von  P'  parallel. 

Ist  t der  Winkel,  welchen  die  Tangente  mit  der  Polararhse  UX 
bildet,  80  ist  bekanntlich 

. . 

y sin»i-|-7’C0SM 

tangt  = 

cos  tt  — r sin  u 

Für  die  hyperbolische  Spirale  hat  man: 

o dr  a 

u du  u* 

also  ist 

o . a 

iSin«+-  cos« 

. . «*  u 

tangt  

a a 

«cos« sin  « 

u*  « 

oder 

tangu — u 

tangt  = - ° 

1 -|-Mtang« 

Nehmen  wir  nun  einen  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  O (Pol)  und  dem 
beliebigen  Halbmesser  b an,  so  beschreibt  der  in  nx  gelegene  Kreis- 
pnnkt  A eine  Kreisevolvente,  deren  Gleichungen 

X = i(C08u-j-usinu),  y = i(siuu — UCOSti) 

sind,  wenn  der  Wälzungswinkel  A'OA  ..  « genannt  wird.  Der  Polar- 
winkel ö der  Kreisovolveute  ist  bestimmt  durch  die  Gleichung: 


tang©  = ^ 


d.  i.  hier  gleich 


sin  tt  — « cos  u 
co8M-j-«8in« 


Es  ist  also 


tang©  = 


tang»  — u 
1 -f-utang« 


= tangt 


oder  Wkl.  © ■=>  Wkl.  t,  womit  der  obige  Satz  bewiesen  ist. 


Da  die  Subtangente  OQ  der  hyperbolischen  Spirale  den  con- 
stanton  Wert  — a hat,  so  lässt  sich,  auf  obigen  Satz  gestützt,  die 
hyperbolische  Spirale  mit  ihren  Tangenten  leicht  construiren.  Auch 
lassen  sich  nun  einige  andere  Aufgaben  einfach  lösen,  z.  B.  die  Tan- 
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gcntcn  einer  hyperbolischen  Spirale  zu  ermitteln,  welche  einer  ge- 
gebenen Geraden  parallel  sind,  oder  den  Wert  a zn  bestimmen,  wenn 
ein  Punkt  P,  der  Pol  und  die  Polarachse  gegeben  sind,  etc. 

Eisenstadt,  im  Jänner  1881. 

Fr.  Schiffner. 
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XXIV. 

Erweiterung  des  Satzes  von  der  Sichel  des 
Archiinedes  und  sein  Zusammenhang  mit  dem 
Satze  von  den  Möndchen  des  Hippokrates; 
Schwerpunkte  der  Flächen. 

Von 

F.  W.  Fischer. 


1.  Wenn  man  (wie  in  der  Figur)  über  der  Hypotenuse  AB 
eiues  rechtwinkcligen  Dreiecks  ABC  als  Durchmesser  und  ebenso 
über  den  beiden  Abschnitten  AD  und  BD,  welche  auf  derselben  durch 
die  Höhe  gebildet  werden,  als  Durchmesser  Halbkreise  beschreibt,  so 
ist  die  von  den  Umfängen  dieser  Halbkreise  begrenzte  sichelförmige 
Fläche  ACDBA,  die  Sichel  des  Ärchimedes,  an  Flächeninhalt  gleich 
der  Fläche  des  Kreises,  ^Yelcher  über  der  Höhe  des  Dreiecks  als 
Durchmesser  beschrieben  wird. 

Bezeichnet  man  die  den  Winkeln  A,  B,  C gegenüber  liegenden 
Seiten  des  Dreiecks  bezüglich  mit  a,  b,  c,  die  Projection  von  a anf 
c mit  p und  die  von  b auf  c mit  q,  die  Höhe  des  Dreiecks  mit  h,  so 

c« 

ist  diese  Fläche  des  Halbkreises  über  c gleich  g- ir,diedesHalbkreise8 

p*  o* 

über  p gleich  ^ n und  die  des  Halbkreises  über  q gleich  g « ; es 
ist  also  die  Fläche  der  Sichel  ACDBA 


oder 
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s ■=  ^(e*— P*— 3*). 

oder 


oder,  da 
(1) 


pq  = h*, 
S = 

4 


womit  der  Satz  des  Archimedes  erwiesen. 


2.  Wenn  man  den  Halbkreis  über  der  Hypotenuse,  sowie  die 
Halbkreise  über  BD  und  AD  zu  Kreisen  vervollstümlipt  mul  nooh 
um  jede  der  Katheten  AC  und  /#6' Kreise  beschreibt,  welche  die  um 
BD  uud  AD  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise  in  den  PunkUm 
/J  und  H schneiden  mögen,  so  entstebeu  die  krumnilinigeu  Dreiecke 
BEDKAWB  uud  AHDLBWA,  welche  von  denselben  Kreislinien  be- 
grenzt werden  wie  die  Sichel  ACDBA  und  au  Inhalt  bezüglich  den 
Flächen  der  Kreise  um  BC  und  AC  gleich  sind. 

Es  ist  nämlich,  wenn  wir  die  Fläche  des  ersteren  dieser  Drei- 
ecke mit  iSj  uud  die  des  zweiten  mit  bezeichnen, 


oder 


«1  = I « + 


(p+g)*  _ _ 9* 
8 8 


S. 


8 


n + • — • " 7t— 


8 


oder,  da 


7t 


4 


pc 


pe  - a\ 


(2)  = 

d.  h.  das  Krummlinige  Dreieck  BEDKAWB  ist  an  Inhalt 
gleich  der  Fläche  des  Kreises  um  BC. 


Ebenso  findet  sich 

(3) 


d.  h.  das  krummlinige  Dreieck  AHDLBWA  ist  an  Inhalt 
gleich  der  Fläche  des  Kreises  um  AC. 


Digilized  by  Googli 


Fischer:  Erweiterung  des  Salzes  von  der  Sichel  des  Archimedts.  339 


3.  Weiter  ist 


4* 


A* 


oder 


4 ” 4 " ” 4 ” 


4* 

4 ” 


8 


5+ 


8 


and,  wenn  man  anf  beiden  Seiten  der  Gleicbnng  das  krummlinige 
Viereck  ACEDHA  snbtrahirt,  und  das  Möndchen  AFC  mit  das 
Segment  APD  mit  a'  bezeichnet 

(4)  i'-l-  a'-\-DED  = CEB  + 1*  n. 


Ebenso  findet  sich,  wenn  man  das  Möndchen  DGC  mit  l und  das 
Segment  BJD  mit  « bezeichnet, 

(5)  l-^a-\-DHD  = CHA-\-~  n. 

Addirt  man  61.  (4)  und  (5),  so  erhält  man 

Z+  J'+  » + »'  = {CHA  + g-  !T  — DHD)  + {CEB  + | jr  —DED) 

oder 

l-{-l'-^a-\-a' = CHDA-\-CEDB-, 

iddirt  man  noch  das  biconvexe  Stück  CD  = d auf  beiden  Seiten  der 
Gleicbnng,  so  wird 

c* 

l-\-V+a-{-a'-{-d=^  CHDA-\-CEDB-\-de=^ 

oder 

l-\-l'-\-d  = g n — a — a' 

i oder 

’ (6)  Z+  l'-\-d  .=  APDJB  WA. 

Gleichung  (6)  enthält  den  Satz,  welcher  im  Archiv  im  65.  Teil 
S.  194.  von  Herrn  G.  Dostor  angegeben  ist. 


4.  Bezeichnet  man  das  krummlinige  Dreieck  APDJBWA  mit 
und  die  das  biconvexe  Segment  CD  umgebenden  mondförmigen  Seg- 
mente mit  m und  m',  so  ist  nach  Gleichung  (6) 


aber  auch 


oder 

-daher 

L 


d = A^-l-l\ 

Ä* 

d = -r  n — m — m 


d = S — tn  — m'  \ 


8i* 
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oder 


(7) 


d.  h.  die  Summe  der  Flächen  der  Sichel  des  Archimedes 
und  derMöndchen  des  Hippokrates  ist  gleich  demsicbel- 
förmigen  Dreiecke  APZJJÜW’A,  vermehrt  um  die  das  bi- 
convexe  Segment  begrenzenden  mondförmigen  Seg- 
mente; oder  das  krummlinige  Viereck  AFCGIiEDHA  ist 
gleich  dem  sichelförmigen  Dreiecke  APDJBWA,  vermehrt 
um  die  genannten  moudförmigen  Segmente. 

5.  Um  zunächst  den  Abstand  des  Schwerpunktes  der 
Sichel  ACIiDA  von  der  Hypotenuse  AB  zu  bestimmen,  sei  c ; 
der  Abstand  des  Schwerpunktes  des  Halbkreises  über  BD  von  der  ' 
Hypotenuse  AB,  ß der  des  Schwerpunktes  des  Halbkreises  über  BD  •. 
y der  des  Schwerpunktes  des  Halbkreises  über  AB  und  y der  Ab- 
stand des  Schwerpunktes  der  Sichel  ACBDA  von  AB,  Der  luhalt 
der  Sichel  ist  nun  gleich  dem  Inhalte  des  Halbkreises  über  Aii,  ver- 
mindert um  die  Summe  der  Inhalte  der  Halbkreise  Uber  AD  und 
BD,  und  man  hat,  wenn  mau  die  Momente  dieser  Flächen  in  Bezug 
auf  AB  als  Axe  nimmt,  mit  Beachtung,  dass  der  Inhalt  der  Sichel 
gleich  dem  Inhalte  des  Kreises  um  CD  ist,  die  Gleichung 


P' 


oder,  da 


“ • 8 • 8 + 


(p  + g)* 


2p  ^ 2g 


2(p+q) 
3« 

indem  man  zugleich  reducirt, 

p3-f  5»-f-3yA*n!  ^ (p  + g)® 
3yA*n  ■=  3p*g-j-3ipg* 

A*  = jjg, 

y.pq.n=pq(p-\-q), 

..  P + « 


oder 
oder,  da 

woher 


(8) 


y = -.c. 

7t 


Der  Abstand  des  Schwerpunktes  der  Sichel  von  der  Hypotenuse  ist 
also  nur  von  der  Grösse  der  Hypotenuse  abhängig  und  unabhängig 
von  der  Grösse  der  Katheten. 

Für  den  Halbkreis  über  der  Hypotenuse  ist 


Digitized  by  G' 


fisch  er:  Ermiterung  des  Satzes  von  der  Sichel  des  Archimedes.  341 


2c 


oder 


der  Schwerpunkt  der  Sichel  liegt  also  um  die  Hälfte  weiter  von  der 
Hypotenuse  als  der  Schwerpunkt  dieses  Halbkreises.  Da  nun  auch 
der  Schwerpunkt  der  halben  Kreisperlpherie  von  dem  Durchmesser  um 
die  Hälfte  weiter  von  diesem  liegt  als  der  Schwerpunkt  der  halben 
Kreisfläche,  so  ergiebt  sich  daraus,  dass  der  Schwerpunkt  der 
Sichelfläche  denselben  Abstand  von  der  Hypotenuse  hat, 
wie  der  Schwerpunkt  der  über  derselben  beschriebenen 
Halbkreislinie. 

6.  Lässt  man  die  Sichel  um  die  Hypotenuse  als  Axe  rotiren, 
so  ist  das  Volumen  des  Rotationskörpers 

V=  S.2yn 

oder,  wenn  man  die  Werte  für  S und  y aus  (1)  und  (8)  einsetzt  und 
reducirt. 


d.  h.  das  Volumen  des  Rotationskörpers  ist  gleich  J von  demVolnmen 


Dasselbe  Resultat  erhält  man  auch,  wenn  man  zur  Bestimmung  dieses 
Itotationskörpers  von  dem  Volumen  der  Kugel  um  c als  Durchmesser 
die  Summe  der  Volumiua  der  Kugeln  um  p und  q snbtrahirt.  Es 
ist  nämlich 


(9) 


V=-^  n oder 


C 

eines  Ellipsoids,  dessen  Halbaxen  />,  q und  ^ oder  gleich  dom 

dreifachen  eines  Ellipsoids,  dessen  Halbaxen  ^ und  ^ sind,  da  ja 


8 " 3‘8  ” 


I*  4 o’ 
r ™ ^ 


oder 


oder 
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P*9+P9* 

2 

pq(p+9)  _ P<P=_ 

S ’*  = “ n 


7.  Um  den  Abstand  des  Schwerpunktes  der  Sichel  i 
ACBDA  von  der  im  Punkte  A auf  AB  errichteten  Senk-  ^ 
rechten  zu  bestimmen,  seien  a',  ß',  y'  die  Abstände  der  Schwer- 
punkte der  Halbkreise  über  BD,  AD,  AB  und  x der  Abstand  des 
Schwerpunktes  der  Sichel  von  der  Senkrechten  auf  AB  im  Punkte  A. 
Man  hat  alsdann,  wenn  man  die  Momente  dieser  Flächen  in  Bezug 
auf  die  Senkrechte  nimmt,  die  Gleichung 


oder,  da 


j)*  o*  A* 
o'.  + n+x^n 


r = 


c 

2 


ist,  wenn  man  cinsetzt  und  reducirt 


oder,  da 
und 


woher 


(23-|-p)/)*+2®-l-4xA*  = c® 
A*  = pa 

cS  = (p+q)\ 


(10) 


P + 3g 
4 

oder,  durch  die  Functionen  der  Winkel  ansgedrückt. 
I (<i . sin  A + 3A  sin  £). 


Will  man  den  Wert  von  x durch  die  Seiten  ausdrücken,  so  wird,  da 


9 


— und  » -=  — ist, 
c ^ c ' 


e«+2A» 
4c  4c 


Für  den  besonderen  Fall,  dass  das  reehtwinkelige  Dreieck  ABC 
gleichschenklig  ist,  wird 


c 
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Um  die  zo.  AB  senkrechte  Ordinate,  auf  welcher  der  Schwerpunkt 
der  Sichel  liegt,  leicht  zn  coustruiren,  bestimme  man  ihren  Abstand 
von  der  Mitte  O der  Hypotenuse.  Der  Abstand  dieser  Ordinate  vom 
Punkte  A ist  nach  (10) 

p+3g. 

* — r-’ 

also  ist  ihr  Abstand  von  der  Mitte  O 


oder 


4 


Da  nun  in  der  Figur 


M 


P — g 
4 ■ 


oder 


g I P_  2g 

2l"2  2 


OD 


P — g 
“ 2 


ist,  so  findet  man  die  gesuchte  Ordinate,  indem  man  in  der  Mitte  von 
OD  auf  Oü  eine  Senkrechte  errichtet. 


Der  Schwerpunkt  der  Sichel  S liegt  also  in  gleichem  Ab- 
stande von  der  Hypotenuse  wie  der  Schwerpunkt  der  Halbkreislinie 
Ober  derselben  und  zwar  auf  der  Senkrechten,  welche  den  Ab- 
stand des  Mittelpunktes  der  Hypotenuse  von  dem  Fusse 
des  Höhenperpendikels  halbirt. 


8.  Bezeichnet  man  das  Volumen  des  Rotationskörpers, 
welcher  durch  Umdrehung  der  Sichel  um  die  Senkrechte  auf  AB  im 
Punkte  A entsteht,  mit  V,  so  ist 

S.2a;jr, 


also,  wenn  man  die  Werte  fttr  S und  x aus  den  Gleichungen  (1)  und 
(10)  einsetzt, 


4 4 


oder 

(11) 


F'  — -g  .A*(p*-f3g)  =-gPg(p+3g). 


Dasselbe  Resultat  erhält  man  auch,  wenn  man  das  Volnmeu  als  Dif- 
ferenz der  Rotationskörper  ansieht,  welche  durch  Umdrehung  des 
Halbkreises  über  e einerseits  und  der  Summe  der  Halbkreise  Uber  a 
und  b andrerseits  entstehen.  Man  hat  dann 
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öder 

^-(p®+3p*9+W+9*  — 2p*9— P*  — 5*) 
oder  nach  Rednction 

= I*  I>9(P+39). 


9.  Gehen  wir  weiter  zur  Bestimmung  des  Schwerpunktes 
des  krummlinigen  Dreiecks  BEDKAWB,  so  ist  der  Inhalt 
dieser  Fläche  gleich  der  Fläche  des  Halbkreises  über  BD,  veruiehn 
um  die  des  Halbkreises  über  AB  und  vermindert  um  die  des  Halb- 
kreises über  ^ID;  oder  iu  Zeichen  ansgedrückt: 


S. 

oder,  weil  nach  Gl.  (2) 


n 


Nimmt  man  die  Momente  dieser  Flächen  in  Bezug  auf  die  Hy- 
potenuse AB  und  benennt  die  Abstände  der  Schwerpunkte  der  Halb- 
kreistlächen  von  derselben  wie  vorhin  bezüglich  mit  «,  ß,  y,  und  den 
Abstand  des  Schwerpunktes  der  Fläche  5,  mit  y,,  so  sind  die  Grössen 
n und  ß,  da  die  Schwerpunkte  der  Halbkreisflächen  über  AB  und 
AD  unterhalb  AB  liegen,  mit  negativem  Vorzeichen  einznfübren,  und 
man  erhält  die  Gleichung 


Da  nun 


ist,  so  wird 


a = 


37t’ 


2p  p*  2c  c*  , 2q 
37t  8 ”~37t  "8  ” + 8 ” 


oder,  wenn  man  reducirt 


oder 

folglich 


Da 


y,7ra*  — Ü;)*— c^  + ^ä), 
yjTta*  =.  pä  — 3p*</— 3/)g*  — + 


yi 


pq(p  + q) 
na* 
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(p  + g)  = c und  a*  = pc 
ist,  80  erhält  man,  dieses  einsetzend 


pqc 


and  reducirend 

(12) 


1 


Der  Schwerpunkt  der  Fläche  S^  liegt  also  unterhalb  der  Hypo- 
tenuse AB,  wie  das  negative  Zeichen  in  (12)  andcutet,  und  sein  Ab- 
stand von  der  Hypotenuse  ist  nur  abhängig  von  der  Grösse  g oder 
dem  Cosinus  des  nicht  in  der  Fläche  Sj  liegenden  Dreieckswinkels, 
und  ist  gleich  dem  Abstande  des  Schwerpunktes  der  Halb- 
kreislinie AKD  von  der  Hypotenuse.  Ferner  verhält  sich  dieser 
Abstand  zu  dem  des  Schwerpunktes  der  Sichel  S wie  g:c.  Setzt  man 
4»  4* 

in  Gl.  (12)  q = — ^ c ^ = c.  sin*Ä,  so  wird 


woraus  ersichtlich,  dass  man  den  Abstand  des  Schwerpunktes  der 
Fläche  S,  von  der  Hypotenuse  findet,  indem  mau  die  des  Schwer- 
pnuktes  der  Sichel  mit  dem  Quadrate  des  Sinus  des  spitzen  Drei- 
cckswinkels  multiplicirt,  dessen  einer  Schenkel  den  oberen  Halbkreis 
schneidet. 

Interessant  ist  cs  noch,  die  Abstände  des  Schwerpunktes  der 
Fläche  S,  für  gewisse  bestimmte  Werte  des  Winkels  B mit  dem  in 
Bezug  auf  die  Grösse  der  Dreicckswinkel  constanten  Abstande  des 
Schwerpunktes  von  der  Hypotenuse  der  Sichel  S zu  vergleichen,  wozu 
die  Gl.  (13)  Anlass  giebt.  Es  ist  nämlich  für 


mithin  ist  der  Abstand  des  Schwerpunktes  der  Fläche  S,  von  der 
Hypotenuse  ein  Viertel  oder  zwei  Viertel  oder  drei  Viertel  von  dem 
des  Schwerpunktes  der  Sichel  S von  der  Hypotenuse,  je  nachdem 
der  Winkel  B die  angegebene  entsprechende  Grösse  hat  Ebenso 
lässt  sich  nach  dem  unter  h.  Erwähnten  ähnlich  der  Abstand  des 
Schwerpunktes  der  Fläche  S,  von  der  Hypotenuse  für  gewisse  be- 
stimmte Werte  des  Winkels  B mit  dem  betreffenden  Abstande  des 
Schwerpunktes  des  Halbkreises  Uber  der  Hypotenuse  in  Vergleich 


(13) 


B = 30«,  sin»ü  = i, 
B = 45»,  sin*B  = J, 
B = 60«,  sin>B  = }; 


bringen. 


1 
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10.  Zur  BcBtimmnng  des  Abstandes  des  Schwer- 
panktes  der  Fläche  BEDKAWB  von  der  in  A auf  AB  er- 
richteten Senkrechten  ergiebt  sich,  wenn  man  den  Abstand  des 
Sebwerpnnktes  dieser  Fläche  mit  x,  und  die  Abstände  der  Schwer- 
punkte der  Halbkreise  über  BD,  AD,  AB  (wie  unter  7.)  mit  a', 
y'  bezeichnet  und  die  Momente  dieser  Flächen  in  Bezug  auf  die 
Senkrechte  in  A nimmt,  die  Gleichung 

S,.xi  - a'.g  »+y‘.g  w — /J'.g  Ä 


oder,  da  nach  Gl.  (2) 


*1  • 4 " 


5. 


D*  c*  a* 

“'■8  « «-(J'  !>*• 


8 


Da  non 

“—5  + 2’  P“2’  ^ ”'2 

ist,  so  ergibt  sich,  wenn  man  substituirt  und  rcducirt, 
4xj.o*=  2p*g -j-p® -|- c*  — g® 


oder,  wenn  man  die  Werte 


einsetzt. 


a*  i» 

c-  « = 7 


Setzt  man  noch 
so  wird 

und  weil 


(14) 


* 4o*c*J 

C«  = a®-f  3a*i*-f-3a*4*-f  6®, 

2a*-f  5a»4»-|-34* 

a‘-f  2a*4»4-i«  = (a*-t-4»)*=.  c®, 

2c«-|-i®c* 

‘'1  4c® 

~ K2c+g)  = J(2p-l-3g) 

oder,  durch  die  Functionen  der  Winkel  ansgedrttckt, 
“ i(2a.sin  A-|-34.siniJ). 


Znr  Constmetion  der  zn  AB  senkrechten  Ordinate,  auf  welcher  der 
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r 


I 
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I 

' Schwerpunkt  der  Fläche  liegt,  bestimme  man  ihren  Abstand  von 
der  Mitte  O der  Hypotenuse,  indem  man  von  dem  Werte  für 

= snbtrahirL  Es  wird  dann 


“i 


P I 3g  p+g 

“ 4 2 ’ 


Man  findet  daher  die  gesuchte  Ordinate,  indem  man  auf  OB  in 

einer  Entfernung  gleich]  | vom  Punkte  O eine  Senkrechte  errichtet; 

der  Schwerpunkt  der  Fläche  iS,  liegt  dann  auf  derselben  gleich  weit 
von  der  Hypeteunse  wie  der  Schwerpunkt  der  Halbkreislinie  über  g. 

11.  Bezeichnet  man  das  Volumen  des  Rotatioskörpers, 
' welcher  durch  Umdrehung  der  Fläche  BEDKAWB  um  die  Senk- 
rechte auf  AB  im  Punkte  A entsteht,  mit  Vj,  so  ist 

V,  — S, . 2z, . Jt, 

also,  wenn  man  die  Werte  für  5,  und  z,  aus  den  Gl.  (2)  und  (14) 
einsetzt 

r,  = Ja*.2.j(2p+3g)« 

(15)  F,  = ^*a*(2p-l-3g). 

12.  Die  Bestimmungen  des  Abstandes  des  Schwerpunktes  der 
Fläche  AHDLB  WA  = Sj  von  der  Hypotenuse  und  von  der  im  Punkte 
B auf  AB  errichteten  Senkrechten  ergeben  sich  ähnlich  wie  die  ent- 
sprechenden bei  der  Fläche  S,  und  man  hat  in  den  für  diese  Fläche 
erhaltenen  Resultaten  für  g,  und  z,  an  Stelle  der  Grösse  g nur  die 
Grösse  p zu  setzen,  um  die  cntsprcchendeu  Werte  für  die  Fläche  Sf 
zn  erhalten.  Bezeichnet  man  den  Abstand  des  Schwerpunktes  der 
Fläche  Sy  von  der  Hypotenuse  mit  zy  und  von  der  im  Punkte  B auf 
AB  errichteten  Senkrechten  mit  zy,  so  wird  daher 

1 

Vt  = --P 
äTf  = J(2g-|-3p). 

Der  Schwerpunkt  der  Fläche  Sy  liegt,  wie  die  Gleichung 

1 

y,  - - -P 
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zeigt,  unterhalb  der  Hypotenuse,  und  sein  Abstand  von  derselben  ist 
wieder  nur  abhängig  von  der  Grösse  p und  gleich  dem  Abstande 
des  Schwerpunktes  der  Halbkreislinie  über  p. 

Der  Abstand  der  auf  AB  senkrechten  Ordinate,  in  welcher  der 
Schwerpunkt  der  Fläche  Sj  liegt,  von  der  Mitte  der  Hypotenuse  wird 
gefunden,  indem  man  von  demWcrte  xj“  J(25-}-37)),  welcher  den  Ab- 
stand vom  Punkte  B angiebt,  subtrahirt  Es  wird  dann 

«sj  = J(25-f3/>)  — 


d.  h.  diese  Ordinate  trifft  AO  in  einem  Abstande  gleich  ^ von  de: 
Mitte  der  Hypotenuse. 

13.  Bestimmung  des  Abstandes  des  Schwerpunktes 
der  sichelförmigeu  Fläche  AFCGBLDKA  von  der  Hyp  ote- 
nuse  AB.  Benennen  wir  diese  Fläche,  welche  durch  Addition  der 
Sichel  S und  der  Möndchen  l und  l'  entsteht,  mit  S und  den  Ab- 
stand ihres  Schwerpunktes  von  der  Hypotenuse  mit  y',  so  ist  ihr 
Moment  in  Bezug  auf  AB  als  Axo 

oder,  da 

und  ist, 

(16)  y--s  = y'(f  A»  + f) 

Nun  ist  auch  die  Fläche  S gleich  der  Fläche  des  Dreiecks  ABC. 
vermehrt  um  die  der  Halbkreise  über  BC  und  AC  und  vermindert 
um  die  der  Halbkreise  über  BD  und  AD  oder  in  Zeichen 


S = 


ab  a*  p* 

2'+  8 " — “8 


Bezeichnet  man  nun  die  Abstände  der  Schwerpunkte  der  Halb- 
kreise ;uber  BD  und  AD  von  AB,  wie  früher,  mit  a und  ß,  den 
Abstand  des  Schwerpunktes  des  Dreiecks  mit  d und  die  der  Halb- 
kreise über  BC  und  AC  vou  AB  mit  v und  t>'  und  nimmt  die  Mo- 
mente dieser  Flächen  in  Bezug  auf  AB,  so  wird 


oder,  da 


' T “*_L  I - A*  P* 
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h 

3’ 


2p 

3n 


^ 3ji 


y'.S 


h ^ 
3 2 


1 “ 1 - 

' ''•8  " '8  (P  Ji  — 5;,  • a jr, 


,2p  p! 

3»  8 


23  g* 
3n  ’ 8 


iu  welcher  Gleichung  v und  v'  durch  bekaunte  Grössen  auszudrUcken 
sind.  Ist  in  der  Figur  Q der  Schwerpunkt  des  Halbkreises  über  UC, 
UN  uud  Q;S  senkrecht  Aü  und  Mli  parallel  AB,  so  ist 


QS  = QR  + RS  ■ ■ QR  + MN. 


Sun  ist  MN  = ^ und  QR 
also 

V 

oder 

V 

ebenso  findet  sich 


QM.  cos  B 


a 071  a 


3«’ 


3ft?t  + 4p  . 

&7t 

3A>t-j-4g 

6« 


Setzt  man  diese  Werte  in  die  letzte  Gleichung,  so  erhält  man: 

3An-|-4gi*  2p  p*_  2g  g* 


, ^ hob  , Zhn-\-Ap  o»  , . . _ . . 

»•■^  = 32+  8 ’*+ 


6»  8 


3n  8 


3»  8 


oder,  wenn  man  redncirt 


abh  3A»c*4"4oV -|- 4Ä’g 
48 


ps 

12' 


?! 

12 


and,  wenn  man 


ah  a* 

A = — > p = — , 

c ^ c 


A« 

c 


sabstitoirt,  nach  einigen  Umrechnungen 

a*A* 


(17) 


, oben  - . 

2'-^=-16  +-47- 


Durch  Combination  von  Gl.  (16)  und  (17)  erhält  man  nun 

a»A> 


also 

U*  +-2j=^  + 

. , 4a‘A* 

odc»H- 

oder,  da 

4«A*+8fli 
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oder 


(18) 


, oÄc*« -j-4<j*4*c 

, c*7i-\-iabc 
^ 4<iÄT-j-8c* 

/ , c <^n-\-Aab 
\ ^ — 4 aijr+lc*  ’ 

(,  c cw-f-44 
^ i hn-\-'ic 


Aus  der  zuletzt  erhaltenen  Gleichung  ergieht  sich 


4y' 

c7t-f-4A 

oder 

c Art-)- 2c 

4"  + * 

oder 

e 

Art-)- 2c 

oder 

y':c=^ 

K)l  n 

II 

d.  b.  der  Abstand 

des  Schwerpunktes  der  Fläche  £ von  der  Hypo- 

tennsc  verhält  sich  zur  halben  Hypotenuse,  wie  sich  verhält  der  viert« 
Teil  der  letzteren  vermehrt  um  den  Abstand  des  Schwerpunktes  der 
Halbkrcislinie  über  der  Höhe  von  dieser  zur  Summe  der  halben  Hohe 
und  des  Abstandes  des  Schwerpunktes  der  Halbkreisliuic  Ober  der 
Hypotenuse  von  dieser. 


Der  Abstand  des  Schwerpunktes  der  sichelförmigen  Fläche  i 
von  der  Hypotenuse  ist  also  nicht,  wie  dieses  bei  den  Flächen  S,  S, 
und  Sj  der  Fall  war,  abhängig  von  einer  Grösse,  sondern  voo 
zweien,  von  der  Hypotenuse  und  der  Höhe  des  rechtwinkelige» 
Dreiecks. 


14.  Bestimmung  des  Volumens  des  Rotationskörpers, 
welcher  durch  Umdrehung  der  Fläche  S um  die  Hypo- 
tenuse entsteht.  Bezeichnet  man  das  Volumen  dieses 
körpers  mit  F«,  so  ist  nach  den  Gl.  (16)  und  (18) 
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a9) 


c en+ih  (he  h*  \ 

e*kn  en-\-4Ji  .h^ca^  cn-\-^h 
“ 4 hn-\-'2e'  8 ÄJi-j-2c’ 

hen  2c*»  + 8Ac+cAn:*-f"4A*’* 

~ *F  ■ Aw  + 2c 

oder,  da  he  — ab, 

“ 8(a6^2c»)  • (2^’‘+8«i  + a6’r*+y-  «) 


Will  man  noch  das  Volumen  des  Rotationskörpers,  welcher  durch 
Umdrehung  der  Möndchen  l und  V um  die  Hypotenuse  eutsteht,  be- 
stimmen, so  hat  man  von  dem  Volumen  Vg  das  Volumen  des  Ro- 
tationskörpers, welcher  durch  Umdrehung  der  Sichel  S um  die  Hy- 
potenuse entsteht,  nämlich  V,  zu  subtrahiren.  Es  ist  alsdann,  wenn 
mau  das  fragliche  Volumen  mit  F,  bezeichnet 

V,  = Vs-V 


oder,  indem  man  die  Werte  für  Fg  und  F aus  den  Gleichungen  (19) 
nnd  (9)  einsetzt 

hen  2c*»-f-8Ac-j-cA«*-|-4Ä*3*  h*en 

“ T a»4-2a  F 

oder 


V, 


Ac*Jt*  A*c*Jl  I hc*n^  . 

8(A«  2c)  ■*"  A :r  -f  2c  ■*"  8(A J* + 2«)  ' 

A*«;*  A*c*ir 

2(Aw-f-2c)  Aji-}-2c 


h^cn* 
2(A«-f  2cj 


oder,  wenn  man  redneirt. 


2Ac*n*-j-A*c*Ji*  Ac*n*(Äre-f-2c) 
“ 8(Aji4-2c)“  “ 8(Aji-|-2c)  “ ’ 

oder 

, hc*n* 

i 

(20)  j 

I Fi  — oAc-^ 


Ist  noch  y"  die  Ordinate  des  Schwerpunktes  der 
Bezog  auf  die  Hypotenuse,  so  ist 


Möndchen  in 
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woher 


wodurch  noch  der  Abstand  des  Schwerpunktes  der  Möndchen  vob 
der  Hypotenuse  bestimmt  wird. 

Kempen  a.  Rh.,  den  20.  September  1880. 


ij 

I 


■ Wal 
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XXV. 


Einige  Eigenschaften  der  Zahlen, 
welche  zum  Product  der  ersten  n Primzahlen 
prim  und  kleiner  als  dasselbe  sind. 


Von 

Herrn  Dr.  Franz  Walla. 


I. 


Es  bedeuten  pj,  . . . p»  die  ersten  n Primzahlen  (p,  ■=  2, 
Ps  “ 3,  p,  = 5,  . . .);  Pn  deren  Product  p,pj  , . . p„;  <f„  ■=. 
(p,  — l)(pj  — 1)  . . . (p»  — 1)  die  Anzahl  der  im  Titel  benannten 
Zahlen  und  endlich 

^1)  **»•••  (1) 

selbst  diese  Zahlen. 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dass 

/’«— H (2) 


wobei  i-  = 1,  2, . . . qpn.  und  man  schliesst,  dass  die  erste  Hälfte 

p 

der  Reihe  (1)  zwischen  0 und  die  zweite  Hälfte 

p 

zwischen  und  Pn  liegt. 


II. 

Indem  wir  wegen  (2)  nur  die  erste  HBlfte  der  Reihe  (1)  be- 
trachten, gelsmgen  wir  zum  folgenden  Sstz:| 


T«il  LITL 


f 


23 
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Wenn  n>2,  so  ist  die  Hälfte  der  Glieder  dieser 
Reihe 

a-i,  (3) 

von  der  Form  die  andere  Hälfte  dagegen  von  der 

Form  + 

Beweis.  Nachdem  wir  uns  hiervon  im  Falle  n -=  3 überzeugt 
haben,  begründen  wir  unseren  Satz  durch  Inductiou.  Vorausgesetzt, 
dass  der  Satz  beim  Zeiger  n gültig  ist,  ist  er  auch  beim  Zeiger  »-{-l 
gültig.  Beim  Zeiger  n-)-l  kommen  folgende  Grössen  vor: 


!/jt  i/ii  • • • yv„+i' 

Bilden  wir  das  Schema: 

Zl,  Zj,  . . . Zy^ 

A + Z„  ... 

2F»  + Zi,  2i'«4-z„  . . . 2i’„  + Zy^ 


i 

\ 

I 

4 

(5)  ' 


(p»+l— I)in4-®11  (p»+l  — + 

so  sind  hier  alle  jene  zu  Pn  relativen  Primzahlen  anfgeschrieben, 
welche  kleiner  als  P«+i  sind.  Wenn  wir  hiervon  die  Zahlen  be- 
kommen wollen,  welche  kleiner  als  /m+i,  aber  zu  Ph+i  prim  sind, 
so  brauchen  wir  nur  die  im  Schema  (5)  enthaltene  folgende  Reihe 
wegznlassen : 

Pn  + lZ„  . . . p«+lZy^.  (6j 


Aber  in  der  ersten  Reihe  des  Schema  (5)  sind  nach  der  Vor- 
aussetzung ebenso  viele  Zahlen  von  der  Form  4/i-|-l  wie  von  der 
Form  4fi-|-3  und  in  jeder  andern  Reihe  ebenfalls.  Denn  wenn  wir 
ein  allgemeines  Glied  (ph+i  — fc)/«  + zA  des  Schema  (5)  betrachten, 
so  sehen  wir  leicht  ein  (indem  Pn  ■=>  4ft-|-2  und  — k entweder 
gerade  oder  ungerade  ist),  dass 


(Ph+1  — 


entweder  4f*-j-zA 
oder  4(i-|-2-l-zA. 


Im  ersten  Falle  giebt  jedes  4ft-}-l  und  jedes  4fi 3 förmige  Glied 
der  ersten  Reibe  ein  gleichförmiges  Glied  für  die  neue  (pn+i  — i-|-l)te 
Reihe,  im  zweiten  Falle  bekommen  wir  bei  4(u-|-l  der  ersten  Reihe 
4u  -|-  3 in  der  neuen  Reihe  und  umgekehrt.  Also,  da  in  jeder  Reihe 
des  Schema  (5)  die  4ft  -j- 1 und  4f<  -f-  3 förmigen  Glieder  in  gleicher 
Anzahl  Vorkommen,  gilt  dasselbe  vom  ganzen  Schema.  Aber  auch 
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für  die  Reihe  (6)  können  wir  dasselbe  beweisen.  Wenn  = 4fi-|-l5 
80  stimmen  die  Glieder  der  Reihe  (6)  mit  den  Gliedern  der  ersten 
Reihe  des  Schema  (5)  nach  der  Form  überein.  Wenn  =4fi  + 3, 
so  entspricht  jedem  Gliede  der  ersten  Reihe  das  Schema  (5)  von  der 
Form  4f«  + l ein  4p  + 3 förmiges  in  der  Reihe  (6)  und  umgekehrt, 
.ilso  kommen  in  jedem  Falle  in  der  Reihe  (6)  die  4p  + l und  4p-|-3 
förmigen  Glieder  in  gleicher  Anzahl  vor.  Da,  wie  wir  soeben  ge- 
sehen haben,  dasselbe  vom  Schema  (5)  gültig  ist,  so  bekommen  wir, 
indem  wir  vom  Schema  (5)  die  Glieder  der  Reihe  (6)  wcglassen,  ein 
neues  Schema,  in  welchem  die  4p-|-l  und  4p -j- 3 förmigen  Glieder 
von  gleicher  Anzahl  sind.  Aber  die  gebliebenen  Glieder  sind  nichts 
anderes,  als  die  Glieder  der  Reihe  (4).  Betrachten  wir  nun  die  Re- 
ktion (2)  und  vergessen  nicht,  dass  /M4i  = 4p-f-2,  so  sehen  wir, 

P 4-1 

dass  jedem  4p-f-l  und  4p -f- 3 förmigen  y,  welches  kleiner  als  — 

in+l 

ist,  ein  gleichförmiges  y entspricht,  welches  aber  grösser  als  — g-- 

Da  es  nun  ebenso  viele  4p-|-l  wie  4p -|- 3 förmige  y giebt,  so  ist 

es  notwendig,  dass  unter  den  y,  welche  kleiner  als  sind,  die 

4p -fl  und  4p-f  3 förmigen  Zahlen  in  gleicher  Anzahl  Vorkommen. 
Hiermit  ist  der  anfgestellte  Satz  bewiesen. 


III. 


Schreiben  wir 


pp  P 

~ — 2x^=  *(1),  — 2a-,  = x(2),  . . . y — 2a-jy^  = ir(,y^) 

so  ist,  abgesehen  vom  Vorzeichen  die  Reihe 

1(1),  ar(2),  . . . aj(j,^) 

eine  Permutation  der  Reihe 

Untersuchen  wir  die  allgemeine  Formel 


y — 2a:*  = *(») 


(7) 


wobei  k ^ l<p„.  Da  zt  relative  prim  zu  Pn  ist,  so  ist  auch 
Pn  ^ P» 

2~  — 2zi,  relative  prim  zu  Pn-  Da  *»<  y so  ist  der  absolute 
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Pn  P 

Wert  von  — 2a-*  <[  •“.  Hiermit  ist  die  Behauptung  gerechtfertigt, 
dass  xjt  ein  Glied  der  Reihe  «i,  «g,  ...  sei.  Es  ist  unmöglich, 

P P 

dass,  wenn  h und  k verschieden  sind,  dann  — 2ari  und 

entweder  mit  ungleichem  oder  mit  gleichem  Vorzeichen  gleich  seien. 

Pn  ( P \ P 

— 2x*  = — — 2xj,\  ist  unmöglich.  Denn  hieraus  folgt  y = 

Pn 

was  eine  Unmöglichkeit,  da  ungerade,  hingegen 

gerade  ist.  Die  zwei  Differenzen  können  auch  mit  gleichem  Vor- 
zeichen nicht  gleich  sein.  Denn  daraus  würde  die  der  Voraussetznng 
widersprechende  Gleichung  n = i*  folgen.  Also  ist  der  absolute 

Wert  vou  ^ — 2x*  (wobei  i- ^ J<Pm)  bei  verschiedenen  k verschi^ 

den.  Hiermit  ist  der  Satz  bewiesen. 


IV. 


4 ’ 


Das  erste  Viertel  der  Reihe  (1)  liegt  zwischen  0 nnd 

Pn  Pn 

das  zweite  Viertel  zwischen  y nnd  -y- 


Pn 

Im  Ausdrucke  ^ ” *■(*)  x(*)  immer  die  Form  4fi-f  3- 

Pn 

wenn  -y  von  der  Form  4p-|-l  >st,  möge  ii  welche  immer  von  den 


y> 

beiden  Formen  haben;  wenn  aber  ^ die  Form  4p-}-3  hat,  so  ist 

diejenige  von  x(t)  immer  4^+  1.  Also  bei  einem  fixen  Werte  von  « 
sind  sämmtliche  x(t)  congrnent  in  Bezug  auf  den  Modul  4.  Da  nnn 
nach  dem  Satze  III.  die  sSmmtlichen  absoluten  Werte  der  x(i)  die  xi 
reproducireu ; anderseits  wir  nach  II.  wissen,  dass  die  Hälfte  der« 
von  der  Form  4p+l,  die  andere  Hälfte  hingegen  von  der  Form 
4,u-|-3  ist;  und  indem  wir  auf  die  evidente  Relation  4p4-l  = — (4u’-f3' 
erinnern:  so  ist  klar,  dass  gerade  die  Hälfte  der  X(t>  mit  negativem 
Vorzeichen  behaftet  sein  muss.  Da  nun  x*  eine  mit  k wachseiwe 
positive  Grösse  ist,  so  ist  xn)  eine  mit  k anfangs  abnehmende  posi- 
tive, später  eine  wachsende  negative  Grösse.  Der  ZeiehenwecLvl 

findet  statt,  wenn  k aus  y-  in  -f- 1 übergeht.  So  lange  k ^ y ■ 


P P 

ist  also  y"  — 2z*  = (-f-),  oder  z»  = -y 


Da  nun  z*  nael 


der  Voraussetzung  positiv  ist,  schliesst  man  hieraus  leicht  auf  den 
ersten  Teil  des  Satzes.  Der  zweite  Teil  ist  eine  Folge  des  ersteren. 
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V. 

y-2x,  ~ (-1)—  2 

wobei  xt  diejenige  relative  Primzahl  bedeutet,  welche 
die  Einheit  liefert. 


Da  Z]  = 1 ist,  so  muss  in  der  Reihe  der  x(t)  jedenfalls  ent- 
weder die  positive  oder  die  negative  Einheit  erscheinen.  Man  hat 

— 2z<=  — 1 oder  =-|-l,  je  nachdem  -g"  von  der  Form 

oder  4,u-f-3  ist,  da  2xt  unbedingt  von  der  Form  4ft-|-iJ  ist.  Wir 

brauchen  hiernach  nur  die  Form  von  ~y  zu  untersuchen,  und  das 

bängt  von  deren  Factoren  pt,  pj,  ...  pn  ab.  Kommen  unter  diesen 
die  4fi-j- 3 förmigen  Primzahlen  in  gerader  Anzahl  vor,  so  ist  das 

Pn 

Product  von  p*,  pj,  . . . p,  = jedenfalls  4/i-f-l  förmig,  mögen 

die  4u -|- 1 förmigen  Primzahlen  in  jedwelcher  Anzahl  Vorkommen; 
ist  hingegen  die  Anzahl  der  4fi-f- 3 förmigen  Primzahlen  ungerade, 

Pn 

BO  ist  das  Product  4p -(- 3 förmig.  Im  ersten  Falle  bekommen 
wir  die  n^ative,  im  zweiten  die  positive  Einheit  Die  Summe 


ist  ungerade , wenn  die  4p  -j-  3 förmigen  Primzahlen  in  gerader, 
gerade,  wenn  selbe  in  ungerader  Anzahl  verkommen.  Die  Formel 

p.-i 


(-1) 


if 


. s.-i 


+ ...+ 


liefert  daher  entsprechend  die  negative  oder  positive  Einheit.  In 
Betracht  dessen,  dass  p,  =■  2,  kann  man  den  Exponenten  in  die  im 
Satze  aofgcschriebene  Form  nmwandeln. 


Zusatz.  Man  fiberzeugt  sich  leicht,  dass 
^ _ (pi— iKpt— I)  • • ■ (p»— I)  I - "+i  «j 

üebrigens  bemerke  ich,  dass  die  Sitze  L IH.  V.  respective  auf 
jede  ganze  Zahl  (I.),  jede  4p-|- 2 förmige  (HI.)  und  jede  ungerade 
Zahl  (T.)  gflltig  sind. 


Budapest,  am  18.  Januar  1881. 
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XXVI. 

lieber  gewisse  Systeme  von  Kegelschnitten, 
die  mit  einander  prqjectivisch  sind, 
und  deren  Erzeugniss. 


Von 

Herrn  ür.  Eduard  Mahler. 


Es  sei  K-\-XK'-=0  die  Gleichung  eines  Kcgclschnittbttschcls, 
so  ist  der  Ort  der  Punkte,  deren  Tangenteupaar  an  irgend  einem 
Elemente  dieses  Büschels  harmonisch  geteilt  wird  durch  das  Tan- 
gentenpaar an  einem  der  Fnndamentaleleraente  — etwa  JST  = 0 — 
ein  Kegelschnitt;  für  jeden  andern  Kegelschnitt  des  Büschels  be- 
kommen wir  einen  andern  Kegelschnitt;  wir  haben  somit  ein  ganzes 
System  von  unendlich  vielen  Kegelschnitten,  von  welchem  jedes  ein- 
zelne Element  einem  bestimmten  Kegelschnitte  des  Büschels  ent- 
spricht. Welches  ist  die  Gleichung  dieses  Systems  von  Kegelschnitten? 

Der  Einfachheit  halber  denken  wir  uns  die  beiden  Kegelschnitte 
K = 0 und  JT'  = 0 auf  das  gemeinsame  sich  selbst  conjngirte  Dreieck 
bezogen  und  zwar  seien  die  beiden  Gleichungen  von  der  Form; 

K = + = 0 

ir'=*,«+v+V  = o 

so  ist  die  Gleichung  des  durch  sie  bestimmten  Büschels: 

(o,  — A)i,*-|-(o,  — A)*s*  — 0 A) 
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Ist  nun  x'  ein  Pnnkt  der  Ebene,  so  ist  sein  Tangentenpaar  an  den 
Kegelschnitt  Jt  = 0: 

("1*1*+“*^»*+  «3^3*)  (»iS'»'*  + 

— (ojXiXj'-J-ajargarj'+ngrjars')*  = 0 

and  das  Tangentenpaar  an  K—  kK'=0  ist  gegeben  durch: 

{(O,— ;)Xj*-f  (“s  — A)*3*  + («3— ^)®3*1  X 

{(“l  — *)*1  '*+  (o*  — A)!»'*  + («s  — 

— {(“l  — *)*l»l'+(«s  — *)*’*»’3'+("3  — ^)*s*s'l*  = 0 

Soll  dieses  Tangentenpaar  durch  das  ersterc  harmonisch  geteilt  wer- 
den, so  müssen  die  Schnittpunkte  einer  beliebigen  Geraden  also  auch 
die  der  Geraden  x,  = 0 mit  diesen  Geradenpaaren  4 harmonische 
Punkte  sein,  d.  h.  es  muss  das  Punktepaar 

n,Xi*(ogX,'*4-03*s'*)  + (“sV*  + “i*i'*I“**3*  — 2niO>a;i'i,'x,x,  ■=  0 

harmonisch  geteilt  sein  durch  das  Punktepaar: 

(«1  — i)x,*[(o,  — i)Xg'*  + («3  — A)Xs'*] 

+ x,*(«»  — A)[(o, — A)xj'*+ (o,  — A)xi'*] 

— 2(o,  — i)(o,  — Alxi'xj'xjxj  — 0 

Dann  mass  aber 

«i[“a'*+ “3*3'’]  (“s  — A).[(os  — '^)x3'*+(“i  — A)x,'*] 

+ “tr"3V’+“i»‘i'*](“i  — — ^W*+(oj  — A)Xs'*]  — 

2a, 0,(0,  — A)(a,  — A)x,'*X3'* 
sein,  d.  h.  es  muss 

®i'*[“3(“3  — i)  + “s("i  — *)](“!  — ^)“i 
+ *s'*[“3(“i  — A)  + o,(aj  — A)](o,  — A)o,  B) 

-f-Xj'».[o,(oj— A)-fo,(o,  — A)](oj  — A)og  = 0 


sein.  Dies  ist  die  Gleichung  des  obgenannten  Systems  von  Kegel- 
schnitten. Je  nachdem  man  dem  Parameter  A einen  andern  Wert 
beilegt,  so  hat  man  es  mit  einem  andern  Kegelschnitte  des  Büschels 
A)  und  dementsprechend  mit  einem  andern  des  Systems  B)  zu  tun. 
Legt  man  dem  A alle  möglichen  Werte  von  —00  bis  -}-*)  bei,  so 
bekommt  man  durch  A)  adle  unendlich  vielen  Kegelschnitte  dos  Bü- 
schels und  durch  B)  die  diesen  Kegelschnitten  entsprechenden  Kegel- 
schnitte des  dnreh  B)  gegebenen  Systems,  indem  die  zu  gleichen 
i-Werten  gehörigen  Elemente  als  entsprechende  bezeichnet  werden 
sollen.  Und  zwar  hat  jeder  Kegelschnitt  des  Systems  B)  die  P^igen- 


J 

4 
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Schaft,  dass  das  von  irgend  einem  seiner  Punkte  an  den  entsprechen- 
den Kegelschnitt  des  BUschels  A)  gezogene  Tangentenpaar  durch  dne 
von  diesem  Punkte  an  das  Fundamentalelement  K = 0 des  Büschels 
gezogene  Tangentenpaar  harmonisch  geteilt  wird.  Zwei  merkwürdige 
Kegelschnitte  des  Systems  B)  sind  die  den  Werten  i = 0 und  i = x 
entsprechenden  Kegelschnitte. 

Setzt  man  1 = 0,  so  hat  man ; 

2oi*a,03*i'*+2ns*03“i*i'*+2«sS“K3'*  = 0 
oder  durch  20,0^113  dividirt: 

“i®i'*  + “s^*'*  + “3srs'*  = A’  = 0. 

Setzt  man  A = oo,  so  bekommt  man: 

Nun  ist  der  dem  A = x entsprechende  Kegelschnitt  des  Büschels  A' 
der  Kegelschnitt  A"=»0,  somit  C)  der  dem  Kegelschnitte  A’  = 0 
entsprechende  Kegelschnitt  des  Systems  B),  d.  h.  C)  drückt  die  Be- 
dingung aus,  dass  das  von  einem  Punkte  x'  an  A'  =•  0 gezogene 
Tangentenpaar  durch  das  an  A = 0 gezogene  Tangentenpaar  harmo- 
nisch geteilt  werde. 

Es  ist  klar,  dass  es  ebenso  ein  System  von  Kegelschnitten  gebet 
wird,  dessen  dem  A =-  0 entsprechender  Kegelschnitt  der  durch  C) 
gegebene,  und  dessen  dem  A x entsprechender  A'  ■=  0 ist. 

Der  durch  C)  gegebene  Kegelschnitt  gehört  also  2 Kegelschnill- 
Systemen  an,  einem  Systeme,  dessen  dem  A ■=  0 und  A =•  x ent- 
sprechende Elemente  resp.  A'  =-  0 und  der  durch  C)  gegebene  sind, 
und  einem  Systeme,  in  welchem  Letzterer  dem  A = 0 und  A''  dem 
A = X entspricht.  Beide  Systeme  stehen  aber  zum  gegebenen  Bü- 
schel A — AA'  = 0 in  der  innigen  Verwandtschaft,  dass  jedem  ElO" 
mente  des  Büschels  ein  bestimmtes  Element  des  Systems  ent- 
spricht. Das  System  ß)  ist  also  mit  dem  gegebenen  Bü- 
schel projectivisch  verwandt. 

Wir  fragen  nun:  Welches  ist  das  Erzengniss  dieser  projectiu- 
seben  Gebilde? 

Zn  diesem  Behnfe  müssen  wir  natürlich  ans  A)  und  B)  A climi- 
niren. 

Bevor  wir  dies  tun,  bringen  wir  B)  auf  eine  nach  Potenzen  von 
A geordnete  Form. 
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Nach  Aasrnnltipliciren  und  gehörigem  Beduciren  geht  B)  über  in  *) 


— - F'  -0 

\“i  “f  “a/  "i“s“a 

wenn  der  linke  Teil  der  Gl.  C)  gleich  F gesetzt  wird. 
Die  Gleichung  des  gegebenen  Bttschcls  war: 

K—kK'  = 0 


D) 


daraus: 


K' 


Setzt  man  dies  in  D)  ein,  so  bekommt  man  die  Gleichung  des  Kr- 
zengnisses  von  A)  and  B).  Man  hat  nämlich: 


oder 


oder 


2F—  — [ F (-  + - 4-  -)  + F'l  + - F - 0 

F 1 \oi  ' o,  ^ Oj/  ' J ‘ a,Ojag  A * 

2FF'*—  K^K'i-  + — 4-  — FF'*  + - — = 0 

V“i  “a  «8/  OiOaOa 


•)  Es  mögen  diese  Operationen  hier  ansgefshrt  werden.  Vor  Allem  geht 
B)  aber  in 

I, '*|2n,0f3  — i(cf,  4- o,)|  ,(o,»  — o,i) 

-1-  arj'*|2ojO,  — A(aj  + a,)j.(t<3*  — o,i) 

, +a:3'*12oißt  — + Oai)  = 0 

oder 

2a, *0,0,1,'*+  2rr,*o,o,x,'*  + 2o,*o,o,^3'*  — 2o,o,«,Xfr,'*  4 «’s'*  4 
— l!(o,*a,  + o,*e,)ar,'*+  (o,*o, 4 o,*o,)y,'* 4 Io,*«,  4 »',*«, 

+ ^*[“i("t  + “s)jfi'*  + ‘^^“a  + ‘'i)^a'*+V")  4"»lz/*]  — 0 
oder  durch  s,a,a,  dieidirt: 


+ 

oder 

oder 


2F-ij(?l  + “>+“>k'*4(‘'*4‘'*  1 “'K* 

l\o,  ^ '“8  «I  ‘'»Z  * 

\“l  o*  “J 


'*  — fx, '*  + »■,'* 4 z,'*// ~ 2zF' ^ ' — 0 


/»F 


2F-ä|^  + ^ + ^-F'U2zF', 


r 


2F 


K •*  •H  f *'»*'^* 


0 


— 0 
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+ L + e, 

\ai  Oj  Oj/  OiOjOj 


d.  h.  das  Erzcagniss  des  Büschels  A)  und  des  Systems  B)  ist  eine 
Curvo  6tcr  Ordnung,  die  in  den  Kegelschnitt  A = 0 und  die  durch 
E)  ausgedrückte  Curve  4tcr  Ordnung  degenerirt. 

Wenn  wir  E)  entwickeln,  so  haben  wir: 

(x,  » + 1,*  -f  ®3*)*  - ( 0t,x,*  + a,Xj*+03X3*)  (X,«-|-Xj‘+X3*)  (^  + ^ + ^) 
+ r“  “**!*+  + «s)  + “*ar,*(03  -j-  Ci) 

+ «3irs*(ni  + Oj)]  =■  0 


oder  nach  einigen  Reductionen: 


Sucht  man  nun  die  Schnittpunkte  dieser  Curve  4ter  Ordnung 
mit  den  Seiten  des  Fuudamentaldreiecks,  so  hat  man  bekanntlich  die 
letzte  Gleichung  coexistirend  zu  betrachten  mit  resp.  X3  = 0,  xs  -=  0. 

X3  ==0. 

Setzt  man  aber  x,  — 0,  so  erhält  man  folgende  in  x,,  x,  biqna- 
dratische  Gleichung: 


(fl  4. ^ - X,  V (2  - + - + 2~  + ^ -2)- 

* \«S  ^«3/  ■ \“3  “1/  * ^ \ Oj  ' «3^  ' «3  ) 


welche  die  4 Schnittpunkte  der  Curve  mit  X3  = 0 bestimmt. 


Setzen  wir 


= 5, 


2fl4-"l  + 2^-f  ^-2  = 

"j  ' "3  “j  "3 


C 


so  ist : 

*1  l/c±yC»^Afl 

X*  “ * ^ 2A 

Nun  gibt  aber  der  letzte  Ausdruck  das  Teilverhältniss  der  Schnitt- 
punkte der  Curve  mit  xg=0  bezüglich  der  beiden  auf  x3=-=0  gelegenen 
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Ecken  des  Fandamontaldreiccks.  Wie  wir  aber  sehen,  teilen  sich 
(he  4 Schnittpunkte  in  2 Punktepaare,  für  deren  einzelne  Elemente 

— sich  nur  durch  das  Vorzeichen  unterscheidet,  so  dass  das  Teil- 

*1 

Terh&ltniss  des  einen  Elementes  das  negative  des  andern  ist,  jedes 
Ponktepaar  also  durch  die  Ecken  des  Dreiecks  harmonisch  geteilt  wird. 

Wir  haben  somit  den  Satz; 

„Wenn  man  bezüglich  eines  jeden  Kegelschnitts  eines  Büschels  den 
Ort  der  Punkte  sucht,  deren  Tangentenpaar  an  ihn  harmonisch  ge- 
teilt wird  durch  das  an  ein  Fandamentalelement  des  Büschels  gezo- 
gene Tangentenpaar,  so  bekommt  man  ein  System  von  Kegelschnitten, 
welchem  das  den  Elementen  des  Büschels  gern,  sich  selbst  conjug. 
Dreieck  als  sich  selbst  conjng.  Dreieck  entspricht,  und  das  mit  jenem 
gegebenen  Büschel  projectivisch  verwandt  ist.  Das  Erzeugniss  dieses 
Systems  von  Kegelschnitten  mit  jenem  Büschel  ist  eine  Curve  6ter 
Ordnung,  die  in  das  betreffende  Fandamentalelement  des  Büschels 
nnd  in  eine  Cnrve  4ter  Ordnung  degenerirt,  deren  Schnittpunkte- 
paare mit  den  Seiten  des  genannten  sich  seihst  conjug.  Dreiecks 
durch  die  Ecken  jenes  Dreiecks  harmonisch  geteilt  werden.“ 

Ich  erwähnte  oben,  dass  es  ebenso  ein  System  von  Kegelschnitten 
gebe,  das  dem  gegebenen  Büschel  gegenüber  bezügl.  K'  = 0 dieselbe 
Rolle  spielt,  wie  das  Erstere  bezügl.  A'  = 0 dem  Büschel  gegenüber. 
Es  ist  nun  klar,  dass  auch  dieses  System  mit  dem  gegebenen  Büschel 
ein  Erzeugniss  liefert,  das  in  A'  = 0 nnd  in  eine  Cnrve  4ter  Ord- 
nung degenerirt,  die  die  Seiten  des  Fandamentaldreiecks  in  Punkte- 
paaren schneidet,  die  durch  die  Ecken  jenes  Dreiecks  harmonisch 
geteilt  werden. 

Es  mag  nun  von  Interesse  sein,  nach  dem  Orte  zu  fragen,  welchen 
die  beiden  genannten  Systeme,  die  doch  mit  einander  projectivisch 
sind,  bilden. 


_| 0 

0,0, «3 


Die  Gleichung  des  Isten  Systems  war: 

L \o,  ' O,  ^ Oj/  J 

Die  Gleichung  des  2ten  Systems  wird  sein: 

F-  A[A'(o,  + o,  -f  03)  4-  ■K’3  + 2A*Ä"  = 0 
Die  Gleichung  des  verlangten  Erzeugnisses  ist  also: 


L 
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-W.7+j;+y+'^']’ 

0,  ^R,  _[;^L+L+y  + *.], 


F.  -[if'(«,+o,+o,)+Jir],  2iT', 

0,  F,  — [jr(oj+oj+oj)-)-Ä^3, 


0 


-^i 

“i<Vsi 

' I 

2iT  , 


Wie  man  sieht,  ist  dasselbe  eine  Corve  Ster  Ordnung;  nachdem 
aber  in  der  Gleicbnng  derselben  nur  gerade  Potenzen  von  x^,  z,,  zj 
Vorkommen  (indem  K,  K',  F solche  Functionen  2ten  Grades  sind, 
die  keine  ungrade  Potenz  von  x„  xg,  x,  enthalten),  so  bekommen  wir, 
indem  wir  xg  = 0 setzen  und  somit  die  Schnittpunkte  der  Cnrve  mit 
der  betreffenden  Seite  des  Fundamentaldreiecks  suchen,  zur  Bestim- 
mung der  Letzteren  eine  Gleichung  4ten  Grades  in  ; sind  daher 

die  Lösungen  dieser  Gleichung  4ten  Grades  o,*,  <»,*,  oj*,  ot^*,  so  smd 
die  8 Schnittpunkte  der  obigen  Curve  mit  xg  = 0 gegeben  durch: 


l ±»i. 

X,  ) i “Sj 
” ] ± “8. 
( ±“4, 


d.  h.  die  8 Schnittpunkte  gruppiren  sich  in  4 Punktepaaro,  von  denen 
ein  jedes  durch  die  Ecken  des  Dreiecks  harmonisch  geteilt  wird. 

Wir  haben  somit  den  Satz: 


„Wenn  man  das  Erzeugniss  jener  2 Systeme  von  Kegelschnitten 
sucht,  von  denen  das  eine  so  beschaffen  ist,  dass  das  von  einem 
Punkte  irgend  eines  Kegelschnitts  dieses  Systems  an  den  entsprechen- 
den Kegelschnitt  des  Büschels  K — i.K’  = 0 gezogene  Tangentenpaar 
harmonisch  geteilt  wird  durch  das  von  diesem  Punkte  an  /C  = 0 ge- 
zogene Tangentenpaar  und  das  andere  System  dieselbe  Eigenschaft 
gegenüber  dem  Büschel  bezttgl.  AT' = 0 hat,  so  bekommt  man  eine 
Curve  Ster  Ordnung,  die  die  Seiten  des  dem  gegebenen  Büschel  sich 
selbst  conjug.  Dreiecks  in  4 Punktepaaren  einer  Involution  schueideL 
deren  Doppelpunkte  die  Dreiecksecken  sind.“ 

Wien,  den  26.  Januar  1881. 
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XXVII. 

Zur  allgemeinen  Theorie  der  ebenen  Curven. 


Von 

Eduard  Mahler. 


Bekanntlich  ist  durch  x -=  /(u,  o),  y = tp{u,  v),  wobei  u und  v 
2 nnabhängige  Variablen  und  x,  y die  gewöhnlichen  rechtwinkligen 
Coordinatcn  bedeuten,  das  allgemeinste  ebene  Coordinatensystcm  aus- 
gedrückt, indem  jeder  Punkt  der  Ebene  als  Schnittpunkt  je  zweier 
Curven  zweier  Curvensysteme  (Curven,  in  denen  überall  u -=  const., 
und  Curven,  in  denen  überall  v = const.  ist)  erscheint.  Von  diesem 
Gesichtspunkte  aus  wollen  wir  nun  die  allgemeine  Theorie  ebener 
Curven  — ein  Problem,  das  mit  der  Arbeit  von  Gauss  *)  im  innigen 
Zusammenhänge  steht  und  meines  Wissens  bisher  nicht  behandelt 
wurde  — bearbeiten. 


Einleitung. 

Denken  wir  uns  dem  i»  und  v ein  Wertesystem  beigelegt,  also 
einen  Punkt  (x,  y)  der  Ebene  angenommen,  so  ist  klar,  dass  sein 
unendlich  naher  Nachbarpunkt  in  der  «-Linie  (eine  Curve,  in  deren 
sammtlichen  Punkten  v ■=  const.  ist;  ebenso  nennen  wir  eine  Curve, 
in  deren  sämmtlichen  Punkten  « = const.  ist,  eine  »-Linie)  die  Coor- 
dinaten  u-|-f;u,  »,  sein  unendlich  naher  Nachbarpunkt  in  der  »-Linie 
die  Coordinaten  «,  »-|-<i»  und  ein  beliebiger  unendlich  naher  Nachbar- 
pnnkt  die  Coordinaten  «-|-d«,  v-\-dv  hat. 

Die  rechtwinkligen  Coordinaten  der  genannten  Punkte  sind  dann 
unter  Berücksichtigung  der  von  Gauss  eingefübrten  Bezeichnungen, 
wonach : 
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dx  _ dx  , dl/  dy 

a«  ät.  “ “ ’ a«  “ a»  “ * 


a*  + i*==£:,  aa'+bb' F,  a'*+6'*  = G ist, 

y-\-bdu, 
y-\-b’dv, 
y -|-  bdu  -|-  b'dv. 

Ein  Bogenelement  einer  u- Linie  ist  daher  gegeben  durch: 
dn^^ a^-\-b'‘ = du-y' E\  ein  Bogenelement  einer  r- Linie  ist  gegeben 
durch  dv  y G und  ein  Bogenelemeut  dt  einer  beliebigen  Curve  isi 
gegeben  durch: 

rf»*  = (ae/K-j-n'rfe)*-!- (irfu-f-i’eio)*  oder 

dt*  — Edv}  + 2Fdu,lv  -f  Gdv*.  1) 


X, 

X -j-  adu, 

x-\-a'dv, 

X adu  a'dv. 


Die  Richtungen  der  im  Punkte  (x,  y)  der  Ebene  an  die  durch 
diesen  Punkt  gehenden  u-  und  e-Linien  gezogenen  Tangenten  sind 
ansgedruckt  durch: 

adu  a 

COS(u,  x) 


sin(«,  x)  = 


und 


du  Y E y E 
b 

YE 


C08(o,  x)  ■=  Sin(t;,  x) 


b' 

YG 


oder  durch: 


tg(u,  x) 


tg(o,  a-) 


h' 


Der  Winkel  W,  unter  welchem  sich  eine  «-Linie  und  eine  »-Linie 
im  Punkte  (x,  y)  schneiden,  ist  somit  gegeben  durch: 

^ oa'4-J6'  F 

cos  & = — = "7= 

Yeg  Veg 


oder: 


sin  8 = 


^EG  — F* 


tg© 


Yeg—f* 

F 


3) 


Ist  für  jeden  Punkt  der  Ebene  E = 0,  so  ist  cos  8 ■=  0,  oder 
tg8  = «I,  d.  h.  8 = und  ist  umgekehrt  8 = ^,  so  muss/'“0 
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sein  (analog  dem  Ganss’schen  Satze,  wonach  man  sich  eine  Fläche 
mit  2 Systemen  sich  rechtwinklig  durchschneidender  Curven  bedeckt 
denken  kann). 

So  ist  bei  i = ucosp,  y = usin»,  wodurch  jeder  Punkt  der 
Ebene  als  Schnittpunkt  eines  den  Anfangspunkt  zum  Mittelpunkte 
habenden  Kreises  und  einer  durch  den  Anfangspunkt  gehenden  Ge- 
raden erscheint, 

a = cost»,  b = sino, 
a' = — usinti,  i'=ucoSü, 

£ _ 1,  G = tt»,  £ - 0, 

d.  h.  das  System  der  durch  den  Mittelpunkt  eines  Systems  concen- 
trischcr  Kreise  gehenden  Geraden  steht  auf  den  genannten  Kreisen 
senkrecht.  (Ein  bekannter  Satz  der  Planimetrie.) 


Die  Richtung  der  in  einem  Punkte  einer  u-Linie  an  dieselbe  ge- 
legten Tangente  war  gegeben  durch : tg(u,  x)  — also  ist  die  Glei- 
chung dieser  Tangente: 

b 

n—y  = 


oder: 

n—y  _ 1— * 

b a 

ebenso  findet  man,  dass: 

rj—y  i—x 

b'  ~ a' 

die  Gleichung  der  im  Punkte  (x,  y)  an  die  zugehörige  »-Linie  gezo- 
genen Tangente  ist. 


Wir  wollen  nun  die  Richtung  der  Tangente  irgend  einer  durch 
den  Punkt  (x,  y)  gehenden  Gurre  der  Ebene,  die  Gleichung  derselben, 
sowie  den  Winkel  finden,  welchen  diese  Tangente  mit  der  in  diesem 
Pnnkte  an  die  durch  ihn  hindurebgehenden  u-  oder  »-Linie  gezogenen 
Tangente  bildet.  Nach  der  Definition  einer  Tangente  hat  dieselbe 
mit  der  Cnrve  ein  Bogenelement  tU  gemein-,  also  ist: 


cos(r,  x)  — 


sinfT,  x)  •= 


tg(T,*)  “ 


adu-\-a'  dv 

C08(rf»,  x)  = [£d„»^_  2£dud»  + Grf»«]l 
bdu  -j-  b'dv 

[£rfu*+  2Fdudv-\-  Gdv^h 

bdu  -j-  b'dv 
adu-\-a'dv 
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and  die  Gleichung  der  Tangente  ist  daher: 

1—*  ij— y 


adu-\-a'dv  bdu-\-b’dv 


71 


Was  nun  den  Winkel  betrifft,  den  diese  Tangente  mit  der  an 
die  zum  (x,  y)  Punkte  gehörenden  u-Linie  gezogenen  Tangente  bildet, 
so  ist  derselbe  gegeben  durch: 


oder 


cos(2’,  u)  = cos(7’,  z)cos(u,  il-f-sinCr,  z)sin(u,  x) 
Edu  -f-  Fdv 


und 


cos{T,  u) 
sin(  T,  u) 

tgCr,  u) 


Ve 2Edudv  + Grfw»]* 
(ai' — a'b)dv 

Vi-  + 2Fdudv  + öd»»]! 

(ab' — a'b)dv 


Edu  -f-  Fdv 

oder,  weil  ab' — a'b  = + Vi’C? — F*  = + ^#  ist, 
ddv 


tg(T,  u)  = 
ebenso  ist: 

cos(7’,  v)  = 


sin(  T,  v) 

tglT,  »') 


Edu  -|-  Fdv 

Fdu  Gdv 

Vg  [Edu^  -f-  2Fdmlv  + Grf»*]» 
ddu 


8) 


y G [Edu*  4-  2Fdutlv  4- 

ddu 

^Wu4~  Gdv 

Stehen  die  u-  und  e-Linien  auf  einander  senkrecht,  so  ist: 


9) 


tg(r,  u) 


dv^G 
duy  E 


10) 


Die  erste  Frage,  mit  der  wir  uns  hier  beschäftigen  wollen,  sei 
die,  den  Winkel  bestimmen,  den  irgend  zwei  durch  einen  Punkt 
(«,  v)  gehenden  Curven  in  diesem  Punkte  mit  einander  bilden. 


Nennen  wir  diesen  Winkel  ic,  so  ist  klar,  dass 

cosw  = cosfr,,  z)cos(7j,  z)4-sin(jTi,  z)sin(rj,  x) 
ist,  wenn  T",  und  Tj  die  an  den  beiden  Curven  im  Punkte  («,  p)  ge- 
zogenen Tangenten  bedeuten.  Setzen  wir  der  Kürze  halber  ^ 
so  ist  nach  6): 

V 
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and 


somit: 


cos(r„  x)  = + 

cos(r„  x)  = + 

sm(r„  x)  = [-j5;_|_2Ftj^Gt<jr]i 
suKr,,  x)  - [-£^2^  + 

° [£+2?’<,  + G'(,*]I[£  + 2F«5,+G'«,>']I 


11) 


Sollen  sich  die  beiden  Cnnen  senkrecht  dnrchschneiden,  so  muss 
wegen  u>  = ^-  cosm  =0  sein,  d.  h.  es  mnss  dann: 

E+F(t,+i,)i-Gtjti  — 0 sein.  12) 

Nnn  ist  dies  aber  auch  die  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass 
die  beiden  Cnrren  sich  senkrecht  durchschncidcn ; denn  ist  für  die- 
selben Gleicbnng  12)  erfüllt,  so  ist  cosu>  = 0,  d.  h.  <f  = ^ 

Wir  haben  somit  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
gefunden,  unter  welcher  sich  je  2 Cnrven  der  Ebene  in  einem  Punkte 
(u,  v)  rechtwinklig  dnrchschneiden. 

So  werden  sich  z.  B.  die  durch: 


<*,  -i,  1 

E,  F,  G 

e,  s,  & 


= 0*) 


13) 


gegebenen  Corren  rechtwinklig  dnrchschneiden. 


*}  Die  Bedentung  ron  (S,  ® iat  folgende;  Wenn  wir  den  Richtnngs- 

cotinns  der  in  einem  Fnnkte  der  Curve  errichteten  Normale  ( nennen  und  den 
Sinus  des  Winkels,  welchen  diese  Normale  mit  der  z-Achse  bildet,  nennen, 
und 


du 


b, 
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Denn  vermöge  dieser  Gleichang  ist: 


*1 + <*  — 


e<?— £@ 

A-g  — e/- 

F@— ge 


Setzen  wir  diese  Werte  in  die  linke  Seite  von  12)  ein,  so  be^ 
kommen  wir: 

£(F@  - gC)  + ^'(g  (?  - £@)  4-  G(£0  - (5F). 

Nun  ist  dies  aber  gleich  Null,  daher  sich  die  durch  die  Gleichnn( 
13)  gegebenen  Cnrven  rechtwinklig  durchschneiden. 

Die  nächste  Frage,  die  wir  uns  vorlegen,  betrifft  den  KrUmmnogs 
halbmesser  einer  ebenen  Cnrve. 

Wenn  wir  in  einem  Punkte  («,  v)  der  Curve  die  Normale  aehen 
und  dies  auch  in  dem  diesem  Punkte  unendlich  nahen  Nachbarpunkte 
der  Curve  tun,  so  schneidet  diese  bekanntlich  die  erstgenannte  Nor- 
male in  einem  Punkte,  dessen  Abstand  vom  Punkte  («,  t>)  der  Krflin- 
mungsbalbmesser  der  Curve  im  Punkto  (u,  v)  ist.  Nennen  wir  diesen 
(I,  so  ist: 


wobei  da  den  Winkel  bezeichnet,  den  die  Normale  in  (u,  »)  mit  der 
Nachbarnormalc  bildet. 

Denken  wir  uns  nnn  den  Kreis  gezogen,  dessen  Gleichung  < 

l*+»)*  = l 

ist,  so  ist  dies  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  der  Anfangspunkt, 
dessen  Radius  = 1 ist,  und  dessen  einzelne  Punkte  insoferne  den 
einzelnen  Curvenpunkten  entsprechen,  dass  wenn  wir  in  einem  Punkto 
der  Curve  die  Normale  ziehen  nnd  durch  den  Anfangspunkt  also 
Mittelpunkt  des  Eiuheitskreises  eine  Parallele  zu  jener  Normale 
ziehen,  diese  die  Peripherie  des  Kreises  in  dem  jenem  Curvenpunkle 
entsprechenden  Punkte  schneidet.  Unter  diesem  Gesichtspunkte  ist  . 
es  klar,  dass  da  als  das  dem  (/»  der  Curve  entsprechende  Bogen- 
element des  Einheitskreises  erscheint  und  <la  somit  gegeben  ist  dnreb: 


Es  ist  daher: 


[6</u*  4*  sgrfurft)  4~  ©rfo*]! 


p - [®+"2gt  4-~@<4i 


Mahler:  Zur  allgemeinen  Theorie  der  rbenen  Curven. 


371 


Wir  wollen  nun  die  Curvenpunkto  betrachten , in  denen  p = x 
oder  p = 0 ist. 

Ist  für  einen  Cnrvenpunkt  p = x , so  muss  natürlich  für  diesen 
Punkt 


sein,  d.  h. 
und  daher: 
und 


-}"  ^^elterlv  -j-  @dv*  = 0 

(a</u-|- (hrfu-f- b’rf»)*  “ 0 

fldtt-f-  a'rie  •=  0 


oder 


bdu = 0 
ab'— o'b  = 0 


d.  h.  die  notwendige  Bedingung  für  das  Vorhandensein  eines  Punktes 
? = X d.  h.  eines  Wendepunktes,  ist  die,  dass  für  diesen  Punkt 


b' 


15) 


Ebenso  findet  man,  dass  in  einem  Punkte  der  Curve  p = 0 sei, 
d.  h.  der  betreffende  Curvenponkt  ein  Rückkehrpuukt  sei,  wenn 


a 

t 

a 


16) 


Ist  in  sümmtlichen  Punkten  einer  ebenen  Cnrve  p «=  x , so  ist 
dieselbe  bekanntlich  eine  gerade  Linie. 

Die  Differentialgleichung  der  geraden  Linie  im  allgemeinsten 
Coordinatensystem  tautet  also: 

®f/u* -|- -j- = 0 17) 

oder,  weil  aus  dieser  Gleichung  — wie  bereits  oben  gezeigt  wurde  — 
die  Gleichungen: 

ad«-(-  o'</»  = 0 
brfu-|-  b'ffc  = 0 

folgen,  so  ist 

ob'—  a'b  = 0 oder 

a b 

die  Beziehung,  welche  zwischen  den  u und  o einer  Geraden  statt- 
tiuden  muss,  d.  h.  alle  Punkte  der  geraden  Linie  müssen  der  Be- 
dingung 

a b 

ä'  “ b’ 


entsprechen  , cs  ist  dies  also  die  Gleichung  der  Geraden  in  unserem 
äilgemeiuen  Coordinatensysteme  («,  »). 

24* 
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Es  ist  dies  übrigens  auch  aus  dem  Grunde  klar , da  p “ 

die  Bedingung  ist,  welcher  ein  Cnrvenpnnkt  zu  genügen  hat,  wenn 
er  ein  Wendepunkt  sein  soll;  nun  ist  aber  die  Gerade  eine  Curve 
mit  lauter  Wendepunkten,  daher  sämmtliche  Punkte  deraelben  der 
a h 

Bedingung  ™ genügen  müssen. 


Wir  wollen  jetzt  die  Curve  betrachten,  in  deren  sümmtlichen 
Punkten  der  Krümmungshalbmesser  derselbe  ist.  Es  ist  dies  der 
Kreis. 


Soll  in  allen  Cnrvenpunkten  der  Krümmungsradius  gleich  p sein, 
so  müssen  sümmtlicbc  Curvenpunkte  der  Gleichung 

p*  ^%dudv  = Tieiu*  -|-  2Fdudv  ffdp* 

genügen,  d.  b.  es  müssen  alle  Curvenpunkte  der  Gleichung 

p*[(o</u-|-o'rft;)*-|-(b</u-f-b'rft!)*]  = (a<lu-\-  a'dv)*-\-(bdu-\-b’dv)‘ 

Genüge  leisten,  es  ist  dies  also  die  Differentialgleichung  eines  Kreises 
mit  dem  Radius  g. 


Nun  kann  dieser  Gleichung  auf  viele  Arten  genügt  werden;  im 
Allgemeinen  aber  kann  sie  nur  bestehen,  wenn 


und 

ist,  d.  h. 


” adu-\-adv 

p(b<iu-|-b'rfe)  “ bdu-\-b’dv 

a — Op,  o'— fl'pl 
6 — Dp,  i'— b'pl“*^ 


ist  die  Beziehung  zwischen  den  Grössen  u,  i>  eines  Kreises,  oder  die 
Gleichung  eines  Kreises  mit  dem  Radius  p in  unserem  allgemeinen 
Coordinatensysteme. 


Wien,  den  2.  Decbr.  1880. 
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xxvm. 

Wälzung  eines  von  einer  Tangentenfläche 
begrenzten  Körpers  auf  Horizontalebene. 

Von 

R.  Hoppe. 


Versteht  man  unter  Wälzung  eines  Körpers  diejenige  Bewegung, 
bei  welcher  er  eine  Untersttttzungsfläche,  ohne  daran  zu  gleiten,  be- 
ständig längs  einer  Linie  berührt,  so  kann  sich  ein  Körper  nur  auf 
einer  Fläche  wälzen,  auf  welcher  der  zur  Berührung  gelangende  Teil 
seiner  Oberfläche  abwickelbar  ist  Im  gegenwärtigen  Falle  ist  die 
ünterstatznngsfläche  eine  Horizontalebcne,  der  zur  Berührung  gelan- 
gende Teil  der  Oberfläche  als  allgemeinste  Form  einer  Abwickelbaren 
eine  Tangentenfläcbe,  und  zwar  ein  solches  Stück  davon,  welches 
sich  nicht  über  die  GraUinie  hinaus  erstreckt  Dass  die  Couvexität 
beständig  nach  aussen  zu  fällt,  ist  bloss  zur  materiellen  Realisirung 
notwendig;  hierzu  wird  erfordert,  dass  die  Torsion  der  Gratlinie  nie 
ihr  Vorzeichen  wechselt.  Einzig  wirkende  Kraft  sei  die  Schwere. 


§.  1.  Bewegungsgleichnng. 

Wir  denken  die  Oberfläche  erzeugt  von  der  Tangente  einer  ge- 
gebenen Curve  «,  deren  laufende  Coordinaten,  bezüglich  auf  die  Hanpt- 
trägheitsaxen  des  Körpers  und  angewandt  auf  die  zur  Zeit  t in  die 
Gmndebene  fallenden  Punkt  P,  xyz  seien.  In  Bezug  auf  dieselben 
Axen  seien  die  Coordinaten  von  wo  sich  das  Massenelement 
dfl  befindet 
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Ein  zweites  Axensystem  der  werde  gebildet  von  der  Tan- 

gente, Hanptnormale  und  Binormale  der  Carvc  < im  Punkte  P,  nnd 
seien  die  Coordinaten  von  P^  Hinsichtlich  der  Fläche  sind 
jene  Axeu  die  2 Hanptkrümmnugstangenten  nnd  die  Normsde.  Ihre 
Richtnngscosinns  gegen  die  x,  y,  i sind  (gemäss  der  Cnrventheorie) 

/.  A 

i\  g',  V 

l,  m,  n 


es  bezeichnen  r,  & den  Erttmmungs-  nnd  Torsionswinkel,  der  Accent 
die  Differentiation  nach  r.  Die  Coordinatenrelationen  sind  dann: 

*s  =/  (*i— (»1  — y)+A  (*!—*)  I 

»s  = »)+*'{*!—*)  / (1) 

*1  = Maä—*)4-»»(yi—y) +n  (*!—*)  ’ 

Ein  drittes  Axensystem  der  lays*,  sei  im  Ranme  fest,  die  x„ 
Axen  horizontal  in  der  Grundebene,  die  z,  Axe  vertical  nach  oben, 
*■3^3*3  Coordinaten  von  von  P.  Da  sich  bei  der  Wälzung 

der  Krttmmnngswinkel  x auf  der  Grundebene  abwickelt,  so  sind  die 
Coordinatenrelationen : 

®3  “ + *s  cos  t — yg  sin  T \ 

y4  + ®f8in  T-|-y,cosT  * (2) 

*3  = Zj  I 


Zur  Bestimmung  von  x^  und  y<  (da  Z4  ■=  0)  wenden  wir  die  Gl.  (2) 
auf  den  Nachbarpunkt  der  Gratlinie  an,  so  dass  PP^  = S»  wird. 
Dann  wird 


also 


^^3  = »•4  + 3*4;  ys  = y4  + 0y4 

I,  — 3«;  y,  (unendlich  klein  2.  Ordn.)  = 0 
3*4  = 3«cost;  3y4  = 3»sint 
Die  Gl.  (1)  bei  constanten  Xjy^z^  differentiirt  geben: 


3*3  = y3  3t — 3* 

3y3  = Zfd9 — Xfdx 
8z^  = — i/fd9 


demzufolge  die  Gl.  (2): 


3*3  = — Z3  3&sint 
3ys  = 2, 3^  cos  t 

3*3  = — y,  c9 


r 
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Zur  dynamischen  Bestimmung  reicht  die  Gleichung  der  leben- 
digen Kraft  aus,  der  zufolge  man,  wenn  G die  Schwere  der  Massen- 
einheit, die  Sebwerpunktshöhe  bezeichnet,  hat : 

“Kst)  (»»*+***) 3»*  — 2G»o 

| 0ft  — 2Gzq 

“ I {w)\f  i (1 +/*)*!* -**)*!* 

-f  (1  - f*)x*+  (1_J,V  + (1  -AV 

— 2ghyz  — 2hf  ax  — 2fgxy  | d(z—2G% 

- \ ^i)\f  {(!7*+A*)^i‘  + (A‘+/%*  + (/'+lt*)»,* 

— (/it-färy  + A*)*|  (lit.  — 2G{lx-\-my-\-ta) 

Sind  also  An,  Bfi,  Cg,  die  Hanptträgbeitsmomente,  Jt  der  Normal- 
abstand des  Schwerpunkts  vou  der  erzeugenden  Geraden,  welche  zur 
Zeit  t in  die  Gmndcbeuu  t&llt,  so  wird  die  Gleichung  der  leben- 
digen Kraft: 

(?»\s 

(A/»  + Bg*+Ch*  + R»)  = 2G(H+lx+my  + nz)  (3) 

wo  die  Constante  H die  Höhe  des  Schwerpunkts  Uber  der  Grundebene 
bezeichnet,  zur  Zeit  wo  die  lebendige  Kraft  null  ist  Ausserdem  ist 
bekanntlich 

(Af»+Bg^+Ch*+R*)n 

das  Trägheitsmoment  von  n in  Bezug  auf  die  Erzeugende.  So  auf- 
gefasst stellt  sich  das  Resultat  unabhängig  von  der  Gratlinie  < dar, 
ist  also  leicht  auf  konische  und  cyliudrische  Oberflächen  anzuwenden. 
Da  B9  den  Winkel  zwischen  2 consecutiven  Borührungsebenen  be- 
zeichnet, so  dass  wir  9 den  Wälzungs winke!  nennen  können,  so  hat 
sich  ergeben: 


Die  lebendige  Kraft  der  betrachteten  Bewegung  ist 
gleich  dem  halben  Product  des  Trägheitsmoments  in 
Bezug  auf  die  momentan  in  die  Gros^  ' fallende 
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1 


Erzeugende  nnd  des  Quadrats  der  Wälzangswiskel- 
geschwindigkeit 


Aus  61.  (3)  geht  nun  hervor: 

y'iGJ  f H-\-lx-\-my-\-nz 


(4) 


§.  2.  Beispiele. 

Der  Ausdruck  der  Zeit  wird  das  Integral  einer  algebndscbei 
Function,  wenn  die  Gratlinie  eine  linear  oder  cyklisch  tordirte  Cnrve 
ist,  und  der  Bogen  so  gewählt  wird,  dass  x,  y,  z in  algebraischer  Re- 
lation stehen,  überdies  im  letztem  Fall  der  Radius  der  TorsionsHnie 
von  der  Form  Vv* — i (v  Rationalzabl)  ist.  Wir  wählen  die  cyklisel 
tordirte  Curve  für  den  Radius  V3,  wo  die  Gleichung  der  Toraions- 
linie  lautet: 

T*4-d» » 3 

und  nehmen  den  Bogen  proportional  der  Krümmnngsbreite  4;  dm 
wird 

t = ySsinA;  d — — y3cosi;  » ~ ei 

Dieser  Annahme  entsprechen,  in  bequemster  Lago  der  Curve  zu  des 
Hanptträgheitsaxen,  die  Coordinatonwerte : 


■ 

I 

i 


i 

1 


X 


V3 

-^«cos 


4; 


y 


(5) 

Je(2-l-C08*A)BinA;  a = — e(J-j-ico8*A)cMl 


wie  sich  auf  bekannte  Weise  durch  einige  Differentiationen  bestätigt 
Bei  Ausführung  dieser  Rechnung  findet  man  zunächst  die  Werte: 

V3  \ 

/■= -^g-sinA;  y — cos’A;  A = (J-l-coB*A)sinA  1 

y (6) 

V3  \ 

i—  -^COSA;  m=sinäA;  n = — — C0S*A)  COS  A j 

woraus : 

= c*(|-|-cos*A;  fx-\-gy-\-hz  = — esinAcosA 
lx-\-my-\-nz  = e(|  — COS*A)  W 

also: 

Ä*  = «»(J-fcos*A)  («) 

daher  nach  Einführung  in  (4): 
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(9) 

t-\/±  ,0.1  /tM+at+C08*:i)^Bill»A  + i?C0S<!A+.;»(i+C08«A) 

K ä4-«(|-cob»A) 


Dieses  im  allgemeinen  hyperelliptische  Integral  wird  zunächst 
elliptisch  fOr  = C\  man  findet  dann: 


t 


. 1/ 

sin  ilSl  ^ 


^-}(Ä— ^)cos*i+e*(J-l-cos*i) 
Ä-f-e(}— cos»A) 


(10) 


Hierin  lässt  sich  durch  specielle  Bestimmung  der  Zähler  zu  einem 
Quadrat  machen.  Die  Bedingung  ist: 


Setzt  man 
so  erhält  man: 

A = 

also: 


y>e>(3^+.ß+Ve‘) 

B — A ■=  ^be* 


i— 1);  B - |e*(6*+3i  — 1) 
, + cos*A^  sin 


Kf+i- 


C08*l 


(11) 


oder,  wenn  man  statt  H die  willkOrliche  Constante 

(12) 

einfährt: 

* “ |(f  ■*"  0 1 y t*  — cos*a|  (13) 

Für  t < 1 erreicht  1 die  Werte  0 und  2R  nicht,  daher  oscillirt  der 
Körper  zwischen  cos  1 = — t und  + *,  in  einer  Zeit 

Für  ( = 1 tritt  bei  1 = 0 und  2R  labiler  Zustand  ein:  die  Wälzung 
kann  zurück  oder  weiter  gehen;  letzemfalls  hat  man: 

‘ — j/|^|(^+i^l+isinlcosl|  (14) 

Für  t > 1 wird  1 zweiwertig  in  «;  daher  ist  der  Ausdruck  von  < nur 
gültig  von  1 — > 0 bis  1 = 2R.  An  den  Grenzen  wechselt  die  Torsion 
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ihr  Vorzeichen,  mithin  ist  die  Oberfläche  darüber  hinaus  nicht  con- 
vex. Untersucht  man  die  Bahn  des  Schwerpunkts  in  der  Nähe  d« 
Grenzen,  so  zeigt  sich,  dass  sie  hier  RUckkehrpunkte  hat,  was  nh 
einer  endlichen  Endgeschwindigkeit  unvereinbar  ist. 

Die  Bestimmung  (11)  ist  indes  an  die  Bedingungen  geknüpft,  das; 

i 

^>0;  £>0;  | 
sein  muss;  das  giebt  für  i:  | 

A*— i — 1>0;  6*-|-76-l>0 

Man  kann  beiden  durch  positive  und  durch  negative  b genügen.  . 
nämlich: 

1)  2)  -*>1^+-’  ' 

An  ersterer  Grenze  wird 

A = 0;  B = i(V5  + l)e* 

an  letzterer 

A = 2B  = ^(1/53  + 7)«*  I 

§.  3.  Fernere  Beispiele. 

Der  Fall  der  Gleichheit  zweier  Factoren  unter  der  Quadrat- 
wurzel , welcher  in  §.  2.  von  der  elliptischen  Function  zum  Kreis- 
bogen führte,  fuhrt  unmittelbar  das  allgemeine  hyporelliptische  Inte- 
gral zu  einem  elliptischen,  und  zwar  einfacherer  Form,  über.  Sei 
also  in  (9)  identisch 

{JA-l-C(i-t-cos*l)*isin*A  + /i  cos*A + e*(  | + cos‘ A)  = 

(ü  — 6’)(n-|-cos*A*)(^-(-cos*A)  (ln) 

dann  muss  sein 

= (5_C)«*(3 

J(C— A)  = (Ä-C)«(a+2P) 

e*  = (Ä  — <7)(2a+/S) 

Setzt  man  zur  Vereinfachung 

iS  = i — 2o 

y 

so  werden  die  Gleichungen: 

B — C = »*y 
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3^-f  C + — 2ay) 

3(6*-^)  = 4«M2  — 3«y) 

worans : 

^ 4«- j- (2«- 1)«*)-)  V 

Z<  = e*jn*-|-2a  — J — (2o-j-3)a*yj  ( 

c = e»{a*+2a— J— (2a— l)(«+l)*yl  ) 

— e*|a*+»^a— J — (2o»+7«»— l)y} 

A — B+C=  «»ja»  — |a  — S - (2a»  — a*  + l)yl 
^ + B— C-  = e*ja»— |o— K _(2a»  — o*-  l)yl 

Diese  6 Grössen  müssen  positiv  sein;  sind  os  aber  die  3 letzten,  so 
sind  es  auch  die  3 ersten;  setzt  man  also 

= W4  — T>iy  = a*4-Vo  - J — (2o»4-7o»— l)y 
= m,  — n,y  = a* — j a — J — (2o»  — a»-j-l)y 
ATj  — mj- B,y  = o»  — | o — | — (2a»  — o»  — l)y 

so  sind  nnr  die  Bedingungen  zu  erfüllen; 

iW,  >0;  M,>0;  Jt/,  > 0 

Zu  besserer  Uebersicht  schreiben  wir  die  reellen  Wurzeln  der  Glei- 
chungen ?»  = 0,  n = 0 in  Decimalen  bis  zu  kenntlicher  Grössen- 
folge; man  findet: 

3/,  = (o-f4.8)(a— 0,1)  — 2(a  — 0,36)(a+0,402)(o  + 3.5)y 
Af,  = („-f,0,409)(a-l,l)-2(a-f0,7)p»y 
-Wj  - (a  + 0,409)(a-l,l)-2(a-l)3»y 

wo  p,  q nicht  verschwinden  können. 


379 

(16) 

(17) 


Von  0 = 00  bis  a = 1, 1 sind  alle  m und  n positiv,  also  für 
y < 0 auch  alle  Af. 

Nun  ist 


3/s-3f,  = 2y;  Af,  - .V,  = 2!|a  - (4o«  - l)yl 


also,  für  positives  y,  Af,  ■<  Afj;  daher  kann  y von  0 bis  zum  klei- 
neren der  2 Werte 

fTi]  tnf 

n,  ’ », 

wachsen.  Man  hat  aber 


”**  I 12a^-|-25a*-l-  18a  — 4 
n,  n,  “ * n,n. 


(18) 


Digitized  by  Google 


380 


Hoppe:  Wälzung  eine^s  von  einer  Tangente nßäcHi 


im  gegenwärtigen  Intervall  > 0.  Folglich  sind  alle  M positiv  für 


«> 


V5  + 1. 

3 ’ 


Für  kleinere  «bis  «=•  —0,409  ist  m,  < 0,  »*>0,  also  können 
nnr  negative  y genügen.  Solange  a >>  1 muss,  wegen 


sein.  Für  kleinere  o,  wo  n^,  n,  ungleiche  Vorzeichen  haben,  genügt 
weder  ein  positives  noch  ein  negatives  y.  Was  betrifft,  so  brancht 
für  o > 1 nur  y <;  0 zu  sein.  Folglich  sind  alle  M positiv  für 


1 < o< 


V5  + 1. 

3 


Dagegen  giebt  cs  keine  Lösnng  für 


r< 


"S 


V5-1 

3 


<«<1 


Für  kleinere  o bis  o =■  — 0, 7 muss  rücksichtlich  und  i/j 


"s 


sein ; dagegegen  lässt  Mj,  weil  m,  <;  0,  n,  > 0,  nur  negative  y und 
zwar  nnr 


zn.  Es  muss  also  sein 


Non  hat  man  aber: 


<y< 


m, 


(19) 


17»!  «3 — >»3711  =•  i(3o*-|-4oi*  — 9a) 
für  negative  a stets  >0 

also,  da  n,  positiv,  »j  negativ: 


»1  "8 


folglich  genügt  kein  y der  Bedingung  (19),  und  es  hat  sich  ergeben, 
dass  auch  dem  Intervall 


-0,7<a<- 


V5  — 1 
3 


keine  Lösnng  entspricht. 
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Fflr  Heinere  a bis  «t  = — 3,5  verlangt  Af,  negative  y;  für 
solche  ist  beiden  würde  nur  genügt  durch  (19);  folglich 

giebt  es  auch  hier  keine  Lösung. 

Für  kleinere  o bis  o — — 4,  8 verlangt  Af,  positive  y;  hier  sind 
A/,  and  durchweg  positiv,  also  ist 

r > “ (20) 

einzige  Bedingung. 

Für  noch  kleinere  a sind  alle  m positiv,  alle  n negativ,  daher 
genügt  jedes  positive  y.  Aber  auch  negative  y können  befriedigen 
wenn  gleichzeitig 

y>-‘  und 

n,  n* 

ist  Da  nach  Gl.  (18)  erstere  Grenze  die  grössere  ist,  so  ist  auch 
hier  (20)  ausreichend. 

Zur  Aufstellung  der  Resultate  wollen  wir  die  reellen  Factoren 
der  kubischen  Fnnctionen  genauer  angeben.  Man  hat: 

n,  = 2o*-j-7o*  — 1 = 2(o— ctj)(o-f-et,)(o-f-ff,) 

n,  = 2o® — a*-j-l  •=■  2(o  — ojp* 

nj  — 2o* — n*— 1 -=  (o— l)(2o*-j-“+l) 


B,  = 0, 3599121  a^  = 0, 6572982 

B,  — 0, 4017211 
B,  = 3, 458191 

Die  Grenzen,  innerhalb  deren  die  Ansdrücke  (17)  Hanptträgheits- 
■nomente  eines  Körpers  darstellen,  sind  dann  folgende: 


I. 

n. 

ra. 


«>i 

i<«< 


3 ’ 

V5  + 1 

3 ’ 


^ . 9a* — 6b  — 4 
«2b»-b*  + 1 


y<i 


9b*  — 6b — 4 

2ß»^'B^-^ 


9b*+42b-4 
2a»-f7B— 1 


Ansgeschlossen  ist  das  Intnrvall 


— “8  < “ < 1 

Das  Integral  (9)  wird  nun,  wenn  « wie  in  (12)  bestimmt  ist: 
‘ “ ”°^gA(B+cos*A)^^|iy+;^^*^ 
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Aus  Gl.  (16)  ist  ZU  ersehen,  dass  1 — 2ny  stets  positiT  ist.  Da- 
gegen kann  y positiv  und  negativ  sein,  und  £ alle  Werte  haben.  Nor 
ist,  wie  aus  Gl.  (15)  erhellt,  1 — 2oy-|-yco8*il,  mithin  auch  £* — co**i, 
stets  positiv.  Für  das  elliptische  Integral  ergeben  sich  also  3 For- 
men, begrenzt  durch 

(A)  y>0;  (B)  0>y>-i-=^;  (C)  y < - 

Im  Falle  (A)  ist  zu  setzen  *) 

COS/l  = £cnu;  k — )/, i 

’ f 1 — 2uy-f-y£* 

dann  wird 

! (?+•+“■■>'■-(-;  - 4 

-}-£*snacnudne|  (21) 

Ist  £ <]  1,  so  oscillirt  der  Körper,  uud  die  Dauer  einer  Schwingung 
ist 

- = !(j+“+ 4 " - (i  - ^4! 


Für  £ > 1 ist  die  Bewegung  nur  zwischen  1 = 0 und  2R  möglich, 
wie  in  §.  2. 


Im  Falle  (B)  ist  zu  setzen: 
£cnu 


cosl  = 


dnu 


y 2oy— 1 

dann  wird 

Im  Falle  (C)  ist  zu  setzen: 


C08> 


dann  wird: 


(22) 


•)  snu  = sin  amu;  enu  = cosamu;  dnu  = l/l — fc*sn*u 

elu  =/dn*u9u;  1- Modul;  K,  E Quadranten  1.  und  2.  Gattung. 
0 


*11 
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A:*9nii  cnu 
dn« 


•(3«  + 2£‘)/t'>'u 


+ 


fc*fc'*e*snucnu 

dn*u 


} 


(23) 


In  den  Fällen  (B)  (C)  findet  Oscillation  statt  bzhw.  für  t <C  li 
2«  — - < t. 

y 


§.  4.  Anwendung  auf  konische  Oberflächen. 

Sind  von  der  Gratlinie  der  Oberfläche  nur  /,  jr,  h in  gegensei- 
tiger Relation  gegeben,  so  folgen  daraus  die  Werte  von  /,  m,  n,  t,  # 
als  Functionen  einer  dieser  Grösscu,  z.  B.  x.  Zur  Bestimmuug  der 
Curve  und  der  Werte  von  x,  y,  z muss  aber  noch  * als  neue  unab- 
hängige Function  gegeben  sein,  so  dass  man  erhält: 

x=ffd*-,  y=fgds\  x=fhds  (24) 

Lässt  man  also  die  Relation  der  /,  g,  h bestehen  und  verändert 
nur  die  Function  «,  so  ändern  sich  im  Ausdruck  (4)  von  t nur  z,  y, 
*,  R.  Dasselbe  muss  daher  auch  gelten,  wenn  man  » = 0 (oder 
constant)  setzt.  Hier  werden  nach  (24)  auch  z,  y,  z coustant,  und 
die  Oberfläche  geht  in  die  konische  Fläche 

X=x-\-/U\  Z z-{-hU 

Ober.  Die  Erzeugende  hört  dann  auf  Tangente  zu  sein,  bleibt  aber 
eine  Gerade  von  gleich  variirender  Richtung , wie  sie  als  Tan- 
gente war. 

Demnach  gilt  Gl.  (4)  auch  als  Lösung  für  den  Fall  der  Wälzung 
eines  Körpers  von  konischer  Oberfläche;  nur  sind  darin  z,  y,  z als 
Coordinaten  der  unbeweglichen  Spitze  in  Bezug  auf  die  Hauptträg- 
heitsaxen,  d.  i.  als  beliebige  Coustante  gegeben,  wäiirend  R seine 
Bedeutung  bezüglich  auf  die  Erzeugende,  wiewol  nicht  seinen  Wert 
behält. 

Bei  Anwendung  auf  cylindrische  Oberfläche  werden  /,  g,  h con- 
stant, z,  y,  z im  allgemeinen  unendlich  gross,  doch  blcihen  dabei  R 
Abstand  des  Schwerpunkts  von  der  Erzeugenden,  und  lx-\-ny-\-nz, 
Schwerpunktshöhe,  endlich  und  variabel. 


$.  5.  Beispiele  für  konische  Oberfläche. 

(3eht  eine  der  Hanptträgheitsaxen,  z.  B.  die  z Axe  durch  die 
Spitze,  so  wird 
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y “ 0;  * = 0;  R*  — a;*(l  — /*)  a:*(y*-|-Ä*) 

also 

, 1 r.^i/Af*  + (li  + x*)g»  + (C+x*)h» 

'^V2öJ  H-f^l 


(26) 


Sei  nun  B = C,  und  /,  jr,  A,  l bestimmt  wie  in  §.  2.  GL  (6); 
dann  kommt: 


,l/3  r.  3{^‘  — B»— *»)cos*i 

‘-^Ksy — — 

Die  Form  dieses  elliptischen  Integrals  ist  zunächst  davon  abh&ogi;, 
ob  A*  > oder  <C  ist. 

Im  ersten  Falle  kann  man  setzen 


3 


A — B—x* 
34+i<4-z* 


r*<l 


Ist  dann  0 <;  z < 2Hc,  so  lautet  die  erforderliche  Substitution: 


cosA  : 


1 — 2sn‘u 


Diese  ergiebt: 


2x 


2m+x 


(26) 


^2/ff4-a-|/2(3^  + Ä+ar*)  i2ff€  , 2/7«— ar 

I — 2 — 1/ ^ — < — elu — tt — snucnudo« 

X f oGex  ( X X 

sen 

i *=)/ 


Ist  hingegen  z >>  2He,  so  ist  zn  setzen 
1 2He+x 

und  man  findet: 


cos  A 

{ xt 


sn*u; 


/2H)-\-x 
2z 


+ ^Bs — + snucnudnu  I 


(27) 


In  beiden  Fällen  wird  der  Wert  A — 0 erreicht,  es  findet  slw 
keine  Oscillation  statt.  Für  A <C  B*-j-x*  wird  die  Rednetion  des 
Integrals  weniger  einfach. 


Als  zweites  Beispiel  betrachten  wir  die  Wälzung  eines  Rotations- 
kegels,  dessen  Axe  Hanptträgheitsaze  ist,  für  beliebige  A,  B,  C. 
Hier  haben  f,  g,  h die  Form 


/■  — coso;  g 
{a  coustant),  woraus: 


sin  a cos  <p ; A 


sin  er  sin  (p 
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l ■=•  sino;  9 — 9>C08o;  i = tpsiun 
Dies  eingefahrt  in  Gl.  (25)  giebt; 


V2Cf(H+x  sina) 


COSa 


(ii— C)8in*of8in2y 


Hierbei  ist  jedoch  za  bemerkea,  dass  die  Grösse 


D = V'2e(//-f-isinn) 


nicht  von  der  Schwere  G,  sondern  allein  von  der  Anfangsgeschwin- 
digkeit der  Walzung  abhaugt,  mit  welcher  die  Zeit,  bei  constanter 
Beschaffenheit  des  Kegels,  umgekehrt  proportional  variirt;  denn  GH 
ist  als  Integrationsconstante  ciugeführt,  als  willkürliches  Increment 
von  G{lic-\-  . . .),  und  (ra-sino  ist  neben  GH  im  einzelnen  Falle  be- 
dentnugslos. 

Unter  den  Trägheitsmomenten  B,  C kann  man  das  grössere  B 
nennen.  Dann  ergiebt  die  Integration; 


für  den  Modul 

= 

y Acofo-1-.ß-l-fl:* 

Hiernach  ist  die  Zeit  der  Bogen  einer  Ellipse,  deren  Halbaxen 

sind 


Die  Länge  dieses  Bogens  ist  bestimmt  durch  die  Abscisse  — sin  <p 
auf  der  grossen  Ase  vom  Mittelpunkt  an  gerechnet. 

Eigentümlich  ist  bei  dieser  Bewegung,  dass  die  Geschwindigkeit 
variirt  ohne  beschleunigende  Kraft  — denn  die  Schwerpunktshöhe  ist 
constant  — bloss  vermöge  der  Variation  der  Trägheit  bezüglich  auf 
die  verticale  Axe. 


< 


y ./lcos*a  -|-  (i#  -j-  ü*)  sin*o  el  u 


(28) 


T*il  LXVL 
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XXIX. 

Daa  Aoust’sche  Problem  in  der  Curventheorie. 


Von 

R.  Hoppe. 


In  Darboox  et  HoUel  Bulletin  des  sc.  math.  et  astr.  VII.  143 
stellt  sich  Äoust  die  Aufgabe,  eine  Curvo  derart  zu  linden,  dass^ 
wenn  man  von  der  Einhüllenden  ihrer  KrQmmungsaxo  wiederum  die 
Einhüllende  der  KrUmmungsaxe  nimmt,  letztere  der  Urcurve  congment 
ist.  Von  dieser  Aufgabe  sagt  er,  dass  ihre  vollständige  Lösung  die 
Kräfte  der  Anal3rsis  überstiege.  Einesteils  ist  es  diese  Aensscrung. 
die  mich  zur  Wiederaufnahme  derselben  Untersuchung  veranlasst, 
andernteils  glaube  ich  auch  im  folgenden  eine  einfachere  und  durch- 
sichtigere Darstellung  des  Gegenstands  geben  zu  können. 

Bezeichnen  fgh,  f'g'h',  Imn  die  Richtungscosinus  der  Tangente, 
Hauptnormalo,  Binormalc  der  Urcurve  s,  t und  ^ den  Krümmnngs- 
und  Torsionswinkcl  (dr  und  die  Contingenzwinkel  der  Tangente 
und  Krttmmungsaxe),  die  Accente  Differentiation  nach  t,  die  Indices  1 
und  2 die  Zugehörigkeit  zu  den  2 oben  genannten  abgeleiteten  Cor- 
ven,  so  ist  die  Gleichung  der  Einhüllenden  der  Krflmmungsaxe  *) 

(1) 

Die  Relationen  der  Richtnngscosinus,  wo  wir  zugunsten  der  Einfach- 
heit die  positiven  Richtungen  der  Haupt-  und  Binormale  entgegen- 
gesetzt wählen; 


*)  Hoppe,  anal.  Corventberie.  S.  60.  — Arch.  LX.  S.  387. 
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fi-i-,  h-f\  /,' — f 

die  der  t dadurch  bedingt: 

d,  = t;  Tj  = ^ 

die  der  Bogenelementc  und  Krümmungsradien: 

8V 


89* 


(2) 

(3) 

(4) 


In  derselben  Beziehung  steht  die  Cnrve  zur  Curve  «jj  es  ist 

also 

/ 

a-»  = a-,  + fj  's, '+ 1,  (5) 

/,  = /,=/;  (6) 

Aus  der  ersten  Gl.  (6)  ersieht  man  zunächst,  dass,  wenn  man 
nur  s^  = s voraussetzt,  auch 


?s  = / /■j5*2  = / f8s  = a:  + const. 


wird , dass  also  aus  der  Läugeiigleichheit  der  Curven  s und  *j  ihre 
CongrucDz  und  gleiche  Stellung  im  Raume  folgt  Aoust  nennt  in  der 
Aufgabe  die  Bedingung  „Gleichheit*',  wendet  sic  aber  sogleich  im 
Sinne  der  Congruenz  an;  beides  deckt  sich  in  der  Tat,  aber  erst  durch 
vorstehende  Betrachtung. 

Führt  man  in  Gl.  (ö)  die  Werte  (1)  (2)  (3)  (4)  ein,  so  kommt: 


Soll  a-j  *=  a:  sein,  so  müssen  die  Coefficienten  von  f,  f’  und  l einzeln 
verschwinden.  Hierzu  ist  notwendig  und  ausreichend,  dass  s’  con- 
stant  sei.  Es  folgt  dann  daraus  nach  Gl.  (4),  dass  auch  *j'  constant 
sein  muss.  Auch  dies  lässt  sich  umkehren;  denn  ist  constant,  so 
ist  es  auch  **',  also,  wofern  «j  = «,  auch  Es  ergieht  sich  der  Satz: 


Curven  von  constanter  Krümmung,  und  nur  solche, 
haben  die  Eigenschaft,  dass  sie  mit  der  Einhüllenden 
der  Krümmungsaxe  der  Einhüllenden  ihrer  Krümmungs- 
äxe  zusammenfallen.  Auch  die  Einhüllende  ihrer 
Krümmungsase  hat  constante  Krümmung. 

Nach  Yoransnahme  dieser  Speciallösung  führen  wir  jetzt  die 
allgemeine  Bedingung  der  Aufgabe  x^  — x = const  ein,  dann  ergiebt 
sich  durch  Differentiation  von  (7)  die  Gleichung: 
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0 


anwendbar  auf  jede  Axe,  so  dass  sie  nicht  durch  f =-  0,  sondern  nor 
durch  Verschwinden  der  Klammer  erfüllt  werden  kann.  Ist  nmgekehit 
diese  null,  so  ist  das  Integral  der  rechten  Seite,  d.  i.  nach  Gl.  (7) 
— X,  constant.  Nach  Entwickelung  der  Grösse  in  der  Klammer 
erhält  man  demzufolge  als  notwendige  und  ausreichende  Bedingung 
die  lineare  Differentialgleichung  4.  Ordnung: 


^'  / , Sr*  \ a**'  _ a»  a»r  /av  a*'\ 

89‘  + V ■*"  a»* ) 8^  8t  89^  \a^^  + e»/ 


0 (8) 


Dieselbe  leitet  Aonst  durch  Combiuation  einiger  Relationen  her,  wo- 
durch sie  jedoch  nur  als  notwendige  ßcdiugnng  naebgewiösen  ist. 

Zur  Lösung  führt  uns  der  folgende,  von  Aonst  erkannte,  aber 
nicht  zu  diesem  Zwecke  benutzte  Umstand.  Setzt  man 


so  ergiebt  sich  durch  Differentiation: 


wodurch  Gl.  (8)  identisch  erfüllt  wird.  Ebenso  wie  der  Wert  U 
müssen  aber  anch  die  Werte  m und  n der  Gleichung  genügen,  folg- 
lich ist 

Bs* 

(9) 

ihr  vollständiges  Integral. 

Dass  die  Gl.  (9)  kein  Problem  stellt,  ist  leicht  zu  erkennen.  Die 
Grössen  /,  m,  n,  9,  r enthalten  nämlich  keine  Bestimmung  über  das 
Bogeneleraent  3* ; die  Curve,  der  sie  angchören,  ist  daher  willkürlich. 
Wie  mau  sie  auch  gewählt  haben  mag,  kauu  man  für  das  Bogen- 
Clement  den  hier  geforderten  Wert 

8t  — • ar|fc-j-  / (o/ -|- jj» -j- cn)  a^  I 

substituiren  und  erhält,  wenn  man  zur  Abkürzung 

j)  •=  fc  -f- /(al-}-dm-}-cn)d9  (10) 

setzt,  folgende  Gleichungen  der  gesuchten  Curve: 

* = //pvT •,  y=fgpdr\  z=~f hp8x 

Die  der  Curve  «,  werden  nach  (1): 


] 
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*1  = l{al-{-bm-\-cn)  | 

y\=y-\-g'p  + m{al-\-bm-\-cn)  ? (11) 

*i  = z-j- Ä'p-|- ' 
die  der  Cnrve  nach  (7): 

*,  =®+a;  y,  = y-f6; 

Untersucht  man  die  Willkürlichen,  welche  in  der  Bestimmung 
der  gesuchten  Curvo  enthalten  sind,  so  zeigt  die  Gl.  (8),  welche  eine 
Relation  zwischen  2 Functionen  «'  und  9'  ist  (9  als  Unabhängige 
betrachtet),  dass  eine  Function  willkürlich  ist.  Ist  demnach  z.  B.  l 
willkürliche  Function  von  9,  so  wird  zunächst*) 


m = Vl— I*cos(o  + J* 


n = Vl— I*sin(o-{- ^ 

Alle  übrigen  Bestimmnngsgrössen  gehen  hieraus  ohne  Integration 
hervor. 

Demnach  sind  willkürlich  die  Function  l und  die  Constanten  a, 

b,  e,  k,  tt. 

Wie  Aonst  bei  einer  so  eingehenden,  ausführlichen  Behandlung 
der  Aufgabe  umhin  konnte  die  vollständige  Lösung  zu  entdecken,  ist 
schwer  zu  verstehen.  Er  erklärt  die  Grösse  •&'  für  unbestimmt  und 
demzufolge  die  Integration  der  Gleichung  4.  Ordnung  für  den  not- 
wendigen ersten  Act  der  Lösung.  In  dieser  Meinung  bespricht  er 
die  möglichen  Reductionen  der  Gleichung;  das  änsserste,  was  man  er- 
reicht hat,  ist  die  Rednetion  auf  eine  lineare  Gleichung  2.  Ordnung, 
eine  allgemeine  Integration  aber  ist  nicht  gefunden.  In  der  Tat  würde 
also  die  vollständige  Lösung  der  anfänglichen  Aufgabe  als  unmöglich 
erscheinen,  wenn  dieselbe  das  Krümmnngsverhältniss  der  gesuchten 
Cnrve  als  beliebig  gegeben  anfstellte,  was  nicht  der  Fall  ist. 


*)  Carrentb.  8.  66.  Anfg.  6.  ♦.  — Arch.  LVI.  S.  59. 
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1.  Beispiel. 

Die  Curve,  von  der  wir  ausgohen,  die  aber  noch  nicht  das  not- 
wendige Bogeneleracnt  hat,  und  die  wir,  soweit  dieses  unterscheidend 
ist,  mit  dem  Index  0 kenntlich  machen,  sei  eine  Schraubenlinie 

Xq  = cos a cos gp ; yo  = *o  “ *PSino 

Hieraus  findet  man: 

/ = — cos  o sin  gp ; y = cos  a cos  gp ; A = sin  s 

f'=  — cosgp;  ff' = — singp;  A' ■=  ü 

1 = sin  o sin  gp ; m • — sin  o cos  gp ; n = cos  a 

t — gpcosor;  ■&  = gpsino 

daher  nach  (10): 

p = Je — sin*(r(a  cos  gp  -f-  A sin  gp)  -f-  cgp  sin  a cos  a 

oder,  mit  Veränderung  der  willkürlichen  Constanten  : 

A -j- o cos  gp fi  sin  gp -f- c(p 
^ “ coso 

Nach  Einsetzung  dieses  Wertes  werden  die  Gleichungen  der  Curve  t: 
X = cosn  jAcosgp — 2®*’^**)'’  — — singp  cos  gr)-|-c((j>  cosgp  — singp)J 

y = coso  I Asin gp  — ^ (gp-f- sin gpcos gp)  + 5sin*gp-t-c(gp sin <p-|~cosgp)| 

Q 

z •=  sin  n(Agp-|-asin  gp — A cos  gp gp'"®) 

t = Agp-j-a singp  — Acosgp  — g 'P* 
die  der  Curve  «j: 

X,  I Asin*acosgp+a(l+Jcos“'nsin*gp)+^cos*o(gp — singpcos^) 

-j-  c sin*o(gp  cos  gj  — sin  gp)  I 

yj  = — ^ |A8in*o8ingp-f-^cos*«(gp-}-singpcosg))-j-A(l — icos*or8in*^l 

-|-c8in*o(gp  sin  gp-f- cosgp)  | 

*,  -=  |Agpsin*n-|-co8*a( — osin  gp-f-Acos  gp)-|-c(l -j- Jgp*sin*o)  | 
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■"  o8in()p+Äcos<p)+|()9*8in»a| 

Die  Curve  » und  mit  ihr  die  Curven  <„  «,  8ctzen  sich  aas  4 
einfachem  Curven  zusammen,  die  sich  in  beliebiger  Combination  ein- 
ander superponiren  lassen.  Jede  liegt  auf  einer  algebraischen  Fläche. 
Durch  diese  ausgedrttckt  lauten  ihre  Gleichungen: 

I.  x*-\-y*  = Ar*sin*o:  - = tg-r-4 

II.  2oa;8in‘a-{-<’c08a  — 0 

• / 2y  , a l/,  1 2*  \ 

» = — asinosin  I : — 1/  IH I 

\acosa  ' asm«  r ' acos«/ 

III.  26y  sin’a  = s*  COS  ot 

/'2a!  0 2T~\ 

3 = — ismotcos  I 7 r—: — 1/  1— i — — 1 

\6  cos  a bsin  a r b cos  o/ 

IV.  (**-|-y’)  sina  = e(20-{-o8in  o)  cos*o 

yy20— eVcsino  = (xy20-|-yyT8inö)tg 

Die  erste  liegt  auf  einem  Rotationscylinder,  die  beiden  folgenden, 
nur  dnrch  Lage  und  Constantcmverte  verschiedenen,  auf  parabolischen 
Cylindern,  die  letzte  auf  einem  Rotationsparaboloid. 

Die  Einhüllenden  der  Erttmmungsaxo  sind  sämmtlicb  Curven  der- 
selben Art  wie  ihre  Urcurven,  nur  mit  verschiedenen  Constanten- 
werten.  Die  Substitution  der  letztem  zweimal  vollzogen  muss  offenbar 
auf  den  ursprünglichen  Wert  znrückführen. 


2.  Beispiel. 

Die  Curve,  von  der  wir  ausgehen,  sei  der  Schnitt  der  2 kubischen 
Flächen: 

3**  = iz» ; 3y*  ■=  4(1  - 0)*  (12) 

Derselbe  liegt  auf  dem  zweischaligen  Rotationsbyperboloid: 
(20-3)«-3(3*-l-y*)=5 
Die  Werte  der  9 Richtungscosinns  sind: 

V3i  y3(l  — 0) 


9 — 
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— Vl  — s;  y'-=y*;  A' = 0 
i = _ ^y,;  m = jVl  — s;  n ^ 
Gleichzeitig  findet  man: 


Vergleicht  man  das  System  der  l,  m,  n mit  dem  des  vorigen 
Falles,  so  zeigt  sich,  dass  es  für 

damit  flbereinstimrot , dass  also  auch  die  resnltircndo  Cnrvc  dieselbe 
sein  muss.  Die  Curve  (12)  unterscheidet  sich  von  einer  Schrauben- 
linie nur  durch  das  Bogeneicment,  welches  durch  die  Substitution  des 
geforderten  Wertes  von  0«  ausser  Wirksamkeit  kommt 

Handelt  es  sich  nun  darum,  identische  Lösungen  schon  in  der 
auAnglichen  Aufstellung  auszuschlicssen,  so  dass  verschieden  gewählten 
Gleichungen  auch  immer  verschiedene  Lösungen  entsprechen,  so  kön- 
nen die  Coordinateuglcichungcu  der  angenommenen  Curve  den  Zweck 
nicht  erfüllen:  es  ist  stets  eine  Familie  von  Curven,  welche  ein  und 
dasselbe  Resultat  giebt.  Der  Typus  einer  solchen  Familie  ist  die 
Gleichung  zwischen  t und  Von  dieser  indes  können  wir  nicht 
ausgehen,  weil  wir  die  ei forderliche  Integration  nicht  auszuführen 
vermögen.  Dagegen  vermeiden  wir  sowol  die  Identitäten  als  auch  die 
Integration,  wenn  wir  das  System  der  Taugentialrichtungcn  als  ge- 
geben einführen,  d.  i.  f,  g,  h zu  P'unctionen  von  einander  machen. 
Freilich  ist  dieses  abhängig  von  der  Axenlage,  doch  lässt  sich  leicht 
erkennen,  ob  2 Systeme  /gh  durch  Axenveräuderung  identisch  werden 
oder  nicht. 


3.  Beispiel. 

Wir  gehen  von  der  Curve  «g  aus,  in  welcher  das  einschalige 
Rotationshyperboloid 

2(V+yo*)-*o*  = i 
den  parabolischen  Cylinder  3.  Grades 


yo  •=  + 

schneidet.  Man  findet  das  Bogenelement: 
a 

‘^o-ysyr^^ 
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nebst  folgenden  Werten  der  9 Richtnngscosinos: 
z'  - - « 4*0* •,  9 = (i+ W) 

k = 

j-(i-W)!;  m-2*o(i-3K*); 

and  des  Krflmmnngs-  und  Torsionswinkels: 

T =..y3—  yao* ; ^ ^ *0 

Da  zg  für  die  Curve  s keine  Bedentnng  hat,  so  ist  cs  angemessen, 
daffir  9 als  Parameter  einzufübren;  um  jedoch  zugleich  die  Irratio- 
nalen, die  mit  Doppelvorzeicbeu  zu  nehmen  sein  wurden,  zu  beseitigen, 
setzen  wir 

^ = y3sini;  t— yScosi 

daun  wird 

V3 

f — — sin’A;  g = (J(+  sin*i)  cos  A ; h = cos  A 

/' =•  y3sin  AcosA;  y'=y3(sin*A  — J);  A'=  J 

V3 

j — cos*A;  n»  = sinA(|  — sin*A);  n — — -^-sinA 
Hieraus  setzt  sich  zusammen: 

dp  Sa  Ab  /„  1 ^ 

do  “ 's  ” 

Sa  44  2c 

-=  -g  co8*A  — y sin’A  — y sin  A 

was  nach  Integration  ergiebt: 

py3  — o|3A-j-(3-j-2cos*A)sin  AcosAj — 4sin^A  — esin^A-!-* 

Fahrt  man  dies  in  die  Gleicbnngen  x — ffr^  and  die  analogen  ein, 
BO  findet  man; 

I”  j|  — fA*-f-3A<§-|-sin*AJ  sin  AcosA 

— (J  + }*ia*A-f- ysin^A  — sin''A)sin*A  | 

-|- -g  I — fJA -f  4- tJ  sin*A-|- J sin*A  + sin^A)  sin  A cos  A I 

+ 1 1 — |A + (I  + i^sin*A  -t-  i s.  n*A)sin  A cos  A { 

+ ^|3A  — (3  + 2s*n*A)  sin  AcosA  | 
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y = 1 1 i(|i  — 3 sin*^  — 3 sin^i) 

— + + 8in*i)  sin  >l  cos  i 

+ ^(i  + sin®/l-j-^(J+^sin*A)  sin‘A  — J sin*'^)  ®in’i  | 


» = 1^(1  — GsinU)  — (J-f  |sin*i- 

+ iV~3  ®>n*A +^sin*A  — ^ 8in*A  ! 


-^sin^A)  sin  A cos  A 


und  die  Gl.  (7)  geben: 

, 8a. 

“■»  = 


yt ' 


,4*. 

y+^< 


s,  =»+2 


25 

"V3~ 


4.  Beispiel. 

Die  Cunc  «o  ®ci  eine  Krümmnngslinie  der  centralen  Fliehe  2. 
Grades : 

?^*_L  yofi  ?o!  _ , 

a 5 c ~ ^ 


In  Parametern  der  KrUmmungslinien  u,  v dargestellt  lauten  die 
Gleichungen  der  Fläche: 

C ~~~  h 

= a — ^(“  — “)(®  — ®)i 

wo  zur  Abkürzung 

d = (6  — c)  (c  — o)  (a  — h) 


gesetzt  ist,  und  die  analogen  Gleichungen  für  yg  zg  durch  cykli- 
sche  Vertauschung  von  a,  b,  c erhalten  werden.  Ein  constantes  r 
giebt  die  beliebige  Krümmnngslinie  <o- 

Es  sei  ferner  zur  Abkürzung: 


17  = (u  — a)  (u  — b)(u  — c) ; V — (v  — a)(v  — 4)  (o  — e) 

a •=  o-|-4-j-c;  ß = bc-\-ca-\-ab\  y = abc 

Durch  Differentiation  und  Bildung  der  Quadratsnmme  findet  man 
zuerst  * 

/o(6  — c)  (t)  — a)(u  — 4)  (u  — c) 


/ 

du 


-V‘- 


du(u — v) 


etc. 


-u) 


Eine  neue  Differentiation  giebt: 
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etc. 


Hieraus  gebt  durch  DetermiDantenbildung  sehr  einfach,  weil  3 Terme 
der  Klammer  sich  heben,  hervor: 

i — — I ^ 1 — ==  — c)gh 

0u  I A A' I 0u  2(u  — A)(u — e) 

1 I /Ac(i  — c)(tt  — d)(v — 4)(t> — c) 

2u(u — p)  f «i(u  — i)(u  — c)  ’ 


Die  Quadratwurzel  aus  der  Quadratsumme  der  analogen  nimmt  fol- 
gende einfache  Gestalt  an: 


^ _J I /y(p  — u)»— Vm» 

du  2u(u — p)  y vü 

Demzufolge  wird 


l 


— c)p(p  — A)  (p  — c)  (u  — o)* 
<i[y(u  — p)* — K«*]  ’ 


etc. 


voraus : 


Die  Vorzeichen  der  Quadratwurzeln  sind  stets  doppelt,  doch  sind  sie 
für  die  vorliegende  Aufgabe  gleichgültig.  Die  vorige  Gleichung  dif- 
ferentiirt  giebt: 


du 


• 3 |(i-(-c  — p)u*-}“^®  — 2u)| 


ya(6  — c)  Fo  ® (p  — (i)  (u  — <i) 
f/[y(p  — «)*  — Vu*] 


also  nach  Division  durch  den  Wert  von  f: 


^ _ 1 3pVyFtt(u — p) 

Es  bleibt  nun  bloss  die  Einführung  der  gefundenen  Werte  in  die 
Gleichungen 

X =//dr/(Al  + /im+Cn)d9;  etc.  (13) 

übrig.  Hier  kann  man  in  /,  g,  h die  gemeinsamen,  in  l,  m,  n,  r,  9 
alle  constanten  Factoren  weglassen.  Dann  erhält  man : 


" / { ^ V p]»  («“-Ä)  ^ 


A(u  — o)t-|-  it(« — 4)1  -j-  C(u  — c)ll 
[y(p  — «)* — Ku*']l  I 
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WO  A,  B,  C constante , einzeln  entweder  reelle  oder  rein 
Grössen  sind. 

Die  9 Doppelintegrale,  ans  denen  x,  y,  z bestehen,  rednciren  sich 
dnrch  folgende  Betrachtnng  anf  3 von  gleicher  Form.  Es  ist  nftm- 
lich 

fdr  - IB9—B/' 

daher  transformirt  sich  Gl.  (13)  in 

* f \lB»f  (AI  + Bm+  Cn)B9]  — f {Bf  f(Al  + Bm  + Cn)B9\ 

= iA(flB9)*+Bf{lB9fmB9)  + CflB9fnB9) 

—ff{Al  + Bm  + Cn)B9+f{Al+Bm+CH)fB9 

Ilieruach  bleiben  in  x zwei,  im  ganzen  6 Doppciintcgrale,  die  jedoch 
parweise  in  Relationen  der  Form  stehen: 

f{mB9fnB9)-^-f(nB9/mB9)  = {JmB9){fnB9) 

Von  den  hinzugekommenen  Integralen 

flfB9,  fmf'B9,  fnf'B9 

ist  das  erste  logarithmisch,  die  beiden  andern  elliptisch. 
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XXX. 

Bewegungen  des  Aethers  im  freien  Raume, 
welche  ein  continuirliches  Farbenspectrum 
verursachen. 

Von 

Herrn  Dr.  Eduard  Malss 

in  Frag. 


§•  1. 

Indem  man  nach  der  Fresnel-Cauchy’schen  Theorie  sich  vorstellt, 
dass  der  Acther  im  freien  Raume  ein  Punktsystem  repräsentirt, 
welches,  vollkommen  homogen  and  isotrop,  lediglich  mit  Kräften  be- 
gabt ist,  die  in  der  Richtung  der  Verbindungslinie  je  zweier  Aether- 
molckeln  und  gemäss  der  Entfernung  derselben  wirken;  indem  man 
ferner  die  genannten  Kräfte  nur  auf  eine  sehr  geringe  Entfernung 
hin  merklich  wirksam  und  das  Punktsystem  eines  bestimmten  Gleich- 
gewichtszustandes fähig  sich  denkt:  wird  man  durch  die  Analysis  zu 
dem  Schlüsse  geführt,  dass  eine  kleine  Verschiebung  eines  Punktes 
unseres  Systems  eine  Bewegung  desselben  zur  Folge  habeu  müsse, 
welche  ausgcdrUckt  werden  kann  durch  die  partiellen  Differential- 
gleichungen: 

P-(e+3m0  + (C+«)p+(e+S)®’|+2)!g+2S^ 
p-ie+J»  g+(0+3«p  + (O  + *)^+2Äg+22i|| 

d*t  3’t  d*t  dH  d‘n 

S?  “ -f  (ö  -f-Ä)  gp-f  (G-f  3Ä)gp-f2Äg^  +2Ä 

Die  Gleichungen  sind  allbekannt;  es  sei  nur  erinnert,  dass  G und  H 
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die  Grössen  sind,  welche  die  Massen  der  Aethermolckeln  und  die 
Entfernungen  zwischen  je  zweien  derselhen  enthalten,  ferner  dass 
diese  Grössen  G und  R unseren  Änuahmen  über  die  CenstitatioD 
des  Aethers  im  freien  Raume  zufolge  constante  Grössen  fltr  die 
Differentialgleichungen  sind. 

An  die  Stelle  des  obigen  Systems  von  Differentialgleicbnngen 
kann  bekanntlich  eine  grosse  Anzahl  von  Systemen  sog.  endlicher 
Bewegungsgleichungen  gesetzt  werden;  jedes  davon  gibt  für  eine  be- 
stimmte Erregungsweise  des  Punktsystems  — oder,  wie  man  zu  sagen 
pflegt,  för  ein  bestimmtes  System  von  Anfangsbedingungen  — das 
Gesetz  der  Bewegung  der  einzelnen  Punkto  in  der  Form  von  Glei- 
chungen zwischen  den  Verschiebungscoraponcntcn  des  betreffenden 
Punktes,  seiner  Coordinaten  und  der  Zeit. 

Für  das  Folgende  genügt  es,  zu  bemerken,  dass  eines  von  den 
eben  erwähnten  Systemen  endlicher  Bewegnngsgleichungen  ans  der 
Lehre  von  den  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  mit  con- 
stanten  Coefficienten  sich  darbietet;  es  ist  das  particuläre  Integral- 
system  der  Gleichungen  (1): 

I = 

worin  A,  B,  C\  t>',  le';  *'  constante  Grössen  sind  — reelle,  oder 
allgemeiner  complexe  — welche  den  Gleichungen  genügen  müssen: 

(3) 

*'*]-|-2CÄr'jr’-|-2AÄr'u'  -=  0 
C[(G'-f-Ä)»'*-f(G'-|-Ä)t''*-|-(G’-|-3Ä)i£>'*— «'*]-f2AÄicV-l-2.BÄif't>'=.0 

Diese  Constanten  haben  im  Allgemeinen  eine  von  den  Formen  com- 
plexer  Zahlen;  es  ist  also: 


= I7-I- 

A = aeA* 

p'  = V-\-vi 

B — ie/*‘ 

%o'  = 

C ■=  eeV 

«' 

S -|-  81 

SO  dass  aus  den  Gleichungen  (2)  wird: 

1 =»  <i«*^fi~^*.[cos(i‘p — 

- »t  -|-  o)  sin(A;p  — »t  -f-  er)] 

= 6c*’ei-®*.[cos(A-p  — 

■ *<-f  -f  j sin(i-p  — »<-f-  ß)] 

J — ce*'?i~*'*.[cos(tp  — 

»< + y) + »■  + y)] 

icelrhe  ein  continuirUckea  Farbe naptctrum  verursachen. 
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worin  zur  Abkflrzung  gesetzt  worden  ist: 

JSTpi  = Ux-\-Vy  -]-Wz  kg  ■=  m-j-ry-f"**'* 

x = ± k^± 

U,  V,  IT;  S;  u,  r,  tr;  * sind  jedenfalls  reelle  Constanten,  wie  auch 
o,  i,  e;  a,  ß,  y. 

Man  weiss,  dass,  wenn  (4)  ein  particuläres  Integralsystcm  von  (1) 
ist,  auch: 

4 = a«*^ei~*.COS(itp  — 

H = 6e*’?i-S*.C08(ip  — + 

{ =■  c«*ei~®*.COS(i:p  — »t  -j-  y) 

ein  solches  repräsentirt,  worin  JT,  S,  a,  ß,  y beliebige  reelle  Zahlen 
bedeuten. 


§.  2. 

Die  Gleichungen  (5)  kOnnen  also  unter  Umständen  an  die  Stelle 
der  eingangs  anfgezeichneten  Differentialgleichungen  treten ; ihnen 
gemäss  kann  unter  Umständen  die  Bewegung  jedes  Systempunktes 
vor  sich  gehen. 

Bisher  sind  jedoch,  soviel  uns  bekannt,  im  Zusammenhänge  mit 
Canchy’s  Analyse  stets  nur  die  spccielleren  Gleichnngen: 

^ = aC08(kg  — J 

i2=icos(it;p — «t-j-o)  \ (6) 

c = c cos(j;p  — »t  o)  ' 

einer  Disenssion  unterzogen  worden,  die  sich  ergeben,  weun  die  Spe- 
cialisimng  soweit  getrieben  wird,  dass  in  dem  ohnedies  nur  particu- 
lären  Integralsystcme  (5)  auch  noch 

K=0  und  5 = 0 


gesetzt  wird.  (Dass  dann  ß — y = a sein  muss,  ist  eine  unmittel- 
bare Folge  der  Gleichnngen  (3)). 

Die  Gleichungen  (6)  stellen  sog.  einfache  Schwingungen  oder 
Sinnsschwiugnngen  *)  dar,  die  durch  das  Punktsystem  hindurch  sich 
in  ebenen  Wellen  verbreiten.  Die  durch  (6)  dargestellten  Bewegun- 
gen jedes  Systempnnktes  sind  nämlich  diesen  Gleichungen  zufolge 


*)  Die  Geachwindigkeitfcomponeoteo 


S|  dri  SJ 
N 8t  ’ dt 


Indern  sieh  nämlieh  mit 


Digllized  by  Google 


400 


Mailt:  Bewegungen  des  Aetkeri  in  freien  Raume, 


geradlinige  (ß  ^ y a),  isochrone  (<  — const.)  Schwingungen  joa 
der  Daner 


« 


alle  in  demselben  Augenblicke  in  demselben  Scbwingnngsznstande  be- 
findlichen Teilchen  liegen  in  einer  Ebene  (Wellenebene),  die  der 
festen  Ebene: 

t«r -f- ry -j- iK»  = 0 

parallel  ist;  die  Entfernung  zweier  Ebenen  desselben  Schwingnngs- 
zustandes  (Wellenlänge  genannt) 


und  somit  die  Geschwindigkeit  des  Fortschreitens  einer  Wellenebene: 


Endlich  zeigt  sich  mit  ROcksicht  auf  das  soeben  Gesagte  und  auf  die 
Gleichungen  (3),  dass  co  eine  reelle,  für  ein-  und  dasselbe  Punkt- 
system constante  Grösse  sei  (für  transversale  Schwingungen  nämlich : 
o>  = G + B). 


§.  3. 

Es  entsteht  die  Frage,  ob  nicht  auch  die  Gleichungen  (5),  die 
doch  auch  eine  denkbare  Bewegungsweise  unseres  Punktsystems  ans- 
drücken, physikalisch  interpretirt  werden  können?  Oder,  da  wir 
später  sehen  werden,  dass  für  den  Acther  im  freien  Raume  jeden- 
falls AT=0  zu  setzen  ist,  ob  nicht  wenigstens  die  dann  übrig  blei- 
benden Gleichungen: 

I = ae~®*.cos(i‘p — «J-f-o)  1 

ij  = i«~^.cos(tp — *t-l-|3)  I (7) 

f ■=  c«-*.  cos(jbp  — 7) 

eine  physikalische  Bedeutung  haben? 

Zum  Zwecke  der  Beantwortung  der  letzteren  Frage  wollen  wir 
vorerst  daran  erinnern,  dass  in  der  Akustik  durch  Gleichungen  von 
der  Form  (6)  diejenigen  Bewegungen  der  Luftmolekeln  dargestcllt 
werden,  welche  sog.  einfache  Töne  bervorrufen.  Wird  hingegen  eine 
Luftmolekel  zu  zwei  oder  mehreren  solchen  Bewegungen  gleichzeit^ 
angeregt,  so  macht  sie  eine  Bewegung,  welche  von  den  genannten 
verschieden  ist,  und  welche  im  einfachsten  Falle  mathematisch  be- 
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schrieben  werden  kann,  durch  einfache  Summirung  der  Ausdrücke 
für  die  Bestimmungsstücke  der  componirenden  Bewegungeu.  Eine 
solche  „zusammengesetzte“  Bewegung  der  Luftmolekeln  verursacht 
einen  Klang,  der  ans  einfachen  Tönen  der  obigen  Art  zusammen- 
gesetzt genannt  werden  muss,  da  er  durch  geeignete  Mittel  (Resonanz) 
in  seine  Bestandtönc  tatsächlich  zerlegt  werden  kann. 

Wenn  wir  nun  mit  Lommel  *)  auch  in  der  Optik  die  einfachen 
durch  (6)  charakterisirten  Bewegungen  der  Aetherteilchen  als  Ursache 
des  einfachfarbigen  (monochromatischen)  Lichtes  anselien,  so  werden 
wir  analog  sagen  können:  sobald  ein  Aetherteilchen  zu  zwei  oder 
mehreren  derartigen  Bewegungen  angeregt  wird,  macht  es  eine  von 
den  componirenden  verschiedene  Bewegung,  welche  nach  demselben 
Grundsätze  der  Superposition  kleiner  Bewegungen,  der  in  der  Akustik 
angewendet  wird,  mathematisch  zu  beschreiben  ist;  und  diese  zu- 
sammengesetzte Bewegung  der  Aetherteilchen  verursacht  Licht  von 
zusammengesetzter  Farbe.  Auch  letzteres  lässt  sich  durch  ent- 
sprechende Mittel  (Dispersion)  in  seine  Bestandteile  zerlegen. 

Dem  Gesagten  zufolge  muss  nun  der  analytische  Ausdruck  für 
Bewegungen  der  Aetherteilchen,  welche  zusammengesetztes  Licht  her- 
vorrufen,  das  in  ebenen  Wellen  sich  verbreitet,  im  Allgemeinen  sein: 


I = £Pi.cos(pg  — g,t-|-r,) 
ri=  £Qi.COa{pg  — g.-i-j-r,') 
t = 2Rt.coa(pQ—  grf -|- r,") 

worin  P,  Q,  Ä;  p,  q,  r-,  etc.  von  den  Coordinaten  des  bewegten 
Punktes  und  von  der  Zeit  unabhängig  sind. 


§.  4. 


Nun  lässt  sich  aber  zeigen,  dass  die  Ausdrücke  rechts  von  den 
Gleichheitszeichen  in  den  Gleichungen  (7)  in  diese  allgemeine  Form 
gebracht  werden  können.  Es  ist  nämlich  nach  Fourier: 


5 — « -L 


( t = 0 


wobei 
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An 


ferner 


k 


— cos«n.e“*]  •) 


.e~  **.cos(tp  — 4~  «)  = cos(A-p  — o) 


/ 7l\  , 

" / . 2>I\  . 1 

J Al  COS 

— + 

-{-iAjCos 

/ n\  , 

f 2jt\  . 1 

JA,  cos 

-f-  JA,C0S| 

= Jylu  C,OS{kQ  — W -|-  n)  -j-  J £^An  COsj^te  — y*  i “ 


+ ■•• 
+ •■■ 


und 


^ oAq  ,,  1 \ I 

^ =■  -^oos(fcp  — cos 

•i  11  = 1 ^ 

V o C08(tp  — *t  + /S)  -(-  2;  cos 

■J  «=1  ^ 

f “ ^ C0B(ip  — *«-f  y)  + 2^  ^ 

■ä  H = 1 * 


h-(*±T)+“J 

[fcp-(*±x)‘  + ^] 
*e-(*±x)‘  + ?'] 


I,  1],  i sind  also  von  der  angegebenen  Form;  das  Intcgralsystem  (7) 
der  Differentialgleichungen  (1)  ist  also  der  analytische  Ausdruck  für 
Bewegungen  der  Aetherteilchen , welche  zusammengesetzt-farbiges 
Licht  verursachen. 


§.  5. 

Die  Bewegungen  sind  nach  dem  Superpositionsprincipe  zusararoeD- 
gesetzt  aus  einfachen  Schwingungen  von  den  Perioden 


•)  Dur  Werl  üieses  Inlegmls  wird  nm  leichtesten  folgcnderoiRSScn  gefundm 


u.  B.  f. 
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y 2n  2n  2n  2n  2n 

2n'  n'  s ’ n'  2«' 

"~T  * + Ä '+T 

welche,  wie  man  siebt,  abhängig  sind  von  den  Grössen  s und  h. 
• ist  durch  die  Anfangsbedingungen  bestimmt,  wie  aus  Froherem 
hervorgeht  (S.  398);  über  h ist  nunmehr  etwas  Näheres  zu  sagen. 
Wir  hatten: 

e-s*  = iAo-}-AiCOSj^<  + AjCOS + AjCOS-^t-i-  . . . 

nach  einem  bekannten  (Cauchy’schen)  Satze  aus  der  Functionenlehre 
convergirt  die  Reihe  rechts  vom  Gleichheitszeichen  für  das  ganze 
Wertecontinunm  von  t,  für  welches  die  Function  e~^  eindeutig, 
endlich  und  stetig  bleibt;  obige  Gleichung  ist  also  richtig  für  alle 
positiven  Werte  von  (.  Als  obere  Grenze  von  ( muss  somit 

h = “I“  CO 

sein.  Daraus  folgt: 


wo  S eine  unendlich  kleine  Grösse  bezeichnet. 

Die  Bewegung,  welche  durch  die  Gleichungen  (7)  repräsentirt 
wird,  ist  also  zusammengesetzt  aus  einfachen  Schwingungen,  deren 
Perioden  der  Reihe  nach  nur  unendlich  wenig  von  einander  ver- 
schieden sind.  Sie  verursacht  Licht,  welches  zusammengesetzt  ist 
ans  momochromatischen  Lichtsorten  von  Nüancen,  welche  der  Reihe 
nach  ebenfalls  nnr  unendlich  wenig  von  einander  verschieden  sind, 
welche  also,  durch  die  geeigneten  Mittel  physikalisch  geschieden,  ein 
continnirliches  Farbenspectrum  bilden. 

§.  6. 

Man  könnte  nun  noch  nach  der  Grösse  m fragen,  nach  der  Ge- 
schwindigkeit, mit  welcher  unsere  zusammengesetzten  Schwingnngs- 
zustände  im  freien  Aether  vorsebreiten.  In  unserem  Falle  ist 

S -I-  si 

Diese  Geschwindigkeit  soll  also,  da  A = Vu*-|-o*+ic’'  eine  in  sich 
reelle  Zahl  ist,  eine  complexe  Grösse  sein,  was  auf  einen  Widerspruch 
hindeutet.  Der  Widersinn  liegt  aber  schon  in  der  Forderung,  für 
die  zusammengesetzte  Bewegung  eine  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
anzugeben.  Diese  Wellenbewegung  ist  nämlich  gar  kein  stabiler  Be- 
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wegungszusfand  des  Punktsystems;  es  gibt  daher  auch  gar  nicht 
zwei  Ebenen  gleichen  Schwinguugszustandcs,  welche  fortwährend  di^ 
selbe  Entfernung  vou  einander  behielten,  und  ebensowenig  eint 
Schwingungsdauor  schlechtweg. 

Nun  erübrigt  noch,  die  Bedeutung  der  Grösse  S zu  erörtern 
Dieselbe  kommt  nur  in  den  Cocfficienten  A^,  Aj,  A^,  . . . vor  und 
hängt  demnach  mit  der  absoluten  und  relativen  Intensität  der  ein- 
fachen Lichtsorten  zusammen,  welche  jenes  zusammengesetzte  Licht 
geben,  das  durch  die  den  Gleichungen  (7)  gemässen  Bewegungen 
hervorgerufen  wird.  Je  nach  dem  Werte  von  S repräsentiren  ako 
jene  Gleichungen  verscliicdone  Bewegungen,  welche  Licht  von  ver- 
seliiedoner  tatsächlich  wabrnehmbarer  Farbe  (nicht  etwa  blos  Weiss; 
verursachen. 

Es  mag  bei  dieser  Gelegenheit  bemerkt  worden,  dass  es  für  die 
Molekeln  des  Aethers  im  freien  Raume  keinen  rechten  Sinn  hat,  den 
Factor  e-*'  zur  Amplitude  zu  ziehen  und  damit  S als  einen  Eistinc- 
tiouscoefficieuten  d.  h.  als  ein  Mass  für  den  Betrag  der  Dämpfung 
der  Schwingungen  anzuschen;  denn  woher  die  Dämpfung?  Dem 
Integral  Systeme  (7)  lässt  sich  eben  nur  im  obigen  Sinne  eine  physi- 
kalische Deutung  geben. 

Der  in  den  Gleichungen  (5)  auftretende  Factor  e*’?!  hat,  solange 
man  vom  Acther  im  freien  Raume  und  von  Schwingungszuständeu. 
die  in  ebenen  Wellen  vorschreiten,  spricht,  keine  physikalische  Be- 
deutung. Eine  äquivalente  periodische  Reihe  würde  eine  Snper- 
position  von  Schwingungen  verschiedener  I’ortpflanzungsrichtung  in 
jedem  Systempunkte  bedeuten,  die  tatsächlich  nicht  Vorkommen  kann; 
ein  Zusammenziehen  obigen  Factors  mit  der  constaiiten  Amplitude 
würde  einer  Absorption  entsprechen,  deren  Annahme  für  einen  ebenen 
Wellenzug  im  freien  Aether  keine  Berechtigung  hat. 

Für  deu  Aether  im  freien  Raume  bleibt  also  das  particnläre 
Integralsystem  (5)  mit  der  Specialisiruug  K = 0,  d.  i.  das  System  (7) 
die  allgemeinste  Lösung  der  Differcntialgleichnrgen  (1). 

Prag,  im  Jänner  1881. 


'V 
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XXXI. 


Constniction  der  Cardinalpunkte  eines 
Linsensystems. 


Von 


M.  K 0 p p 0. 


Irgend  einen  Punkt  A auf  der  Axe  XY  eines  centrirten  Systems 
brechender  sphärischer  Flächen  kann  man  als  reellen  oder  nrtnellen 
Vereinignngspunkt  von  Strahlen  ansehn,  welche  innerhalb  des  ersten 
— links  gelegenen  — Mediums  unter  geringer  Neigung  gegen  die 
Axe  verlaufen.  Nach  sämmtlichen  Brechungen  nehmen  die  Strahlen 
im  letzten  Medium  eine  solche  Richtung  an,  dass  ein  Punkt  a auf 
der  Axe  ihr  reeller  oder  virtueller  Vereinigungspunkt  ist.  In  der- 
selben Art  entspricht  einem  in  der  Nähe  der  Axe  gelegenen  Punkte 
B des  ersten  ein  Punkt  b des  letzten  Mediums.  Liegen  mehrere 
Punkte  B,  C,  . . . in  einer  Ebene,  die  in  A auf  der  Axe  senkrecht 
steht,  so  liegen  die  Bildpnnkte  6,  c,  ...  in  einer  parallelen  Ebene 
durch  a,  und  zwar  so,  dass  die  Bildfignr  der  ursprünglichen  ähnlich 
ist.  Ist  dieser  Satz  für  eine  einzige  brechende  Fläche  bewiesen,  so 
hat  man,  nm  seine  allgemeine  Gültigkeit  zu  erkennen,  ihn  auf  die 
einzelnen  Flächen  der  Reihe  nach  anznwenden. 

Das  Bild  des  unendlich  fernen  Axenpunktes  des  ersten  Mediums 
im  letzten  Medium  sei  f.  Verschiebt  man  die  zur  Axe  senkrechte 
Gerade  AB  so,  dass  B eine  Parallele  zur  Axe  beschreibt,  so  kann 
man  diese  Parallele  beständig  als  einen  dem  Punkte  B zugehörigen 
Strahl  ansehn,  aber  auch  als  Strahl  des  unendlich  fernen  Punktes. 
Aus  letzterem  Grunde  muss  er  sich  nach  allen  Brechungen  in  eine 
durch  f gebende  Gerade  verwandeln,  auf  der  sich  das  Bild  b ver- 


J 


litized  by  Google 


406  Koppt:  C'^nxtruction  der  Cardinalpunkte  eines  Linsensystems, 


schieben  mnss.  Es  wird  sich  daher  eine  Loge  des  znr  Axe  senk- 
rechten Bildes  ab  construiren  lassen,  in  der  es  gleich  AB  und  gleich 
gerichtet,  eine  andere,  in  der  es  gleich  Aß,  aber  entgegengesetzt  ge- 
richtet ist.  Die  diesen  ausgezeichneten  Lagen  entsprechenden  Aien- 
punkte  A und  a seien  für  den  ersten  Fall  (ab  — -)-  AB)  H und  K 
für  den  zweiten  (ab  = — AB)  H'  und  h'.  Die  ersteren  heissen 
eigentliche,  die  letzteren  uneigentliche  Hauptpunkte,  die  in  ihnen 
zur  Axe  senkrechten  Ebenen  Hauptebeneu.  Die  Punkte  h und  k' 
befinden  sich  in  gleicher  Entfernung  zu  beiden  Seiten  des  Punktes  f\ 
der  Mittelpunkt  von  HH'  sei  F.  Eine  in  einer  Hauptebene  gelegene 
Figur  wird  in  der  entsprechenden  cougrnent  abgebildet 

Um  nun  das  Bild  des  Gegenstandes  AB  im  finden,  ziehe  man 
von  B die  Strahlen  nach  den  Hauptpunkten  H und  H',  welche  die 
Hauptebeuen  H'  und  H in  C und  D treffen.  Nach  den  Eigenschaften 
der  Hauptebenen  ergiebt  sich  das  Bild  von  C durch  H’C  =■  — h’c, 
das  von  D durch  HD  = ~\-hd.  Der  Strahl  CH  muss  in  ch,  H'D  in 
h'd  übergehen,  deren  Schnittpunkt  das  Bild  b von  B und  damit  ancb 
das  Bild  ba  von  BA  bestimmt 


Nnn  sei 


Dann  ist 
and 
folglich 
oder 


HH'  = 2fi,  hh'  = 2x,  FA  = X,  /a  = y. 
CH'-.DH^  BC.BH=,  x — rj-.x+r) 
ch'  :dh  ■=  cb'.bh  =>=  x — y : x -}-  y, 
x—t]-.x  + ri  = X — y:x-fy, 

X : 17  ■=  X : y,  xy  = Krj. 


Verschiebt  sich  ein  leuchtender  Punkt  auf  der  Axe,  so  bewegt 
sich,  wenn  nur  eine  brechende  Fläche  vorhanden  ist,  der  Bildpunkt. 
so  lange  er  stetig  seine  Lago  ändert,  nach  gleicher  Richtung.  Diese 
Eigenschaft  überträgt  sich  auf  beliebig  viel  brechende  Flächen. 
Die  Formel  xy  = xjj  ist  damit  in  Uebereiustimmung,  wenn  x und  17 
gleiches  Zeichen  haben.  Wäre  aber  etwa  x negativ,  d.  h.  vertausch- 
ten h und  h'  ihre  Lagen,  so  würde  aus  xy  =■  xr;  folgen,  dass  A und 
a nach  entgegengesetzten  Richtungen  sich  bewegen.  Finden  daher 
nur  Brechungen  statt,  so  wird,  wie  in  der  h'igur  angenommen,  die 
Richtung  HH'  der  Richtung  hh'  entgegengesetzt  sein.  Dies  bleibt 
bestehn,  wenn  ausser  den  brechenden  noch  eine  gerade  Anzahl  re- 
flectirender  Flächen  vorhanden  ist ; ist  letztere  aber  ungerade,  so  ist 
x»7  negativ,  Gegenstand  und  Bild  haben  entgegengesetzt  gerichtete 
stetige  Bewegung. 
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Die  obige  Construction  des  Bildpnnktes  durch  zwei  in  ihm  sicli 
schneidende  Strahlen  ist  nicht  geeignet,  eine  klare,  leicht  festzuhal- 
tende Anschauung  von  der  Abhängigkeit  der  Punkte  A und  a von 
einander  zu  geben.  Durch  folgende  Construction  wird  dies  geleistet. 
Man  eiTichte  in  F und  f auf  der  Axo  Lote  FG  und  /^,  gleich  der 
mittleren  Proportionalen  von  FH  = und  FK  — fh  = x,  und  lasse 
einen  Punkt  P die  Peripherie  des  zum  Durchmesser  Gg  gehörenden 
Kreises  durchlaufen.  Die  Strahlen  PG  und  Pg,  die  um  G und  g sich 
drehen,  schneiden  dann  auf  der  Axe  die  zusammengehörigen  Punkte 
A,  a ans.  Denn  aus  Dreieck  AGF  ähnlich  Dreieck  gaf  folgt 
AF.af  = FG.fg  = FH.FK,  oder  xy  = rjx.  Nimmt  man  P nahe  bei 
G an,  so  ergiebt  sich  als  Bildpunkt  zu  F der  unendlich  ferne  Punkt 
des  letzten  Mediums.  Es  sind  also  F,  f die  beiden  Hauptbrenn- 
pnnkte.  Diese  Construction  löst  auch  die  Frage,  ob  ein  Punkt  mit 
seinem  Bildpunkt  znsammenfallen  kann.  Dies  tindet  dann  und  nur 
dann  statt,  wenn  der  von  P zu  durchlaufende  Kreis  die  Axe  schnei- 
det. Befindet  sich  P in  dem  Schnittpunkt,  so  fallen  auch  A,  a in 
denselben. 

In  Fig.  1.  ist  a das  Bild  von  A,  d von  D,  also  geht  der  Strahl 
AD  'm  ad  oder  mit  Rücksicht  auf  seine  Richtung  in  da  über.  Be- 
trachten wir  die  Abweichung  des  Strahles  AD  von  der  Axe  XY  als 
positiv,  so  ist 

DH  dh 

igDAH^^j^.  tgAoA=.-^. 

Soll  der  gebrochene  dem  ursprünglichen  Strahl  parallel  sein,  so  muss 
HA  — ha,  x-^Tj=‘  — x — y,  also  (wegen  * ; x = 7) : y)  x = — x 
und  y = — t]  sein.  Diese  beiden  in  Fig.  2.  mit  K und  k bezcichneten 
Punkte  heissen  Knotenpunkte.  Sollen  die  Strahlen  vor  und  nach  der 
Brechung  um  gleich  viel  nach  entgegengesetzten  Seiten  von  der  Axe 
abweichen,  so  muss  HA  = ha  sein,  x-^t)  — x-{-y,  woraus  x = x, 
y = r\.  Diese  mit  K'  und  k'  bezeichneten  Punkte  mögen  uneigent- 
liche Knotenpunkte  heissen. 

In  Fig.  2.  sei  der  Gegenstand  AB  — L,  sein  Bild  ab  — l.  Dann 
sind  BK  und  bk  entsprechende  Strahlen,  und,  weil  sie  durch  die 
Knotenpunkte  gehen,  parallel,  folglich  Dreieck  ABK  ähnlich  Dreieck 
abk,  AB:  ab  ==  AK:  — ak,  wenn  man  die  Richtungen  von  AB  und  ab 
im  Verhältniss  mit  ausdrOckt.  Hieraus  folgt  L:l  = (x-j-x) : ( — y—ri) 
und,  da  x : y = x : so  wird 

L X X 

^~~y~  n 

Legt  man  dem  Gegenstände  in  A die  constanto  Grösse  — x = — FK 
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bei,  so  wird,  wenn  A sich  auf  der  Axc  verschiebt,  die  Grösse  des 
Bildes  in  a stets  durch  y fa  ansgedrttckt.  Die  Richtung  des  Bildes 
ändert  sich,  wenn  o durch  / hindurchgeht 

Ein  System  brechender  Flächen  bestehe  aus  zwei  Teilen,  I und 
II,  für  welche  einzeln  die  Lage  der  eigentlichen  und  uneigcntlichen 
Hauptpunkte  bekannt  seien.  Die  auf  beide  Systeme  bezügliches 
Grössen  mögen  durch  die  Indices  (1)  und  (2)  unterschieden  werden. 
Der  Ahstand  der  Brennpunkte  /■,  und  f\  sei  c.  Um  die  optischen 
Wirkungen  des  zusammengesetzten  Systems  einfach  darznstellen,  muss 
man  dessen  Hauptpunkte  kennen.  Die  auf  letztere  bezüglichen  Grös- 
sen mögen  durch  die  entsprechenden  Buchstaben  in  Klammem  be- 
zeichnet werden.  Es  ist: 

*1  ^ 

fl  ” yi’  f»  »ii 

Für  das  zusammengesetzte  System  ist  (£,)  = (/)  = i,,  I,  = L,. 

also 

^1^ 

(f)  ~ yin* 

Da  yi  + 'Ts  = c,  so  hat  man  für  die  Hauptpunkte,  für  die  (X.)  = (I) 
sein  muss: 

_ iÜ  

*1  ” ’is  ""  ’?»  + *i 

folglich  auch 

Vx  ^ ^ _ 

»■i  ys  »Jj  + Xi 

Für  die  uneigentlichen  Hauptpunkte  ist  (L)  = — (l),  also : 


yi  _ 

^ 

c 

*1  ^ 

Vi 

*1  Vs 

Vi  _ 



c 

Teilt  man  also  den  Abstand  /j/'j  = c im  Verhältniss  jjixj  = 
und  betrachtet  den  Teilpnnkt  als  leuchtenden  Punkt  des  zwischen  I 
und  II  befindlichen  Mediums,  so  ist  sein  durch  (I)  erzeugtes  Bild  in 
ersten  Medium  der  Hauptpunkt  (//),  sein  durch  (II)  erzeugtes  Bild 
im  letzten  Medium  ist  (h).  Für  die  uneigcntlichen  Hauptpunkte  hat 
man  c im  Verhältniss  x, : — zu  teilen.  Mittelst  der  über  den 
Durchmessern  und  G^^  beschriebenen  Kreise,  die  von  den 

Punkten  P,,  durchlaufen  werden,  sind  also  die  Hauptpunkte  leicht 
zu  erhalten. 


Digilized  by  Google 


Koppe'.  Construction  der  Cardinalpunkte  eines  Linsensystems,  409 


FOr  (W)  ist  X,  = für  (H’)  ist  x,  = also, 

da  2{»j)  den  Abstand  von  {H)  und  (/f'),  d.  h.  F^(H')  — Fi{H)  be- 
zeichnet : 


ViVt 

e 


Für  (Ä)  ist  y,  — **^*^*J^’*' • Old  fhr  (h'):  y»  •=  — , also, 

da  (A)(A')  =/,(Ä')  — /»(Ä)  mit  2(x)  zn  bezeichnen  ist: 

« *»(»1— >?t)  _ *8(^ll+*l) 


Demnach  ist 

(?) 

(X)  ” Xj  X, 

Man  ist  jetzt  im  Stande,  die  Hanptpnnkte  für  ein  beliebiges  Sy- 
stem zu  finden,  wenn  man  sie  für  eine  einzige  brechende  Fläche 
construiren  kann.  Denn  man  kann  die  erste  Fläche  mit  der  zweiten, 
ihr  System  mit  der  dritten  etc.  combiniren.  Es  sei  daher  H der 
Scheitelpunkt,  K der  Krümmungsmittelpunkt  einer  brechenden  Fläche. 
Das  erste  Medium  habe  den  Brechungsexponenten  n„  das  zweite  r»j. 
Da  die  von  K ansgehenden  Strahlen  bei  der  Brechung  nicht  abgelenkt 
werden,  so  fallen  in  K die  beiden  früher  mit  K und  k bezeichneten 
Knotenpunkte  zusammen.  Die  nach  einem  Punkt  der  sphärischen 
Fläche  in  der  Nähe  von  H gerichteten  Strahlen  des  einen  Mediums 
gehen  auch  nach  der  Brechung  von  diesem  aus,  es  fallen  also  in  H 
die  früher  mit  H und  A bezeichneten  Hauptpunkte  zusammen.  Da 
in  K nnd  in  B der  Gegenstand  mit  dem  Bilde  zusammentrifft,  so 
muss  der  Constructionskreis  über  (?y,  wie  früher  bemerkt,  dnrcli  K 
und  K hindnrehgehn,  woraus  FB  = fK  folgt.  Es  ist  FB=fK=  i], 
FK  =fB-=  X.  Der  der  Axe  parallele  Strahl  CD  wird,  weil  D in 
der  Hauptebene  liegt,  in  Df  übergehn.  Der  Einfallswinkel  ist  EDC 
gleich  dem  Supplement  von  DKf^  der  Brechungswinkel  fDK.  Folglich 

n,  sin  DKf  = n,  ix&fDK 
»j . Df  = .fK 

Da  D sehr  nahe  bei  B^  so  ist  Df=Bf=*,  also 


n,x  “ ti/tj 
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Man  findet  also  die  Brennpunkte,  wenn  man  den  Radius  in  der 
Verlängerung  sowohl  über  H als  über  K hinaus  im  VerbiUtniss 
n,  : rij  teilt. 

Hat  man  nun  eine  Reihe  brechender  Medien,  m,,  üa,  so 

wird: 

^ ">  „ ”» 

»1  «1  X,  T^’  nX~l 

Für  das  ganze  System  wird  durch  Erweiterung  der  oben  gefundenen 
Relation; 

{n}  Vt  _ Vt-A  ~ ü* 

(x)  Xj  X,  ' ■ *x-i  n, 

= "A(x) 

Hat  das  erste  mit  dem  letzten  Medium  gleichen  Brechnngs- 
exponenten,  so  wird  (t;)  = (x),  die  Hauptpunkte  fallen  mit  den 
Knotenpunkten  zusammen,  die  Lote  FG,  fg,  welche  den  Durchmesser 
des  Constrnctionskreises  tragen,  werden  auch  = (tj)  = (x). 

Für  dünne  Linsen  ergiebt  sich  eine  weitere  Vereinfachung 
Denken  wir  uns  in  dem  oben  betrachteten  System  unter  I eine  nach 
X,  unter  II  eine  nach  Y hin  convexe  Fläche,  deren  Radien  r„  r, 
seien,  und  die  das  eingeschlosseno  Medium  gegen  dasselbe  äussere 
Medium  begrenzen.  Dann  ist  offenbar  »/i : Xj  = x, : = rjcr.. 
Um  nun  die  Hauptpunkte  zu  construiren,  hat  man  im  Verhält- 
niss  X, : ■=  r, : r«  zu  teilen.  Da  aber  /■,  und  F,  zu  den  beiden 

Kugelflächen  ähnliche  Lage  haben,  so  wird  der  Teilpunkt  der  Aehn- 
licbkeitspunkt  der  beiden  f’lächen  sein,  und  auch  die  Dicke  im  Ver- 
hältniss  der  Radien  teilen.  Der  Teilpunkt  liegt  innerhalb  der  Linse, 
wenn  die  Radien  gleiches  Zeichen  haben , also  bei  biconvexen  uml 
biconcaven  Linsen,  in  andern  Fällen  ausserhalb,  jedoch  im  allgemeinen 
bei  dünnen  Linsen  in  geringer  Entfernung.  Die  von  dem  Teilpnnkt 
durch  jede  der  sphärischen  Flächen  erzeugten  Bilder,  also  die  Haupt- 
punkte der  Linse,  liegen  diesen  und  damit  der  Linse  sehr  nahe, 
weil  im  Scheitelpunkt  einer  brechenden  Fläche  Bild  und  Gegenstand 
zusammenfallen.  Bei  dünnen  Linsen  fallen  also  H und  h fast  zn- 
sammen.  Eine  Ausnahme  machen  convcx-concave  Linsen,  die  anf 
beiden  Seiten  fast  gleiche  Krümmung  haben,  bei  denen  der  erwähnte 
Teilpunkt  weit  ausserhalb  der  Linse  liegen  kann.  Haben  z.  B.  die 
beiden  Flächen  denselben  Krümmungsmittelpunkt,  so  fallen  in  diesen 
H und  h zusammen. 

In  den  folgenden  Figuren  sind  für  eine  convexe  Linse,  für  eine 
concave,  und  für  eine  gläserne  Vollkngel  die  Hauptpunkte  und  der 
Constructionskreis  gezeichnet  Es  kann  bei  Linsen  von  betr&chtlicbet 
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Dicke  der  Fall  eintreten,  dass  F mit  f znsammenfällt,  also  derselbe 
Punkt  der  Axe,  als  Puukt  des  ersten  Mediums  Strahlen  aussendet, 
die  im  letzten  Medium  der  Axe  parallel  werden,  und,  als  Punkt  des 
letzten,  solche,  die  im  ersten  der  Axe  parallel  werden.  Dann  fällt 
auch  O auf  g,  und  die  obige  Constructiou  wird  unbrauchbar.  Nimmt 
man  aber  an,  dass  der  Punkt  G der  Scheitelpunkt  eines  sich  drohen- 
den rechten  Winkels  ist,  so  schneiden  dessen  Schenkel  auf  der  Axe 
immer  zwei  zusammengehörige  Punkte  A,  o aus.  Eine  derartige 
Linse  könnte  nach  der  Lage  ihrer  Brennpunkte  weder  als  convex 
noch  als  concav  bezeichnet  werden.  Will  man  diese  Namen  auf 
Linsen  von  beträchtlicher  Dicke  ansdebnen,  so  kann  man  dazu  die 
Eigenschaft  als  wesentliche  ansehn,  dass  bei  convexen  % und  ^ posi- 
tiv, bei  concaven  negativ  sind. 

Wir  hatten  oben  den  Fall  ausgeschlossen,  dass  eine  ungerade 
Zahl  spiegelnder  Flächen  vorhanden  ist,  in  welchem  die  Grössen  x, 
entgegengesetzte  Zeichen  haben.  Es  sei  z.  B.  x negativ.  Verwandeln 
wir  X in  — x und  y in  — y,  rechnen  also  die  Abscissen  y von  / aus 
wie  X von  F ans  nach  links,  so  wird 

xy  = xri 
L X X 

y~  V 

Errichtet  man  in  F nnd  f nach  entgegengesetzten  Richtungen  Lote 
FG,  fg  gleich  der  mittleren  Proportionalen  zu  x und  »/,  und  beschreibt 
Uber  Gg  als  Durchmesser  einen  Kreis,  so  zeigt  ein  auf  diesem  sich 
bewegender  Punkt  P mittelst  der  Strahlen  PG,  Pg  zwei  zusammen- 
gehörige Punkte  des  ersten  und  letzten  Mediums  an.  Denn  aus 
Dreieck  AFG  ähnlich  Dreieck  gfa  folgt  AF.af  = FG  .fg  oder  xy  — 
[ xi;.  Nimmt  man  an,  dass  der  Gegenstand  in  A die  Grösse  — x habe, 
so  ist  die  Grösse  des  Bildes  durch  af  dargestellt 

Es  giebt  stets  zwei  Punkte,  die  Schnittpunkte  des  Constructions- 
kreises  mit  der  Axe,  in  denen  das  Bild  mit  dem  Gegenstände  zn- 
sammenfällt 

Hat  das  erste  Medium  denselben  Brechnngsexponenten  wie  das 
letzte,  so  ist  x = ij. 

Diese  Constmefion  bleibt  brauchbar,  wenn  /'auf  / fällt,  was 
z.  B.  immer  der  Fall  ist,  wenn  das  ganze  System  nur  aus  einer 
spiegelnden  Fläche  besteht  Noch  übersichtlicher  ist  dann  jedoch 
die  folgende.  Mao  schlage  um  F,  den  Mittelpunkt  des  Radios  r, 

1 einen  Kreis,  der  die  convexe  oder  concave  spiegelnde  F’lächc  IxTührt. 
Fällt  nsan  von  irgend  einem  Pnnkte  der  Peripherie  ein  I>ot  auf  die 
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Axe  und  zieht  in  demselben  Funkt  eine  Tangente,  so  treffen  diese 
die  Aze  in  zusammengehörigen  Punkten.  Ist  die  Grösse  des  Gegen- 
standes r]  = ^.  so  wird  die  des  Bildes  durch  die  Entfernung  des 

Bildpunktes  vom  Brennpunkt  angegeben.  Ort  und  Grösse  des  Bildes 
sind  dieselben,  ob  die  Fläche  anf  der  convexen  oder  concaven  Seite 
spiegelt,  die  Richtung  des  Bildes  ist  entgegengesetzt,  weil  im  ersten 
Fall  1}  positiv,  im  andern  negativ  ist. 
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XXXII. 

Ueber  magische  Rechtecke  mit  ungeraden 
Seitenzahlen. 


Von 

Th.  Harmuth. 


Die  Aufgabe,  das  magische  Rechteck  mit  den  Sciten/ahlea  oder 
Argameuten  p und  q za  bilden,  d.  h.  die  2^hlcn 

1,  2,  3 ... 

(worin  p und  q ungerade  sind)  so  auf  q Reiben  mit  je  p Gliedern 
zu  verteilen,  dass  alle  Vcrticalreihcn  unter  sich  gleiche  Summen  und 
alle  Horizonfalreihen  unter  sich  gleiche  Summen  haben,  würde,  wie 
leicht  ersichtlich,  allgemein  lösbar  sein,  sobald  es  gelange,  das  System ; 

“iti  “iis  • - • “>.r 

Ofl  • • • “«.f 


Of-i.i  op-u  Of-U  . • • 

Opj  Ofj  • • • “r.r 

Op+I.1  ap+\j  O^JI.S  • • - 


Of.i  “fJ  • • - ®T.r> 

worin  pdq  nad  or.>  — (r— l)p-)-«  angenommen  ist,  so  amzaformett, 
dass 
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iu  jeder  Verticalreihe  die  Summe  der  vorderen 
„ ,,  ,,  „ ,,  ,,  hinteren 

„ „ Horizontalreihe  „ „ „ vorderen 

„ ,,  ,,  ,,  ,,  hinteren 


q(q  -f“  I ) 

Indices  « 

» = 2 ■ 

p(g-fl) 

” “ 2 • . 

P(P  + 1)  1 

” — 2 f 


wäre.  Noch  symmetrischer  wäre  folgende  Anordnung  als  specieller 
Fall  der  eben  genannten.  Jede  Verticalreihe  enthält  die  vorderen  ' 
Indices  1,  2,  3 ...  3,  jeden  einmal  und  die  hinteren  wie  oben ; jede 
Horizontalreihe  enthält  die  vorderen  Indices  wie  oben  und  die  hin-  / 
teren  1,  2,  3 . ■ ■ p,  jeden  einmal.  Diesen  Bedingungen  entsprechen  ! 
beispielsweise  die  Lösungen:  ' 


Ä(3,  5)  = 


Ä(3,  7) 


fljj 

“43 

2 

10 

12 

“ss 

“53 

0*1 

5 

15 

4 

“3S 

“11 

“68 

= 

9 

1 

14 

Ul 

“*S 

“81 

11 

6 

7 

**51 

“ss 

“13 

13 

8 

3 

“js 

“41 

“73 

2 

10 

21 

“S3 

“61 

“48 

6 

16 

11 

“31 

“38 

“63 

7 

8 

18 

“43 

“78 

“11 

= 

12 

20 

1 

“53 

“53 

“*1 

14 

15 

4 

“88 

“13 

“61 

17 

3 

13 

“71 

“88 

“33 

19 

5 

9 

Ob  ein  allgemeines  Gesotz,  nach  dem  eine  solche  Anordnung  immer 
ausführbar  wäre,  vorhanden  ist,  möge  dahingestellt  bleiben. 

Die  folgenden  Ausführungen  beziehen  sich  darauf,  eine  Reibe  von 
Speciallösungcn,  die  sich  aus  den  magischen  Quadraten  ableiten  lassen, 
anzugeben,  sowie  eine  allgemeine  Lösung  auf  einem  andern,  von  diesen  I 
Bedingungen  unabhängigen  Wege  herzuleiten. 


§.  1.  In  § 14.  meiner  Arbeit  „Uber  magische  Quadrate  und  ähn- 
liche Zahlenfiguren“  habe  ich  nachgewiesen,  dass  sich  Rfn,»')  ans 
Q(n)  d.  h.  aus  dem  magischen  Quadrat,  welches  aus  den  Zahlen  1 bis 
gebildet  ist,  ableiten  lässt.  Dieser  Ausspruch  lässt  sich  dahin  ver- 
allgemeinern, dass  allgemein  lösbar  ist,  sobald  n ungerade 
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ifit  und  X and  k beliebige  ganze  positive  Zahlen  sind,  welche  der 
Bedingung  x ^ A genUgen. 


Ist  zunächst  X = A,  BO  hat  mau,  wenn  unter  Q(a)  allgemein  das 
ans  den  Zahlen  1,  2 ...  gebildete  Quadrat  bedeutet,  direct: 

Ä(n,  n)  — Q(n) 

Ä(n*,n*)  - Q(n*) 

7j(n*,n»)  = Q(n*); 

bezeichnet  ferner 

7f,(n,n‘)  die  a.  a.  0.  gefundene  Lösung  aus  deuZahlcu  1 bis 
7?,(n,n*)  die  entsprechende  „ „ „ „ n^-j-1  •„  2n^ 

»I  .1  V n » 11  2n®+l  „ 3n3 

72m(x,  n^)  „ ,,  „ „ „ ,,  (n  „ n* 

und  benennt  man  die  Verticalreiheu  dieser  n Rechtecke  der  Reihe 
nach  mit 

■^111  ■'^11*  • ■ • 

•^iii  -^11«  • • • -da.» 

^M,l  . . . An,n 


SO  bringe  man  diese  in  die  a.  a.  0.  gegebene  Anordnung; 


■^111 

Aju  . , 

> . An.n 

■^»IJ 

•^Slt 

A413  . 

Aji,  . 

. • A2,h 

Aii-1,1 

An,a 

Aju  . , 

An_a.11 

At,t 

Ajig  . . 

• Am-I.h 

nm  direct  fZ(n,ii’)  zu  erhalten.  — Analog  ergibt  sich  Ji{n,n*)  aus 
Ä(n,n*),  7f(n,n*)  aus  Ä(n,u*)  U.  B.  W. 

Bildet  man  ferner  nach  §.  3.  der  erwähnten  Arbeit  durch  die 
Zerlegung  n*  = nn 

Q(n*)  = aus  den  Zahlen  1 bis  n* 

und  bezeichnet  die  n Gruppen  von  je  n Vcrticalreihen  mit 
■®iii  -öl«  • • • -öi.b; 
bildet  daun  weiter,  dem  vorigen  analog: 

Ä,(n*,n*)  ans  den  Zahlen  n*-j-l  bis  2n* 

Äj(n*,Ti*)  „ „ „ 2»<-t-l  „ 3n* 


»» 


n 


& 


Ä„(n*,n*) 


>1 


(n — 1 )n*-}“l 


>1 
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mit  den  respectiven  Verticalgruppen: 


■S»ii 

•S*»*  • 

. . B2,n 

■®3)t 

^sii  ■ 

. . B3.H 

Bn.2  .. 

Bn,n 

80  sind  diese  Grössen  B wieder  in  der  oben  aufgestellten  Weise  zo 
ordnen,  um  li{n’‘,n^)  zu  ergeben.  Analog  lässt  sich  dann  aus  diesen 
n^),  . . . ableiten. 

Ferner  stelle  man  sich  Ä(n“,n’)  = Q(n*)  nach  dem  citirten  Para- 
graphen durch  die  Zerlegung  n*  = n.«*  her,  und  bestimme,  indem 
man  » Gruppen  von  je  n*  Verticalreihen  annimmt,  auf  analoge  Weise 
R(n\n*),  R(n\n^)  . . ., 

sodann  -=  Q(n*)  durch  die  Zerlegung  n^  = n.n*  n.  s.  w. 

Die  allgemeine  Gültigkeit  der  Lösung  ist  danach  leicht  ersichtlich. 

§.  2.  Allgemein  lösbar  sind  auch  die  Rechtecke  von  der  Form 
Ä(n,(2i-+l)n), 

d.  h.  diejenigen,  in  denen  das  zweite  Argument  ein  ungerades  Viel- 
faches des  ersten  ist. 

Man  setze  zunächst  n = 3 und  bilde  die  2/t-j-l  Quadrate,  welche 
zusammen  das  Rechteck  ausmachen  müssen,  nämlich  die  Quadrate 
aus  den  Zahlen: 

1 bis  9 mit  den  Verticalreihen  oj,,  a,„  ai,s 

»»11  1»  ^»1  ®i»s  **f»S 

19  — 27  1»  1»  1)  ®s»i  ‘*S)j  “s»s 


2fc.9  + l bis  (21t+l)9  „ „ 


ossfi.i  astfl.s  astiu 


Stehen  die  Verticalreihen  in  dieser  Weise  direct  untereinander, 
so  ist  leicht  ersichtlich,  dass  die  Gesammtvcrticalsummcn  sofort  gleich 
sind;  in  den  horizontalen  Gruppen  steigt  sie  mit  jeder  Gruppe  um 
n*  = 27.  Demnach  hat  die  mittelste,  (A--|-l)8te  Gruppe  die  verlangte 
Summe,  in  welchen  die  vorderen  Indices 

fc-j-l,  fc+l  die  Summe  3fc-f-3  haben. 

Da  die  Anfangsglieder  der  Colonnen  in  einer  und  derselbenVerti- 
calen  sich  nur  um  ein  Vielfaches  von  unterscheiden , so  wird  die 
Lösung  gefunden  sein,  wenn  man  obige  Glieder,  ohne  die  Verticalei 
untereinander  zu  vertauschen,  so  umstellen  kann,  dass  die  Summe  der 
vorderen  Indices  in  jeder  Horizontalreihe  3i-{-3  ist.  Das  geschieht 


aber  durch  die  Anordnung; 

“iii 

“S)l 

at+2,2 

®8»1 

ak^3,3 

a2Jk-3^ 
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Ot-I.1,1  Oik  + 1,2  dl, 3 
a»+2,l  Oi,j  02t,s 

S.1  a2t-2,3 

a2k,i  ak-1,2  04,3 

a2t-(-U  ak,2  03,3 

Ans  diesem  Fall  n = 3 sind  nnn  die  Lösnngcn  für  die  folgenden 
angeraden  Zahlen  leicht  zu  entnehmen. 

Haben  nämlich 

“lil  ®1>2  • • • “ll8 

®2tl  **2«  • • • ‘hii 


a2t.M,l  «2ttl,2  ■ ■ • 028+1.5 

eine  analoge  Bedeutung,  wie  vorher,  so  findet  man  überall  die  erfor- 
derliche Somme  öil--|-ö  für  jede  Horizontalreihe,  wenn  man  au  das 
für  n 3 gebildete  Schema  die  beiden  Verticalreihen 


“1)4  02*fl,5 

“2)4  “38.5 

“28,4  03,3 

028+1,4  Oj,5 

ansetzt.  Dieser  neu  hinzutretende  Teil  ist  dann  unter  entsprechender 
Aenderuiig  der  zweiten  liidices  für 
n — 7,  9,  11  ... 

noch  1,  2,  3 . . . mal  zu  wiederholen. 

Für  die  specicllen  Fälle  n = 9,  15,  21  . . . kann  man  auch  das 
für  n ===  3 gegebene  Schema  3,  5,  7 . . . mal  verwenden,  indem  mau 
die  vorderen  Indices  von  je  3 auf  einander  folgenden  Verticalreihen  in 
der  dort  angegebenen  Weise  umstellt,  die  hinteren  Indices  dieser  3 
auf  einander  folgenden  Vcrticalen  aber  unverändert  lässt. 

Für  n =>  5 und  ein  ungerades  k findet  man  das  gewünschte  Re- 
sultat auch  durch  folgende  Anordnung: 


“in 

08+1.8 

028+1,4 

“l)4 

“1)1 

a^-i.2 

08+3.3 

OiU-1.4 

“l)6 

“1)1 

“28 -SJ 

“8+5.8 

att-3.4 

“8)5 

“8+1 
2 ■ 

08+2.2 

028Z 

08+2,4 

“Ltli 

2 ’ 

«H*  2 
2 * 

028.2 

“1)8 

028,4 

08f8 
2 ■* 

3 ' 

028-2.1 

“4)8 

034-2.4 

08+5  , 

-y-® 

OkftJ 

08-U 

08+8.4 

OkA 

T»a  LXYL 


u: 
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«Irii'liaiiimiilt'  »iBd.  dl*  £< 

«liiomi'ii  der 
^ wird 

M*  iM'tii'ii  Auordauitt  i*i**rr2  ?*• 
'•i’r  .iiiifllhrnnt  m '• 

In  i>|ii  (V»a/Iral  ai<*Y]r'‘K 

K*  hl  vitmA 

Aiuiimriih-  *>/|4  r*it«t>'- 
llWithrht'  (/«»crW 
NriiMfii  (f  r>  T»a  iniftii  ■ i-j 
i'rli«'«  Mi 

f '' 

fiimM» 


✓ 


llcacklhNi« 


Digilized  by  Google 


* Harm  Hl  hi  Ueher  magischt  litchltelce  mit  ungrradta  Seitmzahlrn.  421 


VU! 

• 1 • 

Fl.p 

■>*  ir.  • 

V2.f 

Vr.l 

Fr, 2 

. . . 

Vr.p 

gleiche  Verticalsummeii , während  die  Horizontalanrnmcn  zwar 
ich  sind,  aber  unter  sich  durch  das  in  §.  2.  gelehrte  Verfahren 
glichen  werden.  Mithin  ist  Ii(p,rg)  ans  R{p,q)  abzuleitcn. 

6.  Bezeichnet  man  ferner  die  Horizontalreiben  des  auf  irgend 
n Wege  gefundeneu  Rechteckes  R{p,q)  mit 

• • • Hi,f, 

die  Horizontalreiben  der  Rechtecke  aus  den  Zahlen; 
pg-f-l  bis  2pq  mit  /fj,|  H^,^  . . . FT2.q 


2pq-\-X 


Spq 


fh.i 


-l)y>3+i  » <P9  » 

ffi.i  »t» 

...  Ht,g  t = 2fc'+ 1 

steUe  man  das  Schema: 

»2,1  ••• 

Ht.i 

»in  • • • 

»t.i 

Ri., 

»i.2  . . . 

»t.i 

( und  ordne  dasselbe  uach  §.  2.  und  4.  so,  dass  die  Gesammt- 
rizoutalreiheu  dieselben  bleiben,  die  Verlicalen  sieb  aber  so  er- 
nzcD,  dass  die  Summe  der  vorderen  ludiccs  durchweg  gleich  ist. 

Danach  ist  auch  R(tp,q)  aus  R(p,q)  abzuleiten. 

Für  den  Fall,  dass  q > t,  empfiehlt  sich  eine  Anordnung,  welche 
ju  dem  System  der  H einen  quadratischen  Teil  absondert  und  die 


1 


Reiben  je  zwei  und  zwei  sich 

ergänzen  lässt. 

Diese  ist: 

»1,1 

»i,l 

»i,i 

. . . 

Hi.i 

»i,i 

»i,i 

»in 

. . . »t» 

»in 

»»n 

»in 

»in 

...  //„3 

»i,i 

»1.1 

H\.t 

H2,t 

...  »t-2.t 

Ht-U 

^./f  t 

. . . //<_!.»+ 1 

»t.t-¥\ 

»t—\,t^i 

»t-i.t+2 

. . . »2,t  \ 2 

»l.t^i 

»U*3 

»2.I1-» 

. . . /A-1./+3 

»t,t+3 

»1.1^* 

»t-i,t-\-i 

. . . /f2.<+4 

»l.H-1 

^ Fasst  mau  die  Resultate  dieses  und  des  vorigen  Paragraphen 

worin  r,  t,  p,  q ungerade 
g^^bar  ist.  Es  genügt 
|^|euigen  Rechtecke 
ahlen  sind. 
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Ö*+U 

“in 

a2t+i,3 

<U+1‘5 

at+2,1 

Ok^l,2 

a2k-13 

“in 

ak+2^ 

a2t-2,i 

Ok—\ 

y-» 

ai+6 
2 • 

a2*-U 

«*+62 

2 ’ 

“SlS 

--i.. 

aa-1.5 

a2i,i 

“t+i  „ 

-j-.Z 

“SiS 

a»+3  ^ 
2 ' 

atx.i 

2 

2 ’ 

“118 

a*fi 

2 ' 

02t  1 Ifi 

Der  erste  Teil  dieses  Systems  ist  vollständig  symmetrisch  nac 
beiden  Seiten  von  der  Mitte  ans  gebaut,  der  zweite  Teil  ist  in  de 
äusseren  Reihen  ganz,  in  der  zweiten  und  vierten  altemirend  syu 
metrisrh. 

Dass  sich  hieraus  ebenfalls  eine  Speciallösnng  fflr  n = 15, 

35  ...  ergibt,  wird  nach  dem  Vorigen  nur  der  Erwähnung  bedürfei 

§.  3.  Weiter  ergibt  sich,  dass  auch  die  Formen 
ü(n,  (2n — l)n),  ü(n,  (3n — 2)n),  ...  ij(n[(l:-|-l)n — i']n) 

sich  auf  Q(n)  reduciren  lassen. 

Man  stelle  die  2»  — 1 Quadrate,  welche  gebildet  sind  ans  de 
Zahlen: 

1 bis  n*  mitdenVerticalreihen  a,„  o,,, 

,,  11  11  ®lll  ®*1S  ...fls.» 

(2n— 2)n*-j-l)  „ (2n— l)n*  „ „ „ asn-i,i  am-l.i  aim-l. 

direct  unter  einander,  so  haben  die  Gesammtverticalcn  wieder  di( 
selbe  Summe.  Die  Anordnung  der  einzelnen  a muss  also  so  gcschebei 
dass  auch  in  den  Horizontal  reiben  die  Summe  der  vorderen  Indi« 
gleich  wird,  und  zwar: 

= ((n  + Sn-fSn-f  . . .(2n  — l)n)  = n* 

Das  erreicht  man,  wie  leicht  ersichtlich,  durch  folgende,  auf  die  Ge 
sammtverticalcu  ohne  Einfluss  bleibende  Anordnung: 


“111 

“31* 

“5i3  • 

. 02H-5,n-2 

a2H-3,n-l 

“*ii 

“ll* 

“bis  • 

■ 02h— 4,h— 2 

a2H-2,»i-i 

A|»,N 

“an 

“5l* 

“llS  • • 

. «2h -3,11-2 

ai.H 

“411 

“s>* 

“üis  • • 

. Ö2«— 2.W-2 

«l.w-l 

«5il 

“7l* 

<>913  ■ • 

. a2n-l.n-2 

a2.H-l 

^2.« 

“«ii 

“bi* 

“l0l3  • • 

ai,n-2 

03.H-1 

®w  + 2.h 
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a2n— 3,1  a2n— 1.2  • • * a2N— 8.n-2  a2n-6.n-l  On^2,n 

a2n— 2,1  0^,2  «3,3  . . . <I2n-7.H-2  a2H-5,n-\  a2n-2,n 

— 1,1  ^»2,2  • ■ ■ 02b— 6,n— 2 02m — I.m— l Om— l,n, 

welche  direct  7Z(n,(2n  — 1)«)  ergibt.  Die  Richtigkeit  der  Anordnung 
ergibt  sich  leicht  dadurch,  dass  die  erste  Reihe  geuUgt,  und  in  deu 
folgenden  gegen  die  vorhergehende  entweder  n — 1 vordere  Indices 
um  1 znnehmen,  während  einer  um  n — 1 abnimmt,  oder  » — 2 vor- 
dere Indices  um  1 wachsen,  einer  um  n wächst  und  einer  um  2n  — 2 
abnimmt.  In  beiden  Fällen  wird  die  Summe  der  vorderen  Indices 
nicht  geändert.  Zur  Bestimmung  von  Ä(n,  (3n — 2)n)  hat  man  den 
obigen  (2n  — 1)  Quadraten  noch  diejenigen  n — 1 zuzufOgen,  welche 
gebildet  sind  aus  den  Zahlen ; 

(2n — l)n*-|-l  bis2n.n*  mitdenVerticalreihena2„.)  a2n,2  ...aan.n 

2n.n*-|-l  „ (2n-j-l)n-  „ „ „ a2n+U  02»+l,2...a2ii+l,H 

{3n — 3)n*-|-I)„  (3n— 2)n*  „ „ „ 03„_2.1  03«-2.2...0Si.-2,b 

Dies  System  mit  dem  obigen  zusammengestellt,  gibt  wieder  dieselbe 
Summe  der  Gesammtverticalen.  Als  Summe  der  einzelnen  Horizou- 
talreihen  findet  man  analog  wie  oben: 

g^^(«-l-2n-f  3n+  . . . (3n  — 2)n)  => 


welche  leicht 
Grössen  a zu 

durch  folgende , 
erreichen  ist; 

der  obigen 

analoge  Umstellung 

“45* 

“753 

“3«-8.b-2 

a3»-6,»-l 

03n— 2.M 

“»51 

“65» 

“853 

08m-7,m-2 

OSn-4,m-1 

“2»-!,« 

“S51 

“65» 

“953 

0351-6,»— 2 

a3H-3.N-l 

“».» 

“451 

“75* 

“l053  • • • 

08n— 5,m— 2 

03m— 2.M-! 

Ol.M 

“»5» 

“|153  • • • 

03„_4,»_2 

oi.«-i 

02m,h 

“G51 

“»5» 

“l*53  • • • 

fl3»i-3,M-2 

02,«-! 

On+l.n 

“751 

“l05* 

“lS53  • • • 

03«— 2.M-2 

03,«-  1 

02.M 

“S5l 

“ll5» 

“l45S  • • • 

“l.»-2 

“4,»-l 

02m4-1.m 

03m-S,1 

“»5» 

“653 

08h— 10,h-2 

03m-7,m-1 

02n— 2.  M 

«3b-2,1 

“S5» 

“653 

<78«  -9,»— 2 

osM-e.H— 1 

Oh-1,ii. 

In  ähnlicher  Weise  lassen  sich  die  übrigen  hierher  gehörigen 
Rechtecke  ableiten. 

§.  4.  Endlich  ist  auch  die  Aufstellung  von  R(mp,  np),  worin  ausser 
p auch  n und  m beliebige  von  1 verschiedene  positive  ungerade  Zahlen 
sind,  auf  die  Lösung  eines  Quadrates  zurflekzufUhren. 

Sei  zunächst  n>»n,  so  bilde  man,  von  Q(p)  ausgehend,  nach 
§.  2.  das  Rechteck 
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R(p,mp)  aus  den  Zahlen  1 bis 

uud  analog  die  Rechtecke  „ „ „ 

).  1,  « '2mp*-\-\  „ 3«v* 

» 11  (n— „ nmp-. 

Jedes  dieser  Rechtecke  hat  dann  p Verticalreihen  und  mp  Hoh- 
zoiitalreihen,  lässt  sich  aber  dadurch,  dass  man  je  p Horizontalreihea 
zusammenfasst,  in  m Bestandteile  von  Quadratform  zerlegen,  welche 
fUr  dasselbe  Rechteck  unter  sich  gleiche  Horizontalsumme  und  gleiche 
Yerticalsnmmc  haben.  Bezeichnet  man  diese  Teilquadrate 

des  ersten  Rechteckes  mit  Q,„  Qj,j  . . . Qi.« 

„ zweiten  ,,  ,,  Qgn  Qg,g  . . • Qs.w 

11  Titen  „ ,,  Qn,\  Qn.s  . • . Qm,»i 

so  ist  ersichtlich,  dass  in  dieser  Anordnung  alle  Verticalen  sofon 
glcichsummig  sind,  die  Horizoutalsummen  aber  noch  den  Vertical- 
summeu  der  betreffenden  Rechtecke  eutsprecheu.  Doch  auch  diese 
Verschiedenheit  wird  offenbar  durch  Anwendung  der  iu  §.  2.  ge- 
gebenen Anordnung  beseitigt.  Für  n <C_m  hat  man  nur  « uud  « io 
der  Ausführung  zu  vertauschen,  während  für  u = m das  Rechteci. 
in  ein  Quadrat  übergeht. 

Es  ist  somit  nacligcwiesen,  dass  ein  magisches  Rechteck,  dessen 
Argumente  nicht  relativ  prim  zu  einander  sind,  immer  auf  dasjenige 
magische  Quadrat  zurückgeführt  werden  kann,  dessen  Grundzahl  der 
grösste  gemeiuschaftlicbe  Factor  der  beiden  Argumente  des  Recht- 
eckes ist.  


§.  5.  Sei  ferner  It(p,q),  worin  p uud  q beliebige  von  einander 
verschiedene  ungerade  Primzahlen  siud,  auf  irgend  einem  Wege  ge- 
fuudeii  worden,  und  enthalte  dieses  Rechteck  die  Verticalreihen: 


Fiii  F,,g  ...  ii.p. 

Bezeichnet  man  dann  cntsprechcud  mit: 


^"S11 

^*1»  • ■ 

* 3»1 

Fsis  • • 

. ya.p 

IV.I 

Vr,2  ... 

■ y'.p  r 

= 2t+l 


<lie  Verticalreihen  der  analogen  Rechtecke  aus  den  Zahlen: 
p.q-\-\  bis  2p. q 
2p-9+l  11  ^-9 


(r— 1)^.2  + 1 „ r.p.q, 
SO  ergibt  die  Anordnung: 
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^lil  ^D*  • 1 • 

1«»»  • • • ^2.p 

l'r.:  Ir, 2 . . . Vr.p 

direct  ji^Ieicbc  Vorticalsummen , während  die  Horizontalsaromcn  zwar 
ungleich  sind,  aber  unter  sich  durch  das  in  §.  2.  gelehrte  Verfahren 
ausgeglichen  werden.  Mithin  ist  K(p,rq)  aus  B(p,q)  abzuleiten. 

§.  6.  Bezeichnet  mau  ferner  die  Horizontalreihen  des  auf  irgend 
einem  Wege  gefundenen  Rechteckes  R(p,q)  mit 

^11*  • • • -^1.2) 

und  die  Horizontalreihen  der  Rechtecke  aus  den  Zahlen: 
bis  2pq  mit  //j,j  . . . Hi,q 

2pq-{“l  ,,  n ^fsil  • • • ^2.1 

(t — \)pq-\-l  „ tpq  „ Ht.\  Ht^  ...  Ht.q  < = 2I:'+1 

SO  stelle  man  das  Schema: 

• ■ • ^t-2 

H\,q  R2,q  . . ■ Rt.q 

auf  und  ordne  dasselbe  nach  §.  2.  und  4.  so,  dass  die  Gesammt- 
horizoutalreiheu  dieselben  bleiben,  die  Verticaleu  sich  aber  so  er- 
gänzen, dass  die  Summe  der  vorderen  Indices  durchweg  gleich  ist. 
Danach  ist  auch  R(tp,q)  aus  R{p,q)  abzuleitcn. 

Ftir  den  Fall,  dass  t,  empfiehlt  sich  eine  Anordnung,  welche 
vou  dem  System  der  H einen  quadratischen  Teil  absondert  und  die 
ttbrigon  Reihen  je  zwei  und  zwei  sich  ergänzen  lässt.  Diese  ist: 


Hut 

Hm 

Hm 

. Hl-l.l 

Hi,i 

Hm 

Hm 

Hm 

Ht.2 

Hut 

Hm 

Hm 

Hm 

■ Hm 

Hut 

Hi.t 

H\.t 

Hi.i 

Ht-2.t 

Ht-i.t 

Wi.i+i 

Hi,t^\ 

Hi.t^i 

Ht-\,t+\ 

Hi,t+\ 

^«.<+2 

Ht-2,i+2  . . 

H2.t\2 

Äi,<+2 

Hu+3 

//2,<+3 

Ha, 1+3 

/fi(-l,«+3 

Ht,t^q 

Ht-\,t^A 

W<-2,«+4  . • • 

H2,tk* 

H\,t\t 

Fasst  man  die  Resultate  dieses  und  des  vorigen  Paragraphen 
zusammen,  so  findet  man,  dass  R{tp,rq),  worin  r,  (,  p,  q ungerade 
Zahlen  sind,  allgemein  auf  R(p,q)  zurUckfUbrbar  ist.  Es  genUgt 
demnach,  den  Nachweis  zu  führen,  dass  alle  diejenigen  Rechtecke 
sich  darstcllen  lassen,  deren  Argumente  absolute  Primzahlen  sind. 
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§.  7.  Geht  man  von  dem  klcinstmöglichen  Rechtecke  Ä(3,5)  aas. 
so  findet  man  eine  einfache  Lösung  auf  folgendem  Wege: 

Man  wende  auf  die  natürliche  Anordnung: 

1 2 .3 

4 5 6 

7 8 9 

10  11  12 
13  14  15 

die  in  §.  2.  hcrgclcitcte  Umstellung  an,  so  erhält  man: 

1 8 15 

4 11  9 

7 14  3 

10  2 12 
13  5 6. 

Darin  entsprechen,  wie  leicht  ersichtlich,  alle  Horizontalrcihen 
und  die  mittelste  Vertiealreihe  den  zu  stellenden  Anforderungen;  die 
erste  Vertiealreihe  hat  in  Folge  der  Anordnung  eine  um  5,  resp.  im 
allgemeinen  Falle  (K(3,q))  eine  um  q zu  kleine,  die  letzte  eine  nm 
ebensoviel  zu  grosse  Summe. 

Bezeichnet  man  nun  mit  ^(5)  die  Zahlenreihe,  welche  angibt,  am 
wieviel  die  einzelnen  Glieder  der  dritten  Vertiealreihe  grösser  sind.  I 
als  die  entsprechenden  der  ersten,  so  findet  man:  ! 

^(5)  = 14,  5,  —4;  2,  —7.  ! 

Also  ist  durch  Vertauschung  der  betreffenden  Glieder  4 und  9 
in  der  zweiten  Ilorizoutalreihe  der  gewünschte  Ansgleich  zu  bewerk- 
stelligen. Demnach  erhält  man:  : 

I 1 8 15 

9 11  4 

Ä(3,5)=  7 14  3 

10  2 12 
13  5 6 

Ebenso  findet  man  für  Ä(3,7)  u.  s.  w.  bei  analoger  Aufstellung  der 
Differenzenreihen  J{7)  u.  s.  w.  den  erforderlichen  Ausgleich,  wenn 
die  durch  die  folgenden  Identitäten  angedeuteten  Gliederpaare  der 
ersten  nnd  dritten  Vertiealreihe  mit  einander  vertauscht  werden.  Es 
ist  für 


z#(7) 

ein 

Ausgleich 

7 ■=  5 + 2 

^(9) 

99 

9 nicht  darstellbar 

z^{ll) 

9? 

99 

11  = 11 

^(13) 

99 

99 

13  = 11  + 2 

^(15) 

99 

99 

15  = 17  — 1 — 1 

^(17) 

91 

99 

17  = 23+11—4—13 

^(19) 

99 

99 

19  = 14+5 
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^(21)  ein  Ausgleich  21  = 26— 19-f-17— 10-|“8— 1 
A23)  „ „ 23  = 23 

wobei  zu  bemerken  ist,  dass  der  Ausgleich  teilweise  auch  durch  au- 
dere  Zahleucombinationcn  bewerkstelligt  werden  kann. 

Man  obcrzengt  sich  leicht,  dass  nur  drei  verschiedene  Differenz- 
reihen auftreten,  welche  den  Fällen 

<2=1,  3,  5,  mod.  6 

entsprechen  und  nach  beiden  Seiten  an  Gliederzahl  wachsen.  Jede 
vollständige  Differenzreihe  besteht  aus  zwei  Teilen,  von  denen  der 
erste,  dem  oberen  Teile  des  Rechteckes  entsprechende  ein  Glied  mehr 
als  der  zweite  enthält  Für  q = 3,  mod.  6 sind  die  Glieder  beider 
Reihen  teilweise  identisch.  Das  erste  Glied  der  oberen  Reihe  wächst 
um  6,  das  erste  der  unteren  um  3,  sobald  um  2 wächst.  Die  con- 
stante  Differenz  je  zweier  auf  einander  folgender  Glieder  ist  in  beiden 
Teilen  9.  Es  ist  demnach 

J(a)  conform  mit 
sobald  a = b,  mod.  6 ist 

Ferner  braucht  nur  die  Darstellbarkeit  von  9 auf  einander  fol- 
genden ungeraden  Zahlen  nachgewiesen  werden,  weil  die  zehnte  der 
ersten  mod.  18  congment  ist.  Also  ist  bei  der  um  18  vergrösscrtcu 
Zahl  nur  statt  der  grössten  positiven,  welche  ans  der  Difforenzreihe 
fttr  den  Ausgleich  verwendet  worden  ist,  die  um  18  grössere  aus  der- 
selben Reihe  einznsetzen.  Da  nun 

23  = 5,  mod.  18, 

und  ausserdem  fUr  q =-  27  auch  der  Ausgleich : 

27  = 35-t-44  — 46+  26  — 28+17— 19-f  8— 10 
und  folglich  auch  der  Ausgleich  für 

9 — 45,  63,  81,  99  ... 
darznstellen  ist,  so  ergibt  sich  das  Resultat: 

Es  ist  ä(3,  9)  für  jedes  ungerade  9 mit  Ausnahme  des  Falles 
9 — 9 auf  diesem  Wege  darstellbar.  Aber  Ä(3, 9)  ist  auf  anderem 
Wege  hergeleitet  worden. 

§.  8.  Wenn  man  eine  ähnliche  Lösung  für  R(b,  n)  anfstellen  will, 
so  gehe  man  für  JZ(5, 7)  wieder  von  der  Anordnung 
1 2 3 4 5 

6 7 8 . . . . 

35 

ans.  In  dieser  hat,  wenn  man,  wie  künftig  allgemein,  mit  Va  die  atc 
Verticalreihe  bezeichnet,  Fj  sofort  die  verlangte  Summe, 

Vf  und  F4  eine  um  7,  resp.  allgemein  um  9, 

„ Fj  „ „ 14  „ „ „ 2q  abweichende  Summe; 
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die  erste  ist  jedesmal  nra  die  betrefTende  Zahl  zn  klein,  die  zweit« 
zn  gross.  Ordnet  man  nun  die  drei  inneren  Reihen  wie  im  vorigen 
Paragraphen,  lässt  V,  unverändert  und  schreibt  1 5 in  entgegengesetzter 
Richtung,  so  erhält  man  wieder,  wie  leicht  nachzuweisen,  ein  Schema, 
in  dem  alle  Horizontalreihen  und  die  mittlere  Verticale  genügen, 
nämlich : 

I 2 18  34  35 

6 7 23  24  30 

II  12  28  14  25 

16  17  33  4 20 

21  22  3 29  15 

26  27  8 19  10 

31  32  13  9 5. 

Sei  nun  wieder  /t(7)  die  Zahlenreihe  (V4)  — (P»),  welche  entsteht, 
wenn  jedes  Glied  in  l\  um  das  entsprechende  in  P*  vermindert  wird, 
nnd  d'{7)  die  in  demselben  Sinne  aus  Pj  und  P5  gebildete  Reihe 
( Pj)  — ( Pi),  so  ist 

J[7)  = 32,  17,  2,  —13;  7,  — 8,  -23 

J’(7)  = 34,  24,  14,  4,  -6,  —16,  —26. 

Da  die  betreffenden  Ausgleichungszahlen  7 resp.  14  direct  in 
diesen  Reihen  stehen,  so  hat  mau  durch  Vertauschnng  der  zu  diesen 
Zahlen  gehörigen  Gliederpaare  sofort: 

1 2 18  34  35 

6 7 23  24  30; 

25  12  28  14  11 

7J(5,7)  = .16  17  33  4 20  j 

|21  29  3 22  15 

I 26  27  8 19  10 

! 31  32  13  9 5 

Nun  sieht  man  aber  leicht,  dass  J'(q)  für  jedes  folgende  Argn- 
ment  dieselben  Zahlonwerte  behält  und  sich  nur  dadurch  ändert,  dass 
jedesmal,  so  bald  q um  2 gewachsen  ist,  beiderseits  ein  Glied  angesetzt 
wird.  Man  findet  deshalb  sehr  leicht  die  Ausgleichzahlcu.  Es  ist  für 
ä‘(l)  ein  Ausgleich  2.7  ■=  14 

,4'(9)  „ „ 2.9  =14  + 4 

.#’(11)  „ „ 2.11  = 24+4-6 

J'aS)  „ „ 2.13  = 24+14+4-16 

^'(15)  „ „ 2.15=34  + 14+4  — 6 — 16 


^'(17)  und  folgende  erhalten  ihren  Ausgleich  dadurch,  dass  sich  diese 
Periode  wiederholt  mit  der  Aeuderung,  dass  die  grösste  verwendete 
positive  Zahl  um  20,  von  .^'(27)  au  um  40  u.  s.  w.  vergrössert  wird. 
Es  ist  demnach  nur  auf  den  Ausgleich  in  J{q)  zn  achten. 
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Man  findet  für  J{q)  wieder  3 Perioden,  welche  den  Fornicn 
5=1,  3,  5,  mod.  6! 

entsprechen.  Das  Anfangsglied  wächst  im  ersten  Teile  von  J jedes- 
mal um  10,  im  zweiten  um  5,  constante  Gliederdifferenz  in  beiden 
Teilen  ist  15;  demnach  ist  ^(a)  conform  mit  d(h),  wenn  a=h  mod.  6 ist. 

Die  Periode  der  Darstellbarkeit  hat  15  Glieder,  entsprechend 
den  Formen 


5=1,3, 

5,  .. 

. 27,  29,  mod.  30. 

Nun  ist  für  zf(7)  ein 

Ausgleich  7 — 7 

^(9)  „ 

1» 

9 — 27  — 18 

^(11)  „ 

11  - 17  + 7—13 

^(13)  „ 

11 

13  = 17  + 7+2—13 

^(15)  „ 

11 

15  = 27  + 27-18-18  — 3 

^(17)  „ 

»1 

17  = 17 

z#(19)  „ 

11 

19  = 17  + 2 

^(21)  „ 

11 

21  - 27—3  — 3 

^(23)  ., 

11 

23  = 37  + 7—8  — 13 

zf(25)  „ 

11 

25  — 37  + 17+2  — 8—23 

^(27)  „ 

11 

27  = 27 

^(29)  „ 

H 

29  = 22  + 7 

^(31)  „ 

11 

31  = 32  + 7 — 8 

^(33)  „ 

11 

33  - 27+12  — 3 — 3 

zf(35)  „ 

11 

35  - 22  + 17  + 7 + 2 — 13 

^(37)  „ 

11 

37  = 7,  mod.  30. 

Weiterhin  ist  also  die  jedesmalige  grösste  positive  Zahl  rechts  um 
30  zu  erhöhen,  um  einen  nm  30  grösseren  Ansgleich  zu  gehen.  Da- 
nach ist  ä(5,5)  auf  diesem  Wege  für  jedes  ungerade  5^7  dar- 
stellbar. 

§.  9.  Will  man  Ä(7,5)  darstellen  und  ordnet  die  Zahlen  dem 
entsprechend : 

1 2 3 4 5 6 7 
8 9 10  11  12  13  14 

so  lassen  sich  die  drei  mittelsten  Verticalen  ebenso  wie  früher  1h.- 
handeln.  Man  hndet,  der  Analogie  gemäss,  eine  AnsgleichungsiH;riwle 
für  21  auf  einander  folgende  ungerade  Zahlen,  von  denen  jedoch 
einige  zusammengesetzte  von  der  Form  6i-{-3  nicht  darsUdlbar  sind. 
Wenn  man  die  Beihen  für  JI'J),  /Kll)  u s.  w.  anfsUdlL  findet  man 
als  einen  Ausgleich: 
für  zf(9)  ist  9 nicht  darstellbar 
zf(ll)  „ 11=9+2 

« 13  - 9+23-19 
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für  ^(15)  ist  15  nicht  darstellbar 
^/(17)  „ 17  = 9-I-23-19-K4— 40 
.^(19)  „ 19  = 94-23—19+44—40+2 
^(21)  „ 21  nicht  darstellbar 

^(23)  „ 23-=  23 
/^(25)  „ 25  = 23+2 
^f(27)  „ 27  = 37-5—5 
^(29)  „ 29  = 23+2+44—40 
^(31)  „ 31  = 23+44—40+65—61 
-4(33)  „ 33  ■=  16-5+37—26+58-47 
/}{Sb)  „ 35  = 234-44—40+65—61+86—82 
-4(37)  „ 37  = 234-44-40-1-65-61-1-86—82+2 
-4(39)  „ 39  = 16-5+37—26+58—47+79—68-5 
J(41)  „ 41  = 30+9+2 
-4(43)  „ 43  = 304-9-1-23—19 
.4(45)  „ 45  = 100-5+16+37+58+79+100 
— 26-47—68—89-1 10 
4(47)  „ 47  = 30+9+23-194-44-40 
4(49)  „ 49  = 30+94-23-19-f44-40+2 
4(51)  „ 51  = 121+16+37+58+79+100+121+142 
—26—47—68—89—110—131—152 
4(53)  „ 53  = 11,  mod.  42, 

also  die  Periode  erschöpft.  Von  hier  ab  ist  für  je  21  auf  einander 
folgenden  Argnmente  statt  der  grössten  positiven  Zahl  die  um  42 
grössere  zu  setzen.  Behandelt  man  die  vier  restirenden  Verticalreihen 
so,  dass  Vj  und  l'ä  unverändert  bleiben,  F,;  und  Fj  dagegen  in  ent- 
gegengesetzter Ordnung  geschrieben  werden,  so  würde  sowohl  (F;) 
— (Fj),  als  auch  ( Fg)  — ( F^)  eine  Differenzenreihe  ergeben,  welche 
nur  gerade  Zahlen  enthielte.  Daun  würde  die  aus  (F,)  — (F,)  ge- 
bildete Differeuzenreihe  den  für  sie  erforderlichen  Ausgleich  3g  nicht 
zulasseu.  Durch  eine  einfache  Umstellung  von  nur  4 Gliedern  lassen 
sich  aber  in  jede  der  beiden  Differenzenreihen  zwei  ungerade  Zahlen 
hinein  bringen,  welche  in  der  inneren  Reihe  für  die  Darstellung  von 
2q  nicht  hinderlich  sind,  dagegen  in  der  äusseren  den  Ausgleich  3; 
ermöglichen. 

So  kann  man  z.  B.  für  Ä(7, 11),  da  Ä(7,  9)  nach  dem  Vorigen 
unmöglich  wird  und  auf  anderem  Wege  als  i2(9, 7)  darznstellen  ist, 
in  der  dritten  und  vierten  Horizontalreihe  für  die  betreffenden  Ver- 
ticalrciben  die  Zahlen: 

22  23  ...  55  56 
29  30  ...  48  49 

durch  einfache  Umstellung  in  F,  und  Vj  umformen  in: 

22  30  ...  55  49 
29  23  ...  48  56 
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nrodnrcb  weder  die  Verticalen,  noch  die  Horizontalen  in  ihrer  Summe 
beeinträchtigt  werden. 

Man  erhält  dann  nach  dieser  Umformung  als  innere  (/^i)  und 
äussere  (Ja)  Reihe  von  Differenzen  für  i2(7, 11): 

Ji  =.  74,  60,  46,  25(32),  25(18),  4,  —10,  -24,  —38,  -52,  —66. 
Ja=  76,  62,  48  27(34),  27(20),  6,  —8,  —22,  —36,  -50,  -64. 

Die  ursprünglichen  Werte  der  beiden  veränderten  Zahlen  sind 
eingeklammcrt  dazu  gesetzt  worden.  Beachtet  man  aber  weiter,  dass, 
sobald  9 um  2 wächst,  Jt  und  Ja  in  ihrer  ursprünglichen  Form  sich 
nur  dadurch  ändern,  dass  beiderseits  ein  Glied  angesetzt  wird,  so 
überzeugt  man  sich  leicht,  dass  es  stets  möglich  ist,  diejenigen  Reihen 
für  die  Vertauschung  zu  bestimmen,  welche  die  ungeraden  Glieder 
27  resp.  25  für  die  Differenzenreihen  ergeben.  Demnach  ist  zu 
fragen:  Lässt  sich  aus  den  obigen  Reihen  Jt  resp.  Ja  der  Ausgleich 
'2q  resp.  3q  allgemein  darstcllen? 

Man  findet  nnn  für 


^,(11)  den  Ausgleich  22  = 46—24 


^.<13) 

^.(15) 

^.(17) 

^.(19) 

^.(21) 

-=#.(23) 

<^.(25) 


26  = 46— 24-H 

30  -■  46-24-1-60-52 

34  — 46-24-1-60—52-1-4 

38  = 46-24-1-60—52-1-74-66 

42  = 46-24-1-60—52-1-74—66-1-4 

46  = 46 

50  = 74-24, 


aber  da  50=22,  mod.  28  ist,  so  ist  mit  diesem  Gliedo  bereits  die 
neue  Periode  begonnen.  Für  je  7 auf  einander  folgende  Argumente 
ist  nnn  der  Ausgleich  dadurch  zu  bestimmen,  dass  die  jedesmal 
grösste  positive  verwendete  Zahl  durch  die  um  28  grössere  ersetzt  wird. 


Dagegen  hat  man  für: 
'^a(ll)  den  Ausgleich  33 
‘^.(13)  „ 

^.(15)  „ 

^»(kt)  „ ,, 

^.(19)  „ 

^•(21)  „ 

^•(23)  „ 

^.(25)  „ 

also,  da  75  = 33,  mod. 


27-f6 
39  = 27-1-48-36 
45  = 27-l-48-36-f6 
51  = 27-1-48-36-1-62—50 
57  - 27-1-48—36-1-62-50-1-6 
63  = 27-H8-36-1-62— 50-1-76— 64 
69  — 27-1-48-36-1-62— 50-f 76-64-1-6 
75  = 27-1-48, 

42  ist,  auch  hier  eine  siebenstellige  Periode. 


Für  je  7 auf  einander  folgende  Argumente  ist  nun  die  grösste 
positive  Zahl,  welche  verwendet  worden  ist,  durch  die  um  42  grössere 
üü  ersetzen.  Danach  ist  auch  R(7,  q)  allgemein  darstellbar , wenn  q 
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nicht  die  Form  64:4-3  hat.  Aber  da  diese  Form  keine  Primsahlea 
enthält,  ist  die  Lösung  eine  allgemeine. 


§.  10.  Nun  wäre  zn  fragen,  wie  weit  dieses  Verfahren  unter 
entsprechenden  Modiiieationeu  eine  allgemeine  Bebaudlnug  znlässt. 
Es  würden  demnach  die  Differenzenreiben  in  allgemeinen  Zahlen  n 
bestimmen  sein.  Man  gehe  von  den  mittelsten  drei  Verticalen  des 
für  7i(2m-J-l,  2n4-l)  zu  Grunde  liegenden  Systems 

1 2 3 ...  2m  2»»-}-l 

2m-|-2  2m-|-3  2m-|-4  . . . 4m--{*’l  4fw4-2 

4m4-3  4m-)-4  4m-j-5  . . . 6m4-2  6w»4-3 

ans  und  sondere  Km  und  Km+a  ab,  da  K„+i  ohne  Weiteres  die  ver- 
langte Summe  gibt  und  nur  nach  Massgabe  von  §.  2.  umgestcllt  zi 
werden  braucht.  Nun  hat  man 


3m4“l 

5m-}-2 

7m-i-3 


m-j-2 

3m-f-3 

5m4-4 

7m-f-5 


Km+2 


(4n — l)m4-2n-)-l 
(4H4"  1 )”*4*2n4*2 


(4n — l)m-f-2n — 1 
(4n-j-l)m-f-2H 
Nach  erfolgter  Umstellung  hat  man  dagegen: 

Km  Km+2 

m (4n4-l)”»4-2«-|-2 

3m-|-l  (4n — 3)»n-|-2n 

5m4'2  — 7)m-|-2n — 2 


(2n — l)m-|-n — 1 
(2ft-j-l)m-|-n 


5n-H 

ot4-2 


( 2n-j-3)  m-f- »4"  1 
(2n-|-5}m-|-rt“|-2 
(2u-f-7)m4'n-)~3 


(4n — l)m-|-2n+l 
(4n — 5)m-(-2n — 1 
(4n — 9)m-|-2n — 3 


(4n — l)m-|-2n — 1 Im-^b 

(4n-j-l)m-j-2n  3m-|-3 

worin  durch  den  wagrechteii  Strich  die  beiden  Teile  der  Differenzen- 
roihe  ^ angedeutet  worden  sind.  Bezeichnet  man  dieselben  mit  .d, 


und  so  hat  mau: 


Jj  = 4r»m-}-2n-j-2 

(4n — 6)m-{-2n — 1 
(4ii — 12)m-|-2n — 4 


= (2k — 4)ra-j-n 
(2n — 10)m4-n — 3 
(2n — 16)m-j-n — 6 
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— (2n — 12)m — n-(-8  — (4n — 8)i» — 2n-|-6 

— (2n — 6)m — n-j-5  — (4n— 2)wi — 2n-{-3 

— 2nm — n-\-2. 

Die  constante  Gliederdifferenz  in  beiden  Teilen  ist  6m-|-3=»3(2OT-f-l). 
hat  n+l,  dl  hat  « Glieder.  Die  zu  beantwortende  Frage  lautet 
nun:  Wann  lässt  sich  aus  den  in  und  di  genannten  Gliedern 
durch  einfache  Addition  der  Wert  2n+l  darstclleu? 

Zunächst  ist  sofort  ersichtlich,  dass  alle  Glieder  von  d^  unter 
sich  und  alle  Glieder  von  di  unter  sich  congrucnt  nach  dem  Modul 
6m-|-3  sind.  Bestimmt  man  die  kleinsten  Reste,  so  findet  man: 
für  n = 0 mod.  3 1.  | = 2 

also  2n+l  = 1 mod.  6 j { di  = 2m+3 

für  n = 1 mod.  3 1.  ( df  = 4m-j-4 

also  2n-j-l  = 3 mod.  6 ) = 4»«-f-4 

für  n = 2 mod.  3 \ . j /#,  = 2»»-t-3 

also  2n-|-l  = 5 mod.  6 ) \ = 2 

Für  2» -1-1  =3  mod.  6 ist  also  dj  mit  dg  teilweise  überein- 
stimmend. Für  die  drei  auftretenden  Reste  gilt  übrigens  noch 
4t» -1-4  = 2m-l-3  = 2,  mod.  2»»-l-l, 
d.  h.  alle  in  diesen  Diffcrcuzenrcihen  auftretenden  Glieder  lassen, 
durch  das  erste  Argument  dividirt,  den  Rest  2. 

Für  die  weitere  Behandlung  hat  mau,  von  diesen  kleinsten  Resten 
Busgebeud,  dj  und  df  in  der  Form  aufzustellcn,  welche  n nicht  mehr 
enthält.  Lässt  man  den  Fall  n = 1,  mod.  3,  durch  welchen  absolute 
Primzahlen  nicht  darstellbar  sind,  zunächst  ausser  Acht,  so  hat  mau 
für  dl  resp.  dj  die  Reiben: 

(A) (B) 


18m-l-ll 

20m-|-12 

12f?i-l“8 

14m-|-9 

6m-l-5 

8m-l-6 

2 

2m-f-3 

— 6m — 1 

— 4m 

— 12m— 4 

— lOm-3 

— 18m — 7 

— 16m — 6 

und  zwar  ist  dj  = (A)  dg  = (B)  für  n = 0 mod.  3, 

Jj  = (B)  df  = (A)  „ n = 2 mod.  3. 

Soll  nun  die  Darstellbarkeit  für  2n-f-l  eine  allgemeine  sein,  so  müs- 
sen  alle  angeraden  Zahlen  von  2m-l-3  an  darzustelleu  sein.  2m-l-3 
ist  der  kleinste  Wert,  weil  das  zweite  Argument  grösser  sein  muss, 
als  das  erste.  Nun  sind  direct  abzulcsen: 


mod.  6n»-l-3. 


4 
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2m -j- 3 und 
2m-j-3-}-2  “ 2m-\-b 

Ferner  kann  man  aus  der  Reibe  (A)  jedesmal  zwei  Glieder,  uämlitb: 
Cm-|-5  und  — 6m  — 1 
12m -f"8  M — 12m  — 4 
18m-|-ll  „ —18m  — 7 

zur  Summe  4 zusammenstellcn,  also  sowohl  von  2m -f- 3,  als  auch  \ob 
2rH-f-i>  ausgehend,  eine  Zahlenreihe  bilden,  deren  jedes  Glied  ma 
einem  andern  nur  um  ein  Vielfaches  von  4 verschieden  ist.  Da*» 
dieses  Verfahren  indessen  begrenzt  ist,  geht  direct  daraus  her\or. 
dass  erst  nach  einem  jedesmaligen  Wachstum  um  6 für  2«-|-l  eia 
neues  Paar  von  Gliedern  in  der  Teilreihe  (A)  auftritt,  während  nacb 
einem  jedesmaligen  Wachstum  um  4 ein  neues  Gliederpaar  verbraoebt 
wird,  die  vorhandene  Reihe  von  Gliederpaaren  also  nicht  auf  die 
Dauer  ausreichen  kann.  Nun  sind  aber  ausserdem  aus  (A)  und  (B, 
seihst  darstellbar  die  Zahlen : 

2m  + 5 = 2m4-3  +2 

6m  + 7 =6m  + 5 +2 

lOm-1-9  = 14m-l-9  — 4m 
14m  + ll  = 14m-f  9 +2 
18m+13=  18m  + ll  4-2 

Es  genügt  demnach,  zu  zeigen,  dass  diese  Darstellbarkeit  ansreicheM 
ist  für  eine  Reihe  von  2m 4-1  auf  einander  folgenden  Zahlen,  nämlicb: 
2m4-3,  2m-|-5,  2m-)- 7,  . . . 6m — 1,  6m-f-l,  (6h»4-3). 

Aus  dieser  Reihe  sind  zu  streichen  diejenigen,  welche  =3,  mod.  f 
sind,  also  auch  die  letzte  eingeklamraerte  Zahl  6m-)- 3,  weil  diosi' 
Zahlen  bei  Aufstellung  der  Reihen  (A)  und  (B)  ausgeschlossen  wer- 
den mussten. 

Stellt  man  nun  fest,  wie  viel  positive  und  wie  viel  negative  Glie- 
der diese  Reihen  in  jedem  einzelnen  Falle  haben,  so  findet  mau: 

Ist  zfj  = (A),  d.  h.  2n-f-l  = 1,  mod.  6,  so  sind,  da  «4' 
Glieder  hat, 

2n  , , ,,  . n 

-g -)-l  derselben  positiv,  ^ negativ-, 

ist  dagegen  = (A),  also  2n-)-l  =5,  mod.  6,  so  sind,  da  nur 
II  Glieder  hat, 

»4“1  j 2n  — 1 

-g-  derselben  positiv,  — — negativ. 

V 
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Die  *n«hl  der  Gliederp«j«ic , welche  *«r  Snmmo  4 wrhnmlcn  «vr- 
den  können,  ist  im  ersten  Fille  im  »weiten  " «U  in  diesem 
das  positive  Glied  2 in  Abrechnung  »u  bring«'n  ist.  Ks  sind  also 

M — 2 

auf  jeden  Fall  mindestens  — j-  Glieder|«are  dieser  Art  verlmnden. 

Nun  ist  aber,  da  2»»4-3  und  2m4"^’  direct  dnrgestellt  sind,  »nr  lb»r- 
stellnng  von  2n-|-l  = 2m-f-7,  d.  h.  von  « = m j M,  dns  erste  dieser 
Gliederpaaro  erforderlich.  Das  zweite  wUmle  für  'Jm  ) II,  dits  drille 
für  2n»4'15,  ...  das  letzte,  folglich  (m — l)ite  fllr  Ilm-  I gebrnnidil 
werden.  Man  findet  danach  leicht  die  KiclitlKkelt  der  Tnbidlet 

für  n = »n+3  erforderlich  1 Paar,  vorlmudmi  inliidesleiis  "’j  * 

„ n — m-f-5 
„ M ■=  »n-1-7 

„ n =.  m-|-9 


2 „ 

3 « 

4 „ 


m I II 

II 

m I r< 
3 

mf  7 
3 


„ W =*  3«  1 „ SS  1 „ 

worin  die  Aaadrftcke 


'Am  3 
3 


»►-f-1  »s-f.3  ss-f"^ 


erhalten  werden,  wenn  der  jedesmalige  Wirrt  für  » in 


IS-  i 

^ mnges''t/t 


wird.  fAoeb.  hier  wären  die  Zahlen  zn  streichen,  frtr  welche  1 - .3. 
®od  6 srird..  Da  nun  .li.so  fllr  die  Darstellnng  bis  ine)  Am-*-]  nur 
«— 1 Paare  gebraucht  wenden,  und  die  ans  obiger  T.»be||e  fllr  die 
Darstellnng  ahmleirende  Bedingung 


f»r  i = L i d 
Weit  oaeJigewipsen. 


I» — I richtig  ist.  ro  ;«t  Ile  DarsteilhnrVeil  v\- 
Die  Zwisehenwerte 


'S  “ 1.  'S.  .»*» 


werden  .inrrh  rÜnzmietzeTt  des  Gliedes  1 »na'jetrfi'-ben  Dsss  die 
Gliederpaare  nmi  w«nferhin  insreichen,  .sf  fireet  •*rsic|tflicl».  fn  jm — d 
'hirch  nm  — 5 ersetzt  wenlen  .rann.  il«n  lann  •rst  nei  respt 

'*+11  iaa  TSte  .'lar  .»ebrafieht  rrd.  mithin  der  twrli  ^fWWwwtwnif 
’oa  dm.,.5  aertieTuetflhrfe  .Vnsfall  dnes  '^iederp—TW»  alshaW 
®“®tretefl  "on  tenen  »iiedem  gedeckt  wtrti  .IfllMw  »■?'• 

•tollbarkeit  für  liese  ?."Jle : 


Digitlzed  by  Google 


432  H»  rmuth:  Ueher  magische  Rechteche  mit  uitgeraden  Seittnzahies. 


2n-|-l  = + 1,  mod.  6 

eine  allgemeine. 

FOr  den  nicht  berttcksichtigten,  aber  nach  den  frflheren  Pata- 
gra))bcu  auch  ontbobrlicheii  Fall,  in  dem 

2n-|-l  = 3,  mod.  6,  also  mod.  6»»-f-3  ist, 

hat  man 

= ^3  = . . . 16m-f-10,  10m-|-7,  4m-f-4,  — — 8in — 2.  . . . 


welche  Reihe  also  doppelt  anftritt.  Eine  allgemeine  Darstellbarkeit 
oxistirt  in  diesem  Falle  wahrscheinlich  nicht  Für  allgemeine  Zahl» 
hat  man  nur 

(4wi -|- 4) -{“  ( — 2ni-|-l)  = 2ni“|-5j 

ausserdem  kann  man  noch  je  drei  Glieder  zur  Summe  6 zusammeo- 
stelleu,  so  lauge  die  vorhandenen  Glieder  dazu  ausreichen,  uüinlicii: 

lOm-j-7  — 2m-)-l  — 8m  — 2 =6 

22m -f- 13 — 8m — 2 — 14m — 5 = 6 u.  S.  w. 

Da  dieser  Fall  indessen  Primzahlargumente  von  vom  herein  ans- 
schliesst,  bedarf  es  einer  weiteren  Untersuchung  für  denselben  nicht 

§.  11.  Ordnet  man  nun  die  übrigen  Verticalreihen  nach  ihr« 
Zusammengehörigkeit  paarweise  den  früheren  Paragraphen  ent- 
sprechend, so  findet  man  für  das  zunächst  liegende  Verticalenpaar 
die  Differenzenreihe : 

4«m  -f-  2»  -j-  4 
(4n-4)m  -f2n  + 2 
(4«  — 8)m  -j-  2n 
(4n  — 12)m-|-2n — 2 

— (4n  — 4)m  — 2n-j-  6 

— 4«m  — 2»  4 

welche  nach  einer  einfachen  Umformung  sich  schreiben  lässt: 

2n(2m“j- 1)  -f-  4 
(2a  — 2)(2m“|- 1)  4 

(2n  — 4)(2m  + l)  + 4 

— (2n  — 2)b»»-fi)V^ 

— 2n(2m-f- 1)  -1-4 

Um  aber  direct  eine  allgemeinere  Form  für  alle  Verticalenpaare  aof- 
znstcllen,  beachte  man,  dass  in  Folge  der  Entstehung  dieser  Diffe- 
renzenreihen für  jode  folgende  nur  die  in  jedem  Gliede  auftretende 
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iTonstante  um  2 wächst,  dass  also  diese  Zahl  4 der  Reihe  nach  zu 
■rsetzen  ist  durch 

6,  8,  10,  . . . 2m  — 2,  2m. 

S^immt  man  aus  dieser  Reihe  zunächst  die  durch  4 teilbaren  Zahlen 
heraus,  so  hat  man,  wenn  unter  o eine  ganze  positive  Zahl  ^ 
verstanden  wird,  die  Frage: 

Wann  ist  der  Ausdruck  2n(2n-|-l)  = 4nn  + 2a  durch  einfache 
.\ddition  darstellbar  aus  der  Reihe: 

/f'  = 2n(2m  + lH-4o 

(2«  -2)(2m4-l)+4n 
(2n-4)(2m  + lH-4a 


2(2m4-l)-f  4n 
4a 

— 2(2m-)-  l)-|-4a 


— (2n  — 4)(2m-j- 

— (2>i  — 2)(2m-|- 1)~1-  4a 

— 2n(2m-|-  1)  -|■4a  ? 

Geht  man  wieder  vou  dem  kleinstmuglicheu  Werte  n =m-J-l  aus, 
SO  ist 

2o(2m-|-3)  = 4om-|-6a  = 2o(2m-j-l) -j-4a 

welche  Zahl  direct  aus  J'  zu  eutnehmen  ist.  Weiter  findet  man 

2a(2m-|-5)  = 2a(2m-f- 1) -|- 4a-f- 4o 
2o(2m+7)  = 2af2m+l)  + 4a  + 8o 
2a(2m-[-9)  ■=  2a(2m-j- 1) 4o-|- 12o 


mithin,  da  sich  4a,  8a,  12a,  ..  . durch  sehr  einfache  Combinationen 
aus  d'  ablesen  lassen,  eine  allgemeine  Lösung  für  diese  Verticalen- 
paare.  Dass  die  Gliederzahl  ausreichend  ist,  zeigt  sich  direct  dadurch, 
dass,  sobald  m um  1 wächst,  ein  Glied  mehr  gebraucht  wird,  während 
zwei  neue,  sich  zu  einem  Paare  ergänzende,  hinzutreten. 

Für  die  zweite  Gruppe  von  Constanten,  welche  = 2,  inod.  4 sind 
and  den  Ansgleichzaiileii 

3(2»+ 1)  5(2»  + l)  . . . 

CDtsprcchen,  würde  mau  die  Differeiizenreihe  direct  erhalten,  wenn 
in  d’  überall  statt  4a  der  Wert  4a + 2 eingesetzt  würde.  Da  aber 
T«n  uvL  as 
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der  Ansgleich  (2a-t-l)(2n+l)  eine  ungerade  Zahl  ist,  so  mtlsseu 
durch  eine  Gliedervertauschung  nach  den  Andeutuugeu  von  §.  9. 
zwei  ungerade  Zahlen  dadurch  in  die  Differenzenreiheu  hineingebracht 
werden,  dass  gleichzeitig  entsprechende  Glieder  des  vorangebcuden 
(zunächst  daran  nach  innen  liegcudeii)  Verticalenpaares  nmgeändert 
werden.  Dass  diese  Glieder  des  vorangehenden  Verticalenpaares  dann 
von  der  Verwendung  für  den  Ausgleich  ausgeschlossen  sind,  bedarf 
keiner  Auseinandersetzung.  Welche  Glieder  zur  Darstellung  dieser 
ungeraden  Zahlen  iu  der  Diffcreuzeureilie  zu  wählen  sind,  wird  sich 
in  jedem  Falle  leicht  ergeben;  eine  allgemeine  Anweisung  dafür  ist 
wohl  nicht  aufzustellen.  Nimmt  mau  beispielsweise  diese  Aeuderuug 
in  deu  beiden  obersten  Gliedern  vor,  so  hat  man  die  Frage: 

Wann  ist  (2a-(-l)(2m-|-l)  darstellbar  durch  einfache  Addition 
aus  der  Reihe: 


zf"  = (2n  — l)(2m  + 1)  4-  4«  + 2 
(2n  — l)(2in  -j~  i)  4“  4”  ^ 

(2n — 4)(2m4“  1)  4~^*^  “f"  ^ 

(2n-6)(2m-f  l)4-4a4-2 

2(2wi4"  l)“i“^4“2 

4a  4- 2 

— 2(2ffi4“  i)  4“  ^**4“  ^ 

— (2ä  — 2)(2fn  4“  1)  4"  “t“  ^ 

— 2fi(2m  4“  1)  4“  “1~  ^ ^ 


Nun  findet  man  für  n ■=■  n»4-l,  >»  + 2,  . . . der  Reihe  nach: 

(2o  4~  l){2m  4”3)  = (2o4~  l)(2w4“  i)  "1“  4“  ^ 

(2o4~  l)(2m4“5)  = (2a4~  l)(2m -j- 1)  4“4a -j- 24“l(4o  4”  2} 
(2a4-l)(2m4-7)  = (2a4-l)(2m4-l)4-4a4-24-2(4o4-2) 


welche  Ausdrücke  sämmtlich  leicht  ans  J"  abzuleiten  sind.  Denn 
einmal  findet  mau  4o4-2  und  jedes  Vielfache  davon  durch  leichte 
Zusammcustellungcu,  dann  aber  ist  auch  leicht  die  Auswahl  der  bei- 
den ungeraden  Glieder  so  zu  bewerkstelligeu,  dass  (2o4-l)(2m4-l)4- 
4o4-2  darin  enthalten  ist  Da  aber  für  den  vorigen  Ausgleich  dies 
schon  verhindert  worden  ist,  weil  dort  bereits  das  Glied  2o(2ra4-l)4-4“ 
für  den  Ausgleich  verwendet  wurde,  so  wird  diese  Darstellnugsweise 
hinfällig.  Stellt  man  dagegen  die  beideu  ungeraden  Glieder 

(2a-|-5)(2m4-l)4-4«4-2  und  (2a4-5)(2»»4- l)4-4a4- 2, 
welche  unverändert 
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(2o  + 6K2ro  + l)-f  4n+2  und  (2n  + 4)(2m  + l)4-4a  + 2 
lauten,  auf,  so  hat  man 

(2«-j-5)(2m  + l)+4a  + 2 und  — 4{2m  + l)  + 4o  + 2 
zur  Summe 

(2a  + l)(2m  + 1 ) + 4«  + 2 + 1 (4a -f  2) 

zu  verbinden,  kann  also  in  Zusammenhang  mit  dem  Vorigen,  zwar 
fi(2m-(-l,  2»i-|-3)  nicht  darstelleu,  wohl  aber  alle  folgenden 
Ä(2n»-|-1,  2n»4*^)>  -ß(2m-|-l,  '2m u.  8.  W. 

§.  12.  Um  also  für  die  hierdurch  ausgeschlossenen  Rechtecke 
auch  noch  eine  Lösung  abzuleiten,  beachte  mau  Folgendes: 

Wenn  das  erste  Argument  ^ 9 ist  und  das  zweite  nicht  = 3, 

mod.  6,  so  lasst  sich  eine  Lösung  angeben,  welche  eine  Herstellung 
von  ungeraden  Differenzen  in  geradzahligen  Differenzenrcibcn  ent- 
behrlich macht 

Sei  zunächst  das  erste  Argument  von  der  Form  6it-j-3, 

so  hat  man,  von  der  uatQrlichen  Anordnung 

1 2 3 . . . m-|-l  . . . 2ot — 1 2m  2m-|-l 

2m-|-2  2m-J-3  2m-|-4  3m-j-2  . . . 4m  4m-j-l  4m-[-2 


ausgehend,  die  Verticalen 

Vm  Vm+2 

ZU  einem  Teilrechtecke  nach  §.  10.  umznformen,  sodann  genau  ent- 
sprechende Teilrechtecke  aus  den  Verticalen 

F,  V,  Fj 

F4  Fs  Fe 

Fm— S Fm— 2 Fm— 1 

Fm+S  Fmf4  Fm+5 

F2m-1  Fsm  Famjl 

ZU  bilden  und  aus  diesen  Teilrechtecken  das  vollständige  mit  Hilfe 
der  zweiten  in  §.  6.  gegebenen  Anordnung  herzustellen. 

Hat  das  erste  Argument  die  Form  6i-t-5,  so  bestimme  man  das 
erste  Teilrechteck  ans 

Fm  Fm  fl  FmfZ 

Rechtecke  aus: 

28* 
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»s 

K«_4  Vm-3  Vm-2 
I^mfO  ^m+6 

^2m-l  l'2i»  V'2mfl 

und  combinirc  sie  mit  dem  vorigen  nach  §.  6.  Die  beiden  restirehden 
Verticalreiheu  r„,-i  und  rm^-a  ordne  mau,  wie  früher,  eine  steigend, 
die  andre  fallend  und  bestimme  ihren  nun  geraden  Ausgleich  2(2n4*D 
nach  §.  11. 

Ist  endlich  2m-|-l  von  der  Form  6i  -|-l,  so  behandle  man  ebenso 
auch  noch  das  Verticalcupnnr  r>«-5  und  Im^T,  dessen  Ausgleich  daun 
ebenfalls  gerade,  nämlich  6(2«-(-l)  ist;  und  combiuire  ausser 

Im  l’^l'l  l»i^2 

ZU  Teilrechtecken  successive  die  Verticalen: 

l'i  F,  I3 

Im-.. 8 Im— 7 Im — 0 
I m— l Fm— 8 Im— 2 
I m.f  4 Fm.j-5  li«|6 
Im^fS  Im4^9  I m I 10 

I 2m — 1 I 2m  I 2m  |-1 

Die  Richtigkeit  dieses  Yerfahruns  ergibt  sich  leicht  aus  §.  6.  Da 
diese  Lösung  nur  gerade  Ausgleichungen  verlangt , ist  auch 
7f(2m-t-l,  2in-f-3)  durch  dieselbe  darstellbar. 

Es  ist  demnach  die  Darstellbarkcit  von  H(p,  q)  für  zwei  belie- 
bige ungerade  Argumente  naebgewieseu. 


§.  13.  Geht  man  von  einer  natürlichen  Vcrticaleuanordnnng  der  zu 
behandelnden  Zahlen  aus,  so  lässt  sich  ebeufalls  eiue  ziemlich  allge- 
meine Darstellung  der  Rechtecke  ableiten. 

Für  /l(3,  5)  hätte  mau  zunächst  die  Anordnung; 

1 6 11 

2 7 12 

3 8 13 

4 9 14 

5 10  15 
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welche,  nach  §.  2.  transformirt,  übergeht  in; 

1 8 15 

2 9 13 

3 10  11 

4 6 14 

5 7 12 

Darin  haben,  wie  leicht  zu  begründen  ist,  ebenso  wie  früher,  alle 
Horizontalreihen  und  die  mittelste  Vcrticalreihc  sofort  die  verlangte 
Summe,  während  I j eine  um  5*  = 25,  resp.  für  den  allgemeinen  Fall 
R('i,  q)  eine  um  q*  zu  kleine,  dagegen  eine  um  ebensoviel  zu  grosse 
Summe  hat 


Stellt  man  wieder  die  Differenzenreihe  (Fj)  — (F,)  auf,  und  be- 
zeichnet dieselbe  mit  d,  so  findet  man 

/#(5)  =•  14,  11,  8;  10,  7, 

mithin,  da  25  = 14-}- 11  = 8-|-10-|-7  ist,  erhält  man  sehr  leicht 
zwei  Rccbtecklösungeu  durch  Vertauschung  der  Glieder  in  F,  und  F,, 
welche  diesen  Differenzgliedcm  entsprechen.  Es  ist  also: 


R(3,  5) 


15  8 1 

13  9 2 

3 10  11 

4 6 14 

5 7 12 


während  die  andere  Lösung  sich  ans  dieser  einfach  durch  Vertauschung 
von  Fj  und  F3  ergibt. 

Für  R(3, 7)  hätte  man  ebenso: 

^(7)  = 20,  17,  14,  11;  15,  12,  9 
während  der  Ausgleich  durch  Berücksichtigung  der  Identitäten 

7«  = 49  _ 20+17-f  12  = 20-f  14-1-15 

=.  14-f  11-1-15-1-9  = 17-f  11 -I- 12-1-9 

gefunden  wird.  Man  findet  demnach  vier  Lösungen,  deren  zwei  und 
zwei  identisch  sind. 


Es  würde  nun  zu  fragen  sein,  ob  auf  analogem  Wege  eine  all- 
gemeine Lösung  für  Ä(3,  q) , (q  ungerade  und  > 3 vorausgesetzt)  auf- 
zufinden ist.  Ordnet  man  also  \\  und  Vj,  so  wie  sie  in  der  all- 
gemeinen Lösung  stehen  müssen,  und  setzt  gleichzeitig  q = 2n-l-l, 
so  findet  man  folgende  Reihen  mit  nebenstehender  Differenz: 
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V, 

(F,)-(V,) 

1 

6»+3 

6u-|-2 

2 

6n+l 

6n — 1 

3 

6n — 1 

6n — 4 

n+l'  ' 

4n+3 

3n-|-2 

n+2 

6»“|-2 

5n 

n+3 

6n 

5n — 3 

n+4 

6n — 2 

. 5n — 6 

2n+l 

4n+4 

2n+3 

Der  Ansgleicb  ist  5*  = (2n4-l)*-  Die  darcb  den  wagereebten  Strich 
getrennten  beiden  Teile  von  J mögen  wieder  und  heissea; 
die  zu  beautwortende  Frage  lautet  dann: 

Lässt  sieb  aus  den  Reiben 

-dl  = 6«+2,  6n-l,  6n— 4 . . . 3n-l-8,  3n+5,  3n+2 
/dj  = 5n,  5n — 3,  5n — 6 . . . 2n-j-6,  2n-|-3 

durch  einfache  Addition  die  Summe  <2*  = 4n*-{-4n+l  -=  (2»+l)’ 
darstellen? 

Die  Untersuchung  sondert  zunächst  den  Fall 

5 = 3,  mod.  6,  also  2n-|-l  =>  6fc+3  ab. 

Für  diesen  überzeugt  man  sich  zunächst  sehr  leicht,  dass,  da 
^(9)  = 26,  23,  20,  17,  14;  20,  17,  14,  11  ist, 
der  Ausgleich  9*  = 81  nicht  dargcstcllt  werden  kann. 

Ferner  sieht  man  sehr  leicht,  dass  die  Glieder  in  zf,  nnd  d, 
allgemein  für  diesen  Fall  unter  einander  congruent  nach  dem  Modnl 
3 sind.  Drückt  man  daher  diese  Reihen  unter  Zugrundelegung  der 
Voraussetzung  2«-|-l  = 6fc-|-3  durch  fc  aus,  so  erhält  man: 

= 18it+8,  ISt+o,  181+2  . . . 9H-11,  91+8,  91+5 
= 151+5,  151+2,  151-1  . . . 61+8,  61+5. 

Nun  besteht  die  identische  Gleichung: 

(61+3)*  = (21+1)(121+14)+21+1)(61— 5). 

Das  erste  der  rechtsstehenden  Glieder  ergibt  sich  durch  Addition 
folgender  Glieder  ans  z#, : 

121+14 

121+17  +121+11 

121+20  +121+8 


151+11  + 91+17 
151+14  + 91+14. 

Dieser  Ausdruck  ist  also  immer  darstellbar , wenn  die  Glieder  in  2, 
dazu  ausreicheu,  d.  h.  wenn 

'v 
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< 18i:-|-8,  d.  h.  wenn 
A;  ^ 2 ist. 

Das  zweite  rechtsstehende  Glied  der  obigen  identischen  Gleichung 
findet  man  durch  Zusammenstellung  folgender  A;— 1 Glieder  aus  /f,: 
15H-Ö,  15A:— 4,  15A:— 10,  15A:-16  . . . 
worin  die  Differenz  zwischen  dem  ersten  und  zweiten  Glicdc  9, 
zwischen  je  zwei  anderen  auf  einander  folgenden  dagegen  6 ist.  Ihre 
Snmmc  ist,  wie  leicht  nachzn weisen; 

(A:-l)(15A-|-5)— 9AH-l8-3(A:-2)(A:-3)  = (2A^-^-l)(6A:— 5), 
wie  oben  verlangt  wnrde.  Auch  dieser  zweite  Teil  erfordert  die  Be- 
dingung 


weil  er  A;  <=>  1 ganz  wegfallen  würde,  da  nur  A; — 1 Glieder  zu 
seiner  Darstellung  verlangt  werden. 

Es  ist  mithin  /l(3,  q)  fttr  q = 6A--|-3  lösbar  mit  Ausnahme  des 
einzigen  Falles  2 =>  9,  welcher  anderweitig  gelöst  ist. 

Die  weitere  Auseinandersetzung  hat  4 Fälle,  resp.  2 Fälle  mit 
je  2 Unterabteilungen  zu  unterscheiden,  je  nachdem 
n = 0,  2,  3,  5 mod.  6 
also  9=1,  5,  7,  11  mod.  12  ist. 

In  allen  vier  Fällen  entliniteu  und  zf,  verschiedene  Reste  mod.  3. 

a.  Es  sei  zunächst  n=0,  mod.  6,  so  gehe  mau  von  der  identi- 
schen Gleichung 

(2fi-|-l)2  = (n— 2)(4n-|-l)-|-lln-|-3 
ans.  Der  zweite  Teil  lln-j-3  ist  direct  gegeben  dnreb: 

11b-|-3  = 5n-j-3n-(-3n-|-3. 

Die  drei  Glieder  rechts  stehen  sämmtlich  in  Zur  Bestim- 
mung des  ersten  Teiles  stelle  man  je  ein  Glied  ans  nt,  and  eins  ans 

B — 2 

ntf  zusammen,  nämlich  Paare: 

6n — 4 -j-2n-|-  6 

6n—  7 +2n-f  9 

6n — 10  -}-2n-|-12 

so  ist  dio  Summe  die  verlangte,  da  jedes  Paar  die  Summe  2(4n-l-l) 
ergibt  Auszulassen  sind  natOrlich  diejenigen  Gliederpaarc , welche 
die  vorstehend  genannten  Glieder  aus 

5b,  3b,  3n-j-3 
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Vi  V', 


1 

6»+^H' 

2 

6n+lJ 

3 

6n — 1® 

n+1 

4n+3  1 

n-|-2 

6»*|-2  & 

^1-f 

n-j-3 

6n  ■ 

n+4 

6n — 2 ■ 

L 

2n+l 

4n+4  1 

1 

getrennten  beiden  Teile  von  J möge 
die  zu  beantwortende  Frage  lautet  dan 
Lässt  sich  ans  den  Reihen 
^ “ 6n-{“2,  6» — 1,  6n — 4 . 

df  = bn,  bn — 3,  5n — 6 . . 

durch  einfache  Addition  die  Summe 
darstellen  ? 

Die  Untersuchung  sondert  zunäcbs< 

5 = 3,  mod.  6,  also  2n- 
Für  diesen  überzeugt  man  sich  zunächsi 
^#(9)  = 26,  23.  20,  17,  14; 
der  Ausgleich  9*  = 81  nicht  dargcstell 
Ferner  siebt  man  sehr  leicht,  d 
allgemein  für  diesen  Fall  unter  einandi 
3 sind.  Drückt  man  daher  diese  Reiln 
Voraussetzung  2n-|-l  = 61-+3  durch  k 

= 18H-8,  18/.-fr>,  181-+2  . 

= löA-f-ä,  15A-I-2,  15/,— 1 . 

Nun  besteht  die  identische  Gleichung: 

(64-1-3)»  - (21-f-l)(124-t-14> 

Das  erste  der  rechtsstehenden  Glieder 
folgender  Glieder  aus  z/, : 

124-1-14 

124-1-17  -i-124-fll 
124+20  -fl24-+8 

154+11  + 94+17 

1544-14  -1-  94+14. 

Dieser  Ausdruck  ist  also  immer  darstellbar,  wenn 
dazu  ausreicheu,  d.  h.  wenn 
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enthalten.  Die  Methode  ist  also  zulässig,  sobald  die  Glieder  so  zahl- 
reich vorhanden  sind,  dass  diese  drei  Paare  zur  Bestimraung  von 
(n— 2)(4n-|-l)  entbehrt  werden  können,  mithin  da  aus  z/,  ohnehin 
die  Glieder  6»i-t-2  und  6« — 1 nicht  in  Betracht  gezogen  werden  dflrfen 
und  n-{-l,  dagegen  n Glieder  enthält,  sobald 

(n-|-l) — 5 ■=  n — 4 ^ ^ , d.  h.  sobald 

n ^ 6 ist. 


Für  den  einzigen  ausgeschlossenen  Fall  n = 0 wird  der  Begriff 
des  magischen  Rechteckes  hinfällig,  also  ist  die  Gültigkeit  eine  all- 
gemeine. 

b.  Ist  ferner  n = 2,  mod.  6,  so  hat  man  von  derselben  identi- 
schen Gleichung 


(2n+l)*  = (n— 2)(4n-f  l)+lln-f3 

auszugehen,  das  erste  Glied  ebenso  wie  in  a.,  das  zweite  durch  die 
Identität 

ll7i-|-3  = 3n-|-l-|-5n-)-3H-|-2 


zu  bestimmen.  Von  den  drei  Zahlen  rechts  steht  die  erste  und  zweite 
in  die  dritte  in  z/,.  Die  zweite  und  dritte  bilden  eins  der  Paarc^ 
welche  sich  zu  2(4n-{-l)  ergänzen.  Danach  ist  leicht  zu  entscheiden, 
welche  Zableu  zur  Herstellung  dieser  Gliederpaare  gebraucht  werden 
könueu.  Aebnlich,  wie  vorher,  findet  mau  als  Bedingung  für  die 
Löslichkeit 


Für  den  einzigen  hierdurch  ausgeschlossenen  Fall  n=2,  welcher 
Ä(3, 5)  entspricht,  ist  eine  mechanische  Lösung  gezeigt  worden. 

c.  Es  sei  ferner  n = 3,  mod.  6.  Die  identische  Gleichung,  von 
welcher  dann  vorteilhaft  auszugehen  ist,  lautet: 


(2n-f  D*  = (n— l)(4n+4)+4n+5. 

Das  zweite  Glied  rechts  steht  direct  in  ; das  erste  bestimmt 

mau  durch  folgende  Zusammenstellung  von  Gliederpaarcu,  ein 

Glied  jedesmal  aus  zf,  und  eins  aus  genommen,  deren  jedesmalige 
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übersprungen  wird,  weil  4n+5  schon  für  das  Rcstglicd  verbraucht 
wurde.  Sobald  also  die  » Glieder  von  von  denen  4n  + 3 und 
2«+3  nicht  gebraucht  werden  dürfen,  ausreichen,  ist  dies  Glied  und 
damit  (2n-|~l)*  darstellbar.  Die  Bedingung  ist  demnach 


n-2 


>n-l 
= 2 ’ 


Die  Formel  ist  demnach  ganz  allgemein  anznwenden. 

d.  Ist  endlich  n=5  mod.  6,  so  ist  die  Darstellung  ganz  analog, 
nur  steht  das  Glied  4n-|-5  dann  in  Das  zu  überspringende  Paar 
ist  demnach 

4n-f-3  4'4”-t-b- 


Daraus  erklärt  sich  leicht,  dass  die  Bcdingungsgicichnng 


durch  diese  Aenderung  nicht  becinflnsst  wird.  Also  ist  Jt(3,  q)  auch 
auf  diesem  Wege  allgemein  darstellbar. 


§.  14.  Um  zu  untersuchen,  in  welchen  Fällen  JI(5,  q)  in  analoger 
Weise  aus  der  Anordnung; 

1 g+1  . . . 4g4-l 

2 3+2.  . .43+2 

q 2q  . . . bq 

.ibzuleiten  ist,  ordne  man  wieder  die  drei  inneren  Verticalen  nach 
§.  2.,  die  beiden  änsseren,  eine  steigend,  die  andere  fallend: 

1 bq 

2 03—1 

3 03—2 

3 4g+l. 

Dann  haben  wieder  alle  Horizontalreihcn  und  direct  direct  die 
verlangte  Summe, 

Fj  ist  um  3*  zu  klein,  V^  um  3*  zu  gross 
2g*  ,,  ,,  Fj  ,,  2g*  ,,  ,, 

Die  innere  Differenzreihe  (F^)  — ( F,)  ist  mit  (Fj)  — (Fj)  im 
'origen  Paragraphen  identisch,  bedarf  also  keiner  weiteren  Ansein- 
andersetzung.  Ersetzt  man  in  der  änsseren  Differenzreihe  wieder  3 
durch  2n  + l,  so  hat  man  die  Frage: 

Wann  ist  aus  den  Gliedern  der  Reihe 


= 10»j+4,  lOn+2,  10«  . . . t<«+4  . 
durch  einfache  Addition  der  Ausdruck 

darstellbar? 


6n+6,  6n+4 


IL 
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Man  unterscheidet  zwischen  geradem  und  ungeradem  ■. 

a.  Ist  zunächst  n gerade,  so  beachte  man  die  identische  Gki- 
chnng; 

2(2n+D*  = (n— l)(8n+2)H-14»+4. 

Das  erste  Glied  rechts  wird  ansgedrfickt  durch  ein  einfaches  Glied  nad 

n — 2 _ ... 

— 2 — Paare,  nämlich: 

8n-|-2 

8n— 2 +8n-f6 

8n — 4 -j-8n-|-8 

8n — 6 -f-8n-|-10 

das  zweite  durch  die  einzelnen  Glieder 

8w“|-6n~|“4. 

Da  die  Gliederpaare  8n-j-8n-|-4  und  10n  + 6n-}-4,  sowie  die 
einzelnen  Glieder  lOn+4,  10n-|-2  von  der  Verwendung  ausgeschlossen 
sind,  ist  die  Methode  brauchbar  fQr; 

2n-fl=  (n— 1)+6,  n = 4. 

b.  Wenn  « ungerade  ist,  so  hat  man  dieselbe  identische  Glei- 
chung anzuwenden,  aber  zu  beachten,  dass  n — 1 gerade  ist.  Dem- 
nach ist  bei  der  Darstellung  des  ersten  Gliedes  rechts  das  allein- 
stehende Glied  8«-f  2 auszulassen  und  dafür  ein  Paar  mehr  zu  ver- 
wenden. Die  Darstellung  des  zweiten  Gliedes  wird  nicht  geändert. 
Zu  den  von  der  Verwendung  ausgeschlossenen  Gliedern  tritt  das  ein- 
zelne 8n-f2  hinzu,  die  Bedingung  ist  also: 


Beide  Resultate  zusammengefasst  ergeben:  Ä{5, 5)ist  auf  diesem 
Wege  darstellbar  für  q ^ 11.  Ä(5, 9)  ist  nämlich  auszuschliessen. 

weil  nach  dem  Vorigen  die  Darstellung  für  R(b,q)  von  dergenigeo 
für  Ji(S,  q)  abhängt,  und  nach  dem  vorigen  Paragraphen  R(3, 9)  u“' 
möglich  wird. 

§.  15.  Um  die  gefundenen  Resultate  auch  für  die  Zahl  7 als 
erstes  Argument  nutzbar  zu  machen,  ordne  man  zunächst  die  beiden 
äusseren  Verticalenpaare  wie  früher.  Man  erhält,  wenn  gleichzeitig 
das  äussere  Paar  in  entgegengesetzter  Richtung  als  das  innere  ge- 
schrieben wird,  für  das  Beispiel  R(7,9)  das  System: 

1 18  ...  46  63 

2 17  ...  47  62 

8 11  ...  53  56 

9 10  ...  54  55. 
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Beide  Differenzenreihen  enthalten  nur  gerade  Zahlen,  also  ist  der 
äussere  Ausgleich  nicht  direct  abzuleiten.  Vertauscht  man  aber 
in  Fg  und  F7  die  beiden  untersten  Zahlen  mit  einander  (oder  die- 
jenigen in  zwei  beliebigen  benachbarten  Horizontalreihen),  so  kommen 
in  die  beiden  Differenzenreihen  je  2 ungerade  Zahlen,  die  bei  der 
inneren  Differenzenreihe  für  den  Ausgleich  nicht  berücksichtigt  zu 
werden  brauchen,  bei  der  äusseren  angeweudet,  denselben  herbeiführen 
können.  Nnn  wurde  zur  Herstellung  des  Ausgleiches  fttr  R(b,  q)  die 
kleinste  Zahl  der  Differenzenreihe,  6«-)- 4 gebraucht.  Die  beiden 
kleinsten  Zahlen  dieser  Differenzenreihe  müssen  also  unverändert 
bleiben,  die  beiden  grössten  werden  in  der  angedeuteten  Weise  ge- 
ändert In  den  äusseren  Verticalen  ändere  man  diejenigen  Zahlen, 
welche  die  kleinste  Differenz  haben,  ordne  beide  Verticalenpaare  aber 
so,  dass  die  geänderten  Zahlen  in  denselben  Horizontalreihen  stehen. 
Für  das  obige  Beispiel  ändern  sich  demnach  die  zwei  untersten  Hori- 
zontalen und  erhalten  die  Form: 

8 11  ...  54  55 

9 10  ...  53  56, 

wodurch  in  den  Summen  nichts  geändert  wird. 

Ordnet  man  für  den  allgemeinen  Fall  in  analoger  Weise,  so  er- 
hält man  als  innere  Differenzenreihe: 

10n-(-3,  10n-)-3,  10»,  10« — 2 . . . 8n-|-4,  . . . 6n-{-6,  6n-{-4. 

Die  Darstcllnngen  des  vorigen  Paragraphen  werden  durch  diese  Acn- 
demng  nicht  beeintlnsst. 

Die  äussere  Differenzenreihe,  ans  welcher  nnn 
35»  = 12n*+12n-t-3 

darznstellcn  wäre,  heisst  in  der  veränderten  Form 
14n-f6,  14n-f4,  ...12n-f 6,  ...  lOn+12,  10n-)-10,  10n-f7,  10»-f7 
Die  Lösung  unterscheidet  wieder  zwischen  geradem  und  ungeradem  «. 
Für  ein  gerades  n gebe  man  von  der  identischen  Gleichung 
3(2n-l-l)ä  = (12«+2)(n— l)-f  22«-f-5 
aus.  Das  erste  Glied  rechts  ist  darstellbar  durch  ein  einzelnes  Glied 

und  Paare: 

12n-(-2 

12n  -|-12a4-4 

12n— 4 -fl2n-f8 

12n— 6 -fl2n4-10 

das  zweite  durch  die  einzelnen  Glieder 

10«-j-7  -^12« — 2. 
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Von  der  Verwendung  für  den  ersten  Teil  sind  ansgeschlossen  die 
Glieder  12« — 2,  lOi-f-V,  10n-|-7  und  ihre  drei  Ergänznngsglieder,  ferner, 
da  das  Ictztmöglichc  Paar  10«-|-10-f-14n— 6 wUrc,  auch  noch  die  Tor 
14« — 6 stehenden  mit  Ausnahme  von  zweien,  die  schon  in  den  Er- 
gänzungsgliedern zu  10n-}-7  mitgerechnet  sind.  Die  Bedingung  für 
die  Verwendbarkeit  ist  demnach: 

2n-[-l  ^ (t»— l)-f  10,  n ^ 8. 


Wenn  « ungerade  ist,  so  ist  die  Darstellung  analog.  « — 1 ist 
dann  gerade;  mau  schliesso  also  in  der  Darstellung  des  ersten  Teiles 
der  identischen  Gleichung  das  einzelne  Glied  12« -j- 2 aus  und  stelle 

H 1 

dafür  Paare  von  Gliedern  zusammen.  Die  Löslichkeitsbedin- 

gung  wird  dadurch,  wie  leicht  zu  sehen,  nur  scheinbar  ungünstiger: 

2n-f-l^  (n— l)-fll,  n^9. 

Heide  Resultate  zusammengefasst  geben  also  das  Resultat: 

77(7,  q)  ist  darstellbar,  wenn  5 ^ 17 


§.  16.  Um  die  allgemeine  Lösung  für  R{p,q)  zu  finden,  hat  man 
je  zwei  Paare  von  Verticalreiheu  zu  combiniren,  wie  dies  für  Ä(7,  9) 
soeben  gezeigt  wurde.  Doch  könneu  die  weiteren  Paare  gleichmässig. 
nicht  wie  dort,  abwechselnd  geordnet  sein,  nur  ist  die  eine  Verticale 
eines  Paares  stets  abwärts,  die  andere  stets  aufwärts  zu  schreiben. 
Soll  also  das  allgemeine  Rechteck  R{p,q)  — 77(2«i-|-l,  2«-j-l)  dar- 
gcstellt  werden,  so  ist  für  jedes  Verticalenpaar  der  erforderliche  Aus- 
gleich zu  bestimmen.  Versteht  man  daher  unter  c eine  beliebige 
< 


positive  ganze  Zahl 


so  bat  man  zu  fragen: 


In  welchen  Fällen  ist  c(2«-|-l)*  = 4en*-f-4c«-t-c  durch  einfache 
Addition  darstellbar  aus  der  Reibe: 

(4c— 2)n-j-2c-|-l,  (4c — 2jn-}-2c-|-l),  (4c — 2)n-(-2c--)-4,  (4c— 2)n-|-2c-|-6. 

4c«-|-2c — 2,  4c»-|-2c,  4cn-j-2c-|-2, 

. . . (4c-t-2)«-f2c-4,  (4e-j-2)«4-2c— 2,  (4c-}-2)«-|-2c? 

Zu  bemerken  ist  dabei  noch,  dass  für  den  Fall  m gerade  das 
äusserste  Verticalenpaar  unverändert  bleibt;  die  beiden  ersten  Glieder 
der  Reihe  heissen  dann  also:  (4c — 2)«-(-2c  und  (4c— 2)«-|-2c-t-2. 

Ist  c gerade,  so  benutze  man  die  Identität: 
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(2r>4-l)*.c  =.  (4cn+4)(n— l)+(8e— 4)n+c+4. 

Das  erste  Glied  rechts  erhält  man  wieder  durch  Verbindung  eines 

n — 2 

einzelnen  Gliedes  mit  — ^ Paaren: 

4cn-j-4 

4ct»-[-2  -|-4en-f-6 

4cn  -|-4cn-|-8 

4en — 2 


wenn  n gerade  ist,  resp.  durch  Paare  ohne  das  eiuzclue  Glied, 

wenn  n ungerade  ist 

Das  zweite  Glied  rechts  ergiebt  sich  beispielsweise  durch  Addition 
von 

(4c — 2)n-|-c  und  (4c — 2)«-j-4. 

Nicht  zu  verwenden  sind  demnach  für  das  erste  Glied  die  Zahlen, 
welche  das  zweite  bestimmen,  und  deren  Ergänzungsglieder,  und  da 
das  letzte  zur  Verwendung  geeignete  Gliederpaar  durch 

(4c — 2)n-}-2c-(-4  und  (4c-}-2)» — 2c-|-4 

gebildet  wird,  die  beiden  ungeraden  und  die  nach  dem  letzten  der 
eben  genannten  noch  folgenden  2c— 2 Glieder.  Mau  hat  demnach  als 
Löslichkeitsbedinguug 

2n+l  ^ (n— l)+2c+4 

« ^ 2c-j-2  für  gerade  n 

and  analog,  weil  dann  das  Aufangsglied  4cn-|-4  noch  abzurechnen  ist, 
n ^ 2c-(-3  für  ungerade  n. 

Beide  Bedingungen  lassen  sich  zusammenfasseu  in  die  eine: 

n 2c“|— 2. 

Wenn  c = m,  d.  h.  wenn  es  sich  um  den  Ausgleich  für  das 
äussersto  Verticalenpaar  handelt,  sind  diese  Grenzen  um  4 zu  ver- 
ringern, weil  dann  ungerade  Differenzenglicder  Wegfällen  und  dess- 
balb  2 Gliederpaare  mehr  zur  Bestimmung  des  ersten  Teiles  in  der 
Aasgleichungsidentität  verwendet  werden  können. 
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Ist  c uugcrade,  so  ist  dieselbe  IdeutitAt  wie  vorher  za  benntzea, 
auch  das  erste  Glied  rechts  auf  demselben  Wege  zu  bestimmen.  Zur 
Bestimmung  des  zweiten  addire  mau 

(4c — 2)n-|-2c-|-l  und  (4c — 2)n— c-f-3. 

Das  letzte  Zahlenpaar  für  die  Bestimmung  des  ersten  Gliedes  ist 
dasselbe,  wie  vorher,  aber  ein  Paar  für  den  Ausgleich  des  zweiten 
deckt  sich  mit  den  Restgliedern ; folglich  findet  mau  als  Löslicbkeits- 
bedingung 

n ^ 2c  für  gerade  n, 
n ^ 2c-fl  für  ungerade  n. 

Beide  Bedingungen  lassen  sich  wieder  zusammeufassen  in: 


Diese  Grenzen  ändern  sich  uicht,  wenn  es  sich  um  das  änsserstc 
Verticalenpaar  handelt,  d.  h.  wenn  c = m ist. 

Beachtet  man  die  Werte,  welche  c in  den  einzelnen  Verticalen- 
paaren  hat,  so  erhalt  man  demnach  das  Resultat: 

Ä(p,  q)  “ Ä(2»n4-1,  2n-f-l)  »st  darstellbar  auf  diesen  Wegen 
für  gerade  *»,  wenn  n ^ 2m— 2 

„ ungerade  m „ n ^ 2m  ist. 

Für  die  ersten  Argumente  5 nnd  7 sind  die  Grenzen  zn  niedrig, 
weil  i?(3, 5),  das  für  alle  folgenden  Rechtecke  die  Grundlage  bildet, 
für  5 = 9 nicht  dargestellt  werden  konnte  und  für  Ä(7,  q)  eine  an- 
dere identische  Gleichung  verwendet  werden  musste.  Die  für  p = 7 
angewendete  allgemeine  Ansgleichungsidentität  gibt  dann: 

3(2n-|-l)*  = (12n44)(n— l)-f20m-|-7-, 

das  zweite  Glied  auf  der  rechten  Seite  ist  dann  uicht  durch  Addition 
von  zwei  Gliedern  herzustcllcn,  da  die  Differeiizenreihc  durch 

10m-|-7  und  14m-t-6 

abgegrenzt  wird.  Eine  ähnliche  Beobachtung  lässt  sich  auch  für 
77(9,5)  machen. 
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Eine  im  Sinne  des  §.  12.  für  das  vorliegende  System  getroffene 
Anordnung  würde  übrigens  noch  günstigere  Lösliclikeitsbediugnngeu 
ergeben,  doch  bietet  dieselbe  wohl  zn  wenig  Neues,  um  mehr  als 
einer  Erwähnung  zu  bedürfen. 

Ebenso  könnte  auch  noch  erwähnt  werden,  dass  magische  Recht- 
ecke, deren  erstes  Argument  > 3 ist,  auch  in  der  Weise  herstellbar 
sind,  dass  man  zunächst  die  mittelsten  3q  Zahlen  znr  Herstellung 
eines  Rechteckes  nach  §.  7 verwendet,  die  übrigen  Zahlen  dagegen 
nach  den  letzten  Paragraphen  behandelt  Die  Umkehrung  dieses 
Verfahrens,  wonach  die  drei  mittelsten  Yerticalen  nach  §.  13.  geordnet 
würden  und  für  die  übrigen  Zahlen  eine  Anordnung  nach  §.  8.  bis  12. 
zu  bestimmen  wäre,  ist  dagegen,  wie  leicht  nachweisbar  ist,  unzu- 
lässig. 

Berlin,  10.  März  1881. 
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XXXIIl. 

lieber  den  Winkel  von  « Dimensionen. 

Von 

R.  Hoppe. 


Eine  allseitig  begrenzte  lineare  (« — l)dehnnng  V sei  der  Ort 
eines  variabeln  l’unktes  /’,  ferner  C ein  fester  Punkt  im  normalen 
Abstande  CB  =>  A von  jener  (n  — l)dchuuug.  Dann  ist  der  Ort  der 
Geraden  CP  eine  allseitig  begrenzte  lineare  n dehnung  A’,  die  wir  eine 
ndchuigc  Pyramide  neunen  können,  obwol  der  Name  für  2 Dimen- 
sionen, d.  i.  fUr  das  Dreieck,  nicht  in  Gebrauch  ist,  und  zwar  heisse 
r die  Basis  und  C die  Spitze  der  Pyramide. 

Wir  schneiden  auf  dem  Radiusvector  CP—q  die  Strecke  CQ  = 1 
ab.  Daun  stellt  der  von  Q gleichzeitig  durchlaufene  Ort  TI'  dasjenige 
dar,  was  für  2 und  3 Dimensionen  den  Winkel  au  der  Spitze  misst 
und  was  wir  auch  für  jede  Dimeiisionszahl  so  nennen  wollen. 

Erzeugt  nun  P das  Element  8r,  in  allen  Richtungen  uneudlioh 
klein,  und  man  schneidet  die  Pyramide  3A'  über  der  Basis  3 T' parallel 
V von  Q aus  durch  eine  lineare  (n— 1)  dehnung,  so  ist  die  Pyramide 
über  dem  Schnitt  als  Basis  ähnlich  der  Pyramide  3W,  verhält  sich 
also  zu  ihr  ■=  1 : g“.  Sie  ist  aber  unendlich  klein  (n — l)ter  Ord- 
nung, diflferirt  hingegen  von  der  Pyramide  auf  der  Basis  3 TT'  nur  io 
nter  Ordnung;  folglich  kann  mau  letztere  Pyramide  dafür  substituiren. 

Jede  «dehnigo  Pyramide  ist  nun  gleich  dem  Product  der  Basis 
und  der  Höhe  dividirt  durch  n ; drückt  man  hiernach  beide  Pyramiden 
aus,  so  ergiebt  sich: 

-3TT':  - 3V'=  1:o" 

n n 

Setzt  man  BP=  r,  so  wird  g*  =«  A*-)-r^,  folglich 

n 3r 

H 

J (A*-f  r*)2 

ein  Ausdruck  der  offenbar  von  der  Linieneinheit  unabliäugig  ist. 

Da  die  Gerade  r innerhalb  1'  liegt,  so  ist  die  Bereebnuug  von 
TT'  auf  Integrationen  zurückgeführt,  welche  die  Grenzen  einer  linearen 
(n — 1)  fachen  Manuichfaltigkeit  nicht  überschreiten,  insbesondere  fiir 
n ==  4 auf  eine  Kubatur. 
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Litterarischer  Bericht 

CCLXL 


Antikritik. 

Die  Deutsche  Litteraturzeitung  (1880  Nr.  6.  S.  210.)  enthält  eine 
kurze  Kritik  meines  Lehrbuches  der  analytischen  Geometrie,  bezüg- 
lich auf  den  1.  Teil.  Für  die  Wahl  desselben  zur  Besprechung,  für 
das  zur  Charakterisirung  positiv  Angeführte  habe  ich  dem  Referenten 
nur  zn  danken  und  die  Richtigkeit  der  letztem  zu  bestätigen.  Auch 
mancher  Tadel  würde  mir  keinen  Anlass  zur  Erwiderang  gegeben 
haben.  Die  Behauptung,  die  Stetigkeit  sei  versteckter  Weise  cin- 
gcführt  worden,  scheint  aus  der  Voraussetzung  hervorzugehen,  dass 
die  Grundbegriffe  in  der  Analysis  neu  zu  entwickeln  seien,  was  ja  in 
der  Vorrede  ausdrücklich  abgclehnt  ist.  Wollte  der  Ref.  einen  logi- 
schen Fehler  bezeichnen,  so  bedurfte  das  einer  genauem  Bestimmung. 
Wenn  ferner  gesagt  wird,  die  ebenen  Curven  seien  neben  den  Raum- 
curveu  zu  kurz  gekommen,  so  ist  zu  erinnern,  dass  es  ja  nicht  auf 
Mitteilung  von  Lehrstoff,  sondern  auf  Boschaffung  der  zur  Unter- 
snehung  und  zum  Studium  erforderlichen  Organe  ankommt,  und  dass 
die  Principien  der  Raumtheorie  vollständig  die  der  ebenen  Geometrie 
mitcnthalten.  Auf  gleicher  Verwechselung  beruht  es  wol,  wenn  der 
Ref.  die  Theorie  der  Raumeurveu  als  unabgeschlosseu  bezeichnet 

Eine  Antwort  aber  verdient  der  Schlusssatz:  Das  Vorliegende  sei 
weniger  ein  Lehrbuch  als  eine  wissenschaftliche  Einzeluntersuchnng 
Wodurch  begründet  der  Ref.  dieses  vernichtende  Urteil?  Um  das 
leichter  Zurückzuweisende  vorauszuuehmeu , so  wird  angeführt  die 
Knappheit  der  Behandlung  und  der  Mangel  au  Beispielen.  Der  Ref. 
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sollte  wissen,  dass  zahlreiche  Lehrbücher  aus  hewnsstem  Grande  recht 
ausführlich  hearbeitet  sind,  andere  zahlreiche  Lehrbücher  aas  be- 
wusstem Grunde  nicht  mehr  und  nicht  weniger  als  das  Notwendige 
geben.  Die  Gesichtspunkte  der  letztem  sind  auch  die  hier  geltenden, 
um  so  mehr  als  das  Lehrbuch  nicht  für  Kinder  bestimmt  ist.  Bei- 
spiele, einmal  gebraucht,  müssen  durch  neue  ersetzt  werden,  stehen 
also  nachher  als  unnütze,  störende  Unterbrechung  des  Lehrgangs  da 
und  erschweren  den  Ucberblick;  daher  bat  man  gewöhnlich,  wenige 
Fälle  ausgenommen,  den  Gebrauch  gesonderter  Beispielsammlnngen 
vorgezogen.  Die  Ausführlichkeit  ist  in  ähnlichem  Falle:  sie  ist  nicht 
immer  eine  Erleichterung  des  Verständnisses.  Ueber  das  Notwendige 
binausgehen  kann  man  in  mancherlei  Weise;  was  dem  Einen  zustatten 
kommt,  ist  dem  Andern  hinderlich. 

Schwerlich  konnte  wol  der  Ref.  die  eben  genannte  Eigenschaft 
für  entscheidend  ausehen,  um  dem  Vorliegenden  den  Charakter  des 
Lehrbuchs  abzuspreeben ; sein  Uauptgrnnd  geht  vorher,  nämlich: 
wegen  der  eigenartigen  Abgrenzung  und  Einteilung  eigne  sich  das 
Buch  nicht  zur  ersten  Einführung  in  die  analytische  Geometrie.  Wamm 
er  nicht  direct  die  Methode,  sondern  ein  äusserliches  Merkmal,  das 
von  der  Methode  an  die  Hand  gegeben  wird,  eigenartig  nennt.  Ist 
gleichgültig;  jedenfalls  ist  es  die  Methode,  die  sich  nicht  zu  dem 
Zwecke  eignen  soll.  Nun  bat  aber  der  Ref.  mit  keinem  Worte  die 
Vorzüge  dieser  Methode  für  leichteres  Erlernen  der  analytischen 
Geometrie,  wie  sie  in  der  Vorrede  dargelegt  sind,  in  Abrede  gesteUt; 
er  hat  von  den  vier  Gesichtspunkten,  die  zugunsten  des  Ausgangs 
von  der  Raumtheorie  sprechen,  keinen  bestritten,  noch  nene  Ge-  I 
sichtspunktc  geltend  gemacht  Also,  gleichviel  ob  die  Methode  besser 
ist,  bloss  weil  sie  von  der  bisherigen  wesentlich  abwcicht,  will  er  ihr  , 
den  Eintritt  wehren.  Das  heisst  doch,  für  den  Schlendrian  in  der  ] 
Lehrweise  ä tout  prix  Partei  nehmen  und  diejenigen,  die,  weil  sie 
selbst  nach  alten  Methoden  unterrichtet  worden  sind,  allen  Fortschritt 
von  der  Hand  weisen,  darin  nach  Möglichkeit  bestärken“. 

Der  Verfasser  würde  Recht  haben,  wenn  er  solche  Leser  vor 
Augen  hat,  die  von  der  analytischen  Geometrie  nichts  weiter  lernen 
wollen  als  etwas  Coordinatenmethode  mit  Anwendung  auf  Kegelschnitte  . 
Für  diese  ist  das  Bach  nicht  geschrieben.  * 

Hoppe.  I 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Mittheilangen  des  Coppernicns-Vereins  fOr  Wissenschaft  und  Kunst 
zu  Thorn.  Leipzig.  C.  A.  Koch. 

Die  Zeitschrift  ist  1878  von  dem  genannten  Verein  gegründet. 
Sie  erscheint  in  zwanglosen  Heften,  deren  jedes  ein  Ganzes  bildet. 
Die  Zeit  des  Erscheinens  ist  nicht  festgesetzt.  Das  I.  Heft  enthält 
die  gleichzeitig  in  diesem  Archiv  publicirten  „Inedita  Coppernicana** 
von  Maximilian  Curtze,  T.  LXII.  113—147.  337-373.  Der 
Inhalt  des  II.  Heftes  1880  ist: 

1.  Siegmond  Günther:  Der  Wapowski- Brief  des  Copper- 
nicus  und  Werner’s  Tractat  über  die  Präcession. 

2.  Karl  Malagola:  Der  Aufenthalt  des  Coppernicus  in 
Bologna.  (Deutsch  von  M.  Curtze). 

Der  augekündigte  Inhalt  des  III.  Hefts  wird  sein: 

1.  F.  Hipler:  Caelio  Calcagnini,  Qood  coelnm  stet,  terra  aotem 
moveatnr,  mit  Einleitung. 

2.  Antonio  Favaro:  Die  Hochschule  zur  Zeit  des  Copper- 

niens.  H. 


II  carteggio  di  Sofia  Germain  e Carlo  Federico  Gaoss.  Nota  di 
A.  Genocchi.  Paravia  e Comp.  16  S. 

Im  257.  litt.  Ber.  p.  5.  ist  der  Wortlaut  eines  Briefes  von  Gauss 
an  Sophie  Germain,  im  259sten  p.  27.  der  zweier  voransgebender 
Briefe  von  S.  G.  an  Gauss  mitgeteilt;  die  3 noch  übrigen  ihrer  Briefe, 
von  denen  der  Fürst  Boncompagni  Photolithographien  besorgt  hat, 
sollen  gleich  hiernach  im  Wortlaut  folgen.  Gegenwärtig  giebt  der 
Verfasser  Erläuterungen  und  biographische  Nachrichten  zu  dieser 
Correspondenz,  wie  er  es  in  Betreff  der  Briefe  von  Lagrange  getan 
(8.  254.  1.  Ber.  p.  17.  n.  257.  1.  B.  p.  4.). 

Sophie  Germain  ist  geboren  in  Paris  den  1.  April  1776,  gestorben 
1831.  Sie  ergab  sich  von  Jugend  an  dem  Studium  der  Mathematik 
and  gelangte  ohne  Lehrer  und  ungeachtet  der  Ungunst,  welche  die 
Familie  anfangs  cntgegenstellte , dazu  die  höbem  Theorien  zu  ver- 
stehen und  darin  Entdeckungen  zu  machen,  so  dass  sie  später  1815 
den  grossen  Preis  des  Instituts  gewann.  Sie  verschaffte  sich  die  Vor- 
lesungen der  Professoren  an  der  1794  gegründeten  Centralscbnle  der 
öffentlichen  Arbeiten,  welche  im  folgenden  Jahre  in  die  Polytechnische 
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Schule  übergieng,  legte  Lagrange  unter  dom  angenommenen  Namen 
Le  Blanc  ihre  Beobachtungen  vor,  der  sie  öffentlich  lobte,  stodirte 
1708  den  Essai  sur  la  theorie  des  nombres  von  Legendre  und  1801 
die  Disquisitiones  arithmeticae  von  Gauss,  wandte  sich  infolge  davim 
leidenschaftlich  dem  Studium  der  Zahleulehre  zu  und  begann  den  in 
Rede  steheuden  Briefwechsel  mit  Gauss.  Im  Nachlass  von  Ganse, 
der  an  die  Königliche  Gesellschaft  der  Wissenschaften  von  Güttingen 
übergieng,  fand  man  10  Briefe  von  Sophie  Germaiu,  deren  5 erste  die 
obengenannten  sind.  Der  erste  und  dritte  sind  bereits  in  der  ton 
Hippolyte  Stupuy  redigirteu  Ausgabe  der  Oeuvres  philosophiques  de 
Sophie  Germaiu.  Paris  1879  — deren  Concepte  sich  in  Paris  be- 
fanden, gedruckt,  jedoch  ohue  Datum  und  mit  allerhand  Lücken  and 
Uugenauigkeiten.  Der  vierte  ist  iu  den  Beigaben  zu  der  an  der 
hundertjährigen  Geburtstagsfeier  von  Gauss  von  Ernst  Schering  ge- 
haltenen Rede  publicirt.  Die  beiden  übrigen  waren  noch  nidii 
hcrausgegeben.  Der  anfangs  citirte  Brief  von  Gauss  ist  die  Antwort 
auf  den  4teu.  Es  wird  weiterhin  auf  einige  Stellen  der  Briefe  cin- 
gegaugeu  und  daran  verschiedene  Notizen  geknüpft.  Den  Schluss 
bildet  ein  Brief  von  Gauss  an  den  Staatsminister  Graf  Prosper  Halbe, 
Präsident  der  Turiner  Akademie,  worin  er  für  die  Ernennung  zniu 
auswärtigen  Mitglied  derselbeu  seinen  Dank  ausspricht 

Es  mögen  hier  die  obengenannten  3 Briefe  folgen.  H. 


Monsieur 


Paris  16  9mbre  1805 


Je  dnis  vous  paroitre  bien  - coupable  d’avoir  tard6  si  longtoms  4 
vous  remercir  de  la  lettre  dout  vous  m’avez  honore  et  de  l'envoie  dn 
memoire  que  vous  avez  bien  voulu  y joindre ; cependant  U n’y  a pas 
de  ma  faute,  le  paquet  ue  m’a  6t6  remis  qu’  il  y a huit  jours  M'.  de 
Lacy  etoit  en  voyage  depuis  plus  de  2 mois  et  on  avoit  ndglige  eher 
lui  de  me  le  faire  teuir:  il  est  vrai  que  n’esperant  pas  de  vous  nne 
reponse  si  prompte  je  u’avois  mis  aucun  soin  ä m’informer  des 
lettres  qui  m’etoient  adressies. 


Votre  mömoire  m’a  fait  d’autant  plus  de  plaisir  que  je  le  coo. 
noissois  d6jä  par  une  lecture  rapide  que  m’avoit  procuree  Tun  des 
savans  auquels  vous  l’avez  euvoid,  et  qu’ayant  toujours  cu  le  desir«' 
de  l’etudier,  comme  on  doit  le  faire  de  tous  los  ouvrages  qui  sorteni 
de  votre  plume,  je  l’avois  inutilemcnt  fait  demander  ä Leipsik,  d’o« 
j’avois  rcfu  pour  reponse  que  l’edition  dtoit  epuisec. 


L’indulgence  que  vous  continuez  de  me  temoigner,  m’enconrage 
ä vous  communiquer  cncore  quelques  unes  de  mes  uouvelles  re- 
cherches. 
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Aprös  avoir  reduit  soivant  que  vous  I'indiquez,  Ics  formes  ter- 
naires  dont  la  döterminante  cst  zero  aux  formes  binaircs  j’ai  cherche 
si  cette  proprietfi  s’  etcndoit  aux  formes  qnatemaires,  c’  est  i dirc, 
si  ces  formes  etoient  susceptibles  de  so  rddnire  aux  formes  temaires 
lorsque  leur  d^terminante  est  zero  et  j’ai  examine  eiisuite  quelques 
autres  proprietes  des  memes  formes  et  de  leurs  adjointes. 

Je  crois  que  si  D est  la  determinante  d’nnc  forme  composee  de 
n variables  D"-'  sera  la  determiuante  de  Tadjeinto  de  cette  forme: 
c’est  ainsi  que  vous  avez  trouvö  /?*  pour  la  determinante  de  l’ad- 
jointe  ternairc  et  que,  d’apres  mes  calculs,  D*  est  la  determinante 
de  l’adjointc  qnaternaire.  Cette  analogie  n’est  sans  donte  pas  süf- 
fisante pour  etablir  la  generalite  de  la  proposition;  mais  on  voit  au 
inoins  que  la  determinante  de  la  forme  etant  conipos6e  de  produits 
de  l’ordre  m,  et  les  coefticieus  de  sou  adjoiute  l’etant  de  produits  de 
l’ordre  n — 1,  D>‘-^  est  du  memo  ordro  que  la  determinante  de  l’ad- 
jointe;  c’est-ü-dire  de  l’ordre  »(«  — 1). 

Les  deux  propositions , savoir:  que  la  determinante  d’une  forme 
CSt  composee  de  produits  des  coefticieus  de  ses  termes  de  l’ordre  qni 
exprime  le  nombre  des  variables  dont  eile  est  composee,  et  que  les 
coefficiens  de  l’adjointe  le  sout  de  produits  de  l’ordre  imm6diatement 
inferieur;  m’ont  parn  resulter  de  la  uaturo  generale  des  formes  et 
de  leurs  adjointes. 

Je  regarde  comme  une  faveur,  la  permission  qne  \^ous  voulez 
bien  m’accorder,  de  vons  communiquer  raes  foibles  essais,  persuade 
que  vous  aurez  assez  de  boute  pour  m’avertir  des  erreurs  qui  pour- 
roient  m'echapper,  dans  un  genre  de  recherches,  oü  vous  etes  le  seul 
juge  eclaire  que  l’on  puissc  consulter. 

Les  nonveaux  renseignemens  que  j’ai  pris  au  sujet  du  libraire 
Duprat  ne  sont  rien  plus  qne  satisfaisans : sou  successeur  a dit  avoir 
depuis  longtems  termine  ses  payemens  dont  le  produit  a 6te  aussi 
töt  divis6.  11  est  retire  dans  une  petite  ville  oö  U vit  du  revenu 
d’un  mediocro  emploi  et  l’avis  general  de  toutes  los  personnes  que 
j’ai  consultees  a 6te,  qu’il  cst  ä peu  pres  impossible  de  tirer  de  l’ar- 
gent  de  Ini. 

Je  n’avois  pas  jng6  nccessaire  de  vous  communiquer  ces  resul- 
tats  parceqne  je  ne  vois  pas  que  vous  puissiez  cn  tirer  partie  et 
j’atteudois  pour  vous  ecrire  de  nouveau  qne  vous  m’  en  eussiez  ac- 
cordc  la  permission : le  retard  qu’  a eprouve  la  remise  de  votre  lettre 
m’  a prive  de  vous  faire  plus  töt  tous  mes  rcmercimens  et  les  pro- 
testations  de  moii  profond  respcct. 

Le  Blanc. 
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Monsieur 

L’interet  dA  aux  faommcs  supAricurs  snßit  pour  expliquer  le  soin 
quo  j’ai  pris , de  pricr  le  g6nAraI  Pernetty  de  faire  savoir  ä qui  U 
jugeroit  convenable,  quo  vous  avez  droit  ä Testime  de  tont  gouver- 
ment  Aclaire. 

En  me  rendant  compte  de  l’honorable  mission  dont  je  I’avois 
chargA  M'.  Pernetty  m’a  mandd  qn’il  vous  avoit  fait  connoitre  mon 
nom;  cette  circonstance  me  d^termine  4 vous  avoner  que  je  ne  vons 
suis  pas  anssi  parfaitement  inconnno  que  vous  le  croyez:  maia  qne. 
craignant  le  ridicule  attachA  au  titre  de  femme  savante,  j’ai  autrefois 
enpruntA  le  nom  de  M'.  Le  Blanc  pour  vous  derire  et  vous  commu- 
iiiquer  des  notes  qui,  saus  doute,  ne  mdritoient  pas  l’indulgence  avec 
laqnelle  vous  avez  bien  voulu  y rdpondre. 

La  reconnoissance  que  jo  vous  dois  pour  l’onconragemcnt  qne 
vous  m’avez  accordd,  cu  me  tdmoignant  que  vous  me  comptiez  an 
nombre  des  amateurs  de  Tarithmdtique  sublime  dont  vous  avez  de- 
veloppd  les  mysteres,  dtoit  pour  moi  un  motif  particulier  de  m’in- 
former  de  vos  nouvelles,  dans  un  moment  oü  los  tronbles  de  la  gnerre 
ponvoient  inspirer  quelques  craintes,  et  j’ai  appris  avec  nne  vdritable 
satisfaction  que  vous  etes  rcstd  dans  vos  foyers  anssi  tranquille  qne 
les  circonstanccs  le  permettoient:  jo  crains  cependant  que  les  suites 
de  ces  grands  dvdnemens  ne  nous  privent  encorc  longtems  des  on- 
vrages  quo  vous  prdparcz  sur  l’astronomio  et  surtout  de  la  continn- 
ation  de  vos  rechorches  arithmdtiques,  car  cette  partie  de  la  Science 
a ponr  moi  un  attrait  particulier  et  j’admiro  toujours  avec  un  nouveau 
plaisir  l’enchainement  des  vdritds  exposdes  dans  votre  livre:  mal- 
henrensement  la  facultd  de  penser  avec  force  est  un  attribnt  reserve 
4 un  petit  nombre  d’esprits  privilegids  et  je  suis  bien  sure  de  ne 
rencontrer  aucun  des  ddvelopperaens  qui,  pour  vous,  semblent  une 
suite  indvitablc  de  ce  que  vous  avez  fait  connoitre. 

Je  joins  4 ma  lettre  une  note  destinde  4 vous  tdmoiguer  que 
j’ai  conserv'd  pour  l’analyse  le  gout  qu’a  ddveloppd  en  moi  la  lecture 
de  votre  ouvrage  et  qui  m’a  autrefois  inspird  la  contiance  de  vous 
adresser  mes  foibles  cssais,  sans  autre  recommandation  aupres  de 
vous  quo  la  bienveillance  accorddo  par  les  savans  aux  admirateurs 
de  leurs  travaux.  J’espdre  que  la  singularitd  dont  je  fais  aujourd'hui 
l’aveu  ne  mo  privera  de  l’honneur  que  vous  m’avez  accordd  sous  un 
nom  empruntd  et  que  vous  ne  dddaignerez  pas  de  consacrer  quelques 
instans  4 me  donner  directement  de  vos  nouvelles,  croyez,  Monsieur, 
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k l’int^ret  qne  j’y  attache  et  avez 
avec  laqnelle  j’ai  l’honneur  d’etrc 

Paris  ce  20  fevricr  1807 

P.  S.  mon  adresse  est 
M“«"*  Gennain  chez  son 
pöre  rne  Ste.  Croix  de  la 
Bretonnerie  n®.  23  k Paris. 


rassurance  de  la  siucero  admiration 

Votre  trfes  humbJo  servante 
Sophie  Germain. 


Monsienr 

Jo  vons  dois  mille  remercimens  ponr  les  cboses  flattenses  dont 
votre  derni^re  lettre  est  remplie,  je  ne  les  prens  qu’  k titre  d’en- 
couragemont  et  certainement,  ma  plus  grandc  ambition  sera  toujours 
de  ne  pas  me  montrer  indigne  de  l’bonneur  que  vons  me  faites  eu 
me  promcttant  de  continuer  uno  correspondance  k laqnelle  j’ai  tont 
k gagner. 

Vons  avez  pris  la  peine  d’examiner  une  proposition  inverse  que 
je  vons  ai  communiquee  et  de  m’indiqner  l’erreur  que  j’ai  commise 
je  reconuois  la  justcsse  de  votre  observation  et  vous  remcrcie  bien 
franchemcnt  de  m’en  avoir  donnfe  avis;  si  je  ne  craignois  memo, 
d’abuser  de  votre  complaisance  je  vous  prierois  de  me  rendre,  k 
l’avenir,  le  meine  Service  que  je  consid^rerai  toujours  comme  une 
marque  de  votre  bienveillance, 

Combien  j’ai  eu  de  plaisir  on  lisant  vos  trois  th6oremes  snr 
les  residus!  J’en  ai  cherche  les  d6monstrations , je  les  joins  k ma 
lettre  pour  les  souraettre  votre  jugement,  car  elles  ne  me  paroitront 
hors  de  doute  que  lorsqu’  elles  auront  votre  aprobation. 

Vous  ne  pourrez,  k l’avenir,  me  faire  de  plus  grand  plaisir  qu’ 
cn  m’envoyant  les  premi^res  propositions  arithmetiques  qui  vous 
tomberont  sons  la  main:  en  essayant  de  les  d^montrer  j’acqnerirai 
l’habitnde  d’un  genro  de  consideration  qui  est  pour  moi  plein  de 
Charme;  mais  dont  la  difliculte  seroit  trop  grande  si  j’6tois  röduite 
k mes  propres  forces:  car,  pour  vous  diro  la  v6rit6  j’avois  d6jä  vouln 
examiner  les  residus  des  puissances  plus  dlevees  qne  le  quarre,  mais 
je  n’avois  pn  p6netror  cette  tbßorie  qui  est  rcst^  l’objet  de  ma  cu- 
riosite. 

Voici  pourtaut  le  petit  nombre  de  propositions  anxquelles  j’etois 
parvenue  et  que  je  n’oscrois  vous  communiquer  si  je  ne  comptois  snr 
l’indulgence  i laquolle  vous  m’avez  accoutumee: 
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p 6tant  nn  nombre  prcmier,  si  q est  un  nombre  premier  ä p — 1. 
tons  Ics  nombros  de  la  s6rie  1,  2,  . . . — 1 serout  residus  pnissance 

(mod.  p). 

En  eflfct  si  il  en  6toit  autrement  il  fandroit  que  pinsieurs  puis- 
sances  q*“**  congruautcs  entr’  eiles  (raod.  p):  seit  douc,  si  U ctoit 
possiblc,  ai  = H (mod.  ;>);  quebiues  soieut  « et  ä,  on  anroit,  en 
prenaut  r pour  raciuo  primitive , r"  = o,  r"  = A,  n et  m etant  des 
uombres  <Cp — 1,  par  consequcnt  r"?  = «?,  r’"»  = i«,  r'**  = r“«, 
= 1,  r^snltat  impossible,  parccque  q etant  promier  ä />  — 1. 
il  fandroit  que  n — m,  qui  est  cssentiellcment  que  p — 1,  fut  ^gal 
(t  ce  nombre. 

Si  on  a au  contraire  p — \ = qs,  il  y anra  parmi  los  qt  nom- 
bres  1,  2,  . . . qs,  s rdsidus  et  {»/  — 1)«  non-r6sidus,  puissance  g**- 


(mod.  p). 

En  effet,  soit  r''  = a,  r*  + ''=  a',  r2»+''  = a” + i = 

on  aura  evidemment  ai^a'i  = a’i =(a»— ')V;  par 


cons6quent,  pnisqu’  il  y a q pnissances  congruautcs  entr 

dies,  l’ddvation  ü la  puissance  g™®  des  qs  uombres  moindres  que  p 
ne  fournira  que  « uombres  residus  i)uissancc  g'“®,  difföreus  entr’  eux, 
et  il  y aura  parmis  ces  nombros  (g  — 1)»  non  residus. 

Le  ]>roduit  des  dem  residus  puissance  g®“®  (mod.  p = «g-J-l) 

CSt  egalement  rösidu  puissance  g®'"',  meme  modul,  et  en  g^niral  le 
produit  de  n = r"'  par  A = r“  est  ou  n’est  pas  r^sidu  puissance  g®“‘ 
(mod.  p),  suivant  que  ?n  -j- » est  ou  n’est  pas  = 0 (mod.  p.) 

Si  on  ddsigne  par  2",  g,  g’,  etc.  les  ditferens  facteurs  de  i-  da  ns 
2fc-j-l,  — 1 sera  rösidu  puissance  (2'"-i)®»>',  g«“®  g'®“»  etc.  (mod. 
p);  car,  r etant  nue  racine  primitive,  on  aura  r*  = — 1,  et  il  est  clair 
que  r*  ■=  (r«‘ «'  = (r*"'?'  ®*®- )?  = (r2>"«-  )»'  = etc. 

Pour  les  nombros  premicrs  2*'-(-l,  2 est  residu 
puissance;  car  c’est  en  effet  ce  qui  resultc  immddiatcmcnt  de  la  cou- 
gruanco  2*’^'  = (mod.  2*'4-l). 

Comme  les  nombros  2*‘-}-l  peuvent  etro  mis  sous  la  forme 
2‘+ ' . on  voit  qn’il  ya  2'1  > residus  (2*'-'-i)®'”®  puis- 

sance, et  que  ces  2*+i  residus  sont  1,  2,  2*,  2*,  ...  2*'-’;  — 1,-2. 

—2*,  —2»,  . . . — 2*‘-‘. 

Il  r6sultc  de  cette  proposition  que  l’on  sait  apriori  que  dans  la 
r6solution  de  rcquation  du  second  degre  dout  les  racines  sont  les 
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• 2* 

periodes  (2',  1),  (2',  //*  -*-i)  {g  etant  la  racino  primitive)  lo  sigiie 
-1-  du  radical  appartieut  ä la  prcmi^re  et  Ic  signc  — ä la  secoude; 
car  en  derni^ro  analyse 


(2-,  1) . 


<,  P,  2»p  , 2^)  , •2'^p  . 2*  - -V) 

<C08  -+COS hCOS— ' +COS  — + cos , 

I » H n ' H n I 


= 2 


I 2*;,  , 2>  , 2"/,  , 2'';, 

»cos  - +C08  - 4-COS  — +COS  — ^ . 

( n 4 ' »»  4 ' II  4 ' II  4 


+COS-4-} 


(2s/-*)  = 2 Jc08-''  + C0S?’^  + C08^'+C08^...  + C08^~>i 

( n ' n ' n » ) 

2>P  , 2V  , 2V  , 2»p  , 2»’+»p| 

= 2 Icos-  , 4-cos - f + cos  - T + cos  - i ...  4- COS , 

( «4  n 4 71  4 «4  n 4) 


et  en  comparant  termcs  i torme.s  los  valenrs  de  ces  deux  periodes, 
on  voit  que  ceux  de  (2',  1)  sont  plus  grands  qne  Icurs  correspondans 

daus  (2',  ) dont  Ic  dernier  est  memo  negatif,  d’oü  il  resulte 

(2*,  1)  ]>  (2‘,  fli’*~’~').  On  trouve  de  meine  (2'“*,  1)]>(2',  ') 

etc.  et  plus  generalcmcnt  (en  cousiderant  commc  jilus  grandes  cclles 
des  periodes  qui  ont  une  valeur  negative  moins  gründe,  et  cmploiant 
les  differentes  puissances  de  deux  k la  place  des  puissances  de  la 
racine  primitive  qui  lenr  sont  cougruantes,  puissances  qui  ddpendent 
du  choix  de  cette  racino 


(2'-i,  1)  > (2-‘,  2)  > (2->,  4)  > (2-J,  8) 

(2-2, 1)  > (2-2,  2)  > (2-2,  4)  > (2-2,  8)  > (2-2,  2^)  > (2-2,  2-) 

> (2-2,  2«)  > (2-2,  20 

(2, 1)  > (2,  2)  > (2,  2»)  >(2,  2») > (2,  22->) 

Par  exemple,  pour  p = 22*-|”  0 simplement  rcsidu  quarre  et 

on  trouve 

(4.1) >(4,9)  /)=<7=3  douue  g'*=2, 

(2.1) >(2,2)>(2,22J>(2,2>)  g=G  g^=2,  g^‘2\  g<^g^ 

Jo  vois  avec  regret  que  l'ouvrage  que  vous  faites  inqirimer  est  6crit 
cn  allcmand , car  cette  languc  m’est  entierement  inconnue , mais  je 
serois  tantec  de  rapprendre  uii  peu,  comme  j’ai  fait  la  latinc,  atiu 
de  n’  etre  pas  privec  de  la  conuoissance  de  vos  metliodes.  Je  crois 
aisement  que  la  librairic  a beaucoup  soufert  de  cette  malbcureuse 
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gnerre,  je  fait  des  voeux  pour  qne  ce  contro-tems  ne  nuise  pas  i 1 
l’impressioD  de  tos  ouvrages  et  ponr  qae  rous  restiez  toojoors  i | 
l’abri  de  ses  saites.  Croyez,  Monsieur,  ä la  sinc6rit6  de  l’int^ret  qni 
les  dicte  et  agreez  l’assarance  de  la  reconnoissance  et  de  l'aulmiraüoD 
avec  lesqnels  je  snis 

Ce  27  jnin  1807. 

Votre  servante  Sophie  Germain. 


Methode  und  Principien. 

Die  polydimcnsionalen  Grössen  und  die  voUkommenen  Prim- 
zahlen. Von  Dr.  Hermann  Scheffler,  Mitglied  der  Kaiserlichen 
Societät  der  Naturforscher  zu  Moskau,  Korrespondirendem  Mitglied 
der  Königlichen  Akskdomie  der  Wissenschaften  zu  Padua.  Mit  42  io 
den  Text  eingedruckten  Figuren.  Braunschweig  1880.  Vieweg  n 
Sohn.  201  S. 

Vollkommene  Primzahlen  heissen  hier  solche,  die  weder  Somme 
zweier  noch  dreier  Quadrate  sind.  Das  ist  das  Resultat  einer  Theorie, 
die  der  Verfasser  mit  Verwertung  aller  Speculationen  der  Neuzeit, 
Erfindung  neuer  Zeichen  und  wissenschaftlich  klingender  Ausdrücke 
zustande  gebracht  hat.  Die  Schrift  verfolgt  die  von  Hamilton  anf- 
genommene,  aber  noch  weit  darüber  hinausgehende  Aufgabe,  ima- 
ginäre Zahlformen  zu  finden,  die  sich  in  3,  4 und  mehr  Dimensionen 
ebenso  darstellen  lassen  wie  x + zweien.  Doch  wendet  er  keine 
so  geistaustrengenden  Mittel  an  wie  Hamilton,  vielmehr  scheint  ftir 
ihn  die  Aufgabe  so  schnell  gelöst  wie  gedacht.  Die  Dreidimensioneo- 
zahlform  ist  ein  Trinom  i -)- «y , welches  die  2 Fsw;toren  einer 
Summe  von  3 Quadraten  darzustellen  vermag;  z.  B.  ist 

1*4-1»+1*  = (1  + l-f  »,)(l-l  + iq) 

3*  + l»-|-l*  = (3 + (3 

Wem  dies  gefällt,  der  möge  die  Schrift  seihst  lesen.  H. 


Das  Räthsel  der  Gravitation.  Von  Baron  N.  Dellingshausen. 
Heidelherg  1880.  Carl  Winter.  230  S. 

Das  Gegenwärtige  ist  ein  Glied  einer  Controverse  zwischen  Del- 
lingshauscu  und  Isenkraho,  dessen  nächst  vorhergehende  Schrift  im 
255.  litt.  Ber.  S.  23.  besprochen  worden  ist.  Beide  Gegner  sind  im 
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Punkto  der  Unbegreiflicbkeit  der  Gravitation  einig;  wo  zwei  Geister 
sich  in  gleichem  Gedanken  zusamraenfinden , sagt  der  Verfasser,  sei 
noch  Hoffnung  vorhanden,  dass  derselbe  sich  weiterhin  Bahn  brechen 
werde.  Beide  verlangen  nach  Erklärung  der  Gravitation  ; verschieden 
verfahren  sie  nur  in  dem  Sinne:  isenkrahe  stellt  den  richtigen  Satz 
auf,  dass  bei  einem  constanton  Sein  die  Frage  nach  einem  Grunde 
sinnlos  ist,  stösst  denselben  aber  mit  der  Frage  nach  dem  Grande 
der  constanten  Gravitation  eclatauterweiso  um  und  spricht  nicht  mehr 
davon;  Dellingshausen  hingegen  erwähnt  ihn  wieder,  um  ihn  als  stö- 
rend und  unbequem  zu  vermeiden.  Seinerseits  sagt  Letzterer  ganz 
richtig,  dass  wir  ans  nicht  damit  zu  begnügen  haben,  wenn  uns  statt 
einer  Erklärung  der  Erscheinung  ein  Wort  wie  Anziehung  gegeben 
wird.  Nur  wäre  es  zu  verwundern,  wenn  er  in  keiner  Schrift  über 
Mechanik  die  genügende  Erklärung  dieses  Wortes  hätte  finden  kön- 
nen. Auch  ist  anzuerkenneu , dass  er  im  I.  Abschnitt  auf  die  logi- 
schen Erfordernisse  recht  ausführlich  eiugeht.  Ein  Erforderniss  aber 
lässt  er  von  Anfang  bis  Ende  unbeachtet:  über  den  Sinn  seiner  eigenen 
Frage  Kechenschaft  zu  geben.  Auch  Erklärung  ist  nur  ein  Wort, 
mit  dem  wir  uns  uicht  ablindcn  lassen.  Was  sucht  der  Verfasser  mit 
Erklärung?  was  würde  sein  Verlangen  befriedigen?  Darüber  stehen 
nur  negative  Angaben  im  Buche.  Hypothesen  befriedigen  ihn  nicht. 
Den  Nachweis  einer  Anziehung  mit  Haken  und  Seilen  würde  er  nicht 
verschmähen,  doch  müsse  es  nicht  gerade  eine  solche  sein.  Was  er 
sich  dabei  denkt,  mag  also  wol  das  sein,  was  Kinder  und  Ungebildete 
immer  zu  wissen  verlangen,  die  Unterordnung  unter  geläufige  Begriffe 
und  Vorstellungen,  die  jedoch  selbst  gewöhnlich  nicht  klar  sind,  son- 
dern der  Erklärung  mehr  bedürfen  als  das,  wonach  jene  fragen.  So- 
lange nun  dem  Verfasser  sowenig  als  uns  ein  Sinn  der  Frage  bewusst 
ist,  existirt  auch  keine  rcstirende  Aufgabe,  und  dass  Isenkrahe  die 
vermeintliche  Aufgabe  mit  Atomen,  Dellingshauscn  mit  Contiunum 
lösen  will,  und  was  beide  dazu  für  Anstrengungen  machen,  kann  uns 
nicht  weiter  interessiren , als  sofern  ihr  persönliches  Verhältniss  da- 
durch ein  nennbares  Object  empfängt.  Die  Schreibweise  des  Vorlie- 
genden ist  im  Beginn  jedes  Themas  recht  anziehend  und  für  die  Person 
der  Verfassers  einnehmend ; doch  möchten  wol  die  einzelnen  Themata 
etwas  zu  lang  ausgesponnen  sein  um  nicht  mit  Uebersättigung  zu  en- 
digen. Die  historischen  Angaben  kann  man  willkommen  heissen.  So 
wird  z.  B.  eine  Successiou  von  Aeusserungen  Newton’s  in  getrennten 
Zeiten  znsammengestellt,  in  denen  er  anfänglich  die  Sonnenattraction 
als  etwas  erklärungsbedürftiges  betrachtet,  daun  den  Erklärungsver- 
suchen immer  weniger  Gewicht  beilegt,  zuletzt  die  Gravitation  selbst 
als  causa  simplicissima  hjustellt.  Trotz  dieses  sichtlichen  Fortschritts 
sur  reineren,  unbefangeneren  Ansicht  will  ihm  der  Verfasser  bei  seiner 
jugendlichen  Aeusserung  festhalteu,  deutet  den  nächsten  Uebergaug 
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als  Erraüdaug  durch  vergebliches  Suchen  und  schreibt  den  let/leo 
Ausspruch  dem  Einfluss  von  Cotes  zu,  mit  dessen  Vorrede  seine  „Prin- 
cipien“  erschienen.  Ergötzlich  ist  seine  Bemerkung,  dass  nach  New- 
ton eine  „chinesische  Stagnation''  eingetreten  sei,  sofern  nämlich 
14  Jahrhunderte  laug  alle  jene  kosmischen  Phantasien,  wie  sie  in 
neuerer  Zeit  wieder  in  Menge  emporschiessen,  gänzlich  pausirt  haben. 
Glücklicherweise  können  wir  bei  derselben  Bemerkung  auch  das 
Gegenteil  denken:  Newton’s  schlie.ssliche  Ansicht  von  der  Gravitation 
befriedigte  vollkommen  und  bewährte  sich  durch  beständige  Fort- 
schritte der  Astronomie  dermassen,  dass  niemand  zur  Veränderung 
der  Basis  den  geringsten  Anlass  hatte.  H. 


Einleitung  in  die  reine  Mechanik.  Von  Prof.  Kirsch.  Pro- 
gramm der  technischen  Staatslchranstaltcn  zu  Chemnitz  1880.  4®. 
36.  S. 

Der  Verfasser  wünscht,  dass  die  Methode  des  Schnlnnterrichts 
dem  Satze  von  der  Erbaltnng  der  Energie  eine  grössere  Bedeutung 
und  reichlichere  Verwendung  zuteil  werden  lasse.  Es  genügt  ihm  je- 
doch nicht,  dass  dieser  Satz  erst  hei  der  la'hrc  von  der  lebendigen 
Kraft  aufgestellt  wird;  vielmehr  verlangt  er,  dass  man  den  Begriff 
der  Arbeit  als  fundamentalen  gleich  anfangs  einführe,  durch  den- 
selben dem  virtuellen  Moment  eine  verständliche  Bedeutung  gebe, 
und  hieraus  alle  Sätze  gleichwie  aus  einem  Princip  herleite,  so  dass 
die  empirischen  Grundlagen  der  Mechanik  sowenig  als  möglich  merk- 
bar werden.  Hiernach  scheint  er  doch  dem  eingebildeten  Wissen  zu 
sehr  Vorschub  zu  leisten.  Er  führt  den  Schüler  mit  Umgehung  der 
Menge  einzeln  zu  gewinnender  Erkenntnisse  gleich  auf  den  Höhe- 
punkt der  allgemeinsten  Auffassung.  Käme  es  nur  auf  bündige  De- 
ductiou  des  Resultats  an,  so  wird  inan  die  Möglichkeit  gern  einräumen. 
Dass  aber  letzteres  dem  Anfänger  die  einzelne  Erlernung  der  Zwischen- 
stufen ersetzen  könne,  ist  gewiss  nicht  anzunehmen.  Der  Begriff  der 
Arbeit  wird  als  geläufig  leicht  Eingang  finden,  aber,  weil  die  Nötigung 
fehlt  ihn  e.xaet  zu  denken,  immer  oberflächlich  aufgefasst  bleiben. 
Zur  Verbergung  der  unentbehrlichen  empirischen  Wurzeln  der  Theorie 
haben  wir  gar  keinen  Grund.  Eine  Rechtfertigung  für  die  veränderte 
Wahl  des  Ausgangspunkts  sucht  der  Verfasser  in  einem  vermeint- 
lichen Mangel  bei  gewöhnlicher  Definition  des  Gleichgewichts.  Diese 
werde  für  einen  Punkt,  ausgehend  vom  Zustand  der  Ruhe  gegeben, 
tretl'c  aber  beim  System  und  in  der  Bewegung  nicht  zu.  Das  liegt 
aber  nur  am  unrichtigen  Verfahren.  Wenn  ein  System  von  Kräften, 
das  im  einen  Zustande  der  Objecte  eine  Wirkung  von  Nullkraft  bat, 
im  andern  nicht  null  wäre,  so  würde  der  ganze  Kraftbegriff  unbrauch- 
bar sein.  Ist  die  durchgehende  Anwendbarkeit  nicht  ohne  Axiom 
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beweisbar,  so  kann  cs  nichts  helfen  das  Axiom  zu  verschweigen.  Das 
Gleichgewicht  der  Kräfte  am  Körper  aber  muss  notwendig  auf  das 
an  den  einzelnen  Punkten  zurückgeführt  werden,  also  mit  Berück- 
sichtigung der  innern  Spannungen.  Es  folgt  nun  die  ansgearbeitete 
Darlegung  der  Principien  der  Mechanik.  Der  Verfasser  will  dieselbe 
noch  nicht  als  ein  Muster  hinstellen.  In  der  Tat  findet  man  nach 
einigen  Seiten  hin  eine  ungewöhnliche  Gründlichkeit  und  logische 
Aufmerksamkeit;  es  ist  dann  ofienbar  seine  Meinung,  dass  eine  gleiche 
auch  nach  andern  Seiten  hin  Vorbehalten  bleibt.  Zuerst  wird  der 
Unterschied  von  Kinematik  und  Mechanik  erörtert.  Erstere  tritt 
hier  so  auf,  als  ob  sie  der  reiuen  Geometrie  nicht  angehörte,  da  von 
dieser  gar  nicht  die  Rede  ist,  bloss  weil  die  Zeit  darin  genannt  wird ; 
dass  aber  die  Zeit  in  ihr  keine  Rolle  spielt,  und  dass  die  Kinematik 
in  aller  geometrischen  Doctrin  eingebürgert  ist,  bleibt  unbeachtet. 
So  ist  denn  auch  der  hier  betonte  Satz  von  der  Transponibiiität  des 
Raumes  ein  unentbehrliches  Postulat  der  elementarsten  Geometrie,  da 
Congruenz  ohne  denselben  keinen  Sinn  hat.  Das  Ausgehen  von  der 
Kinematik  dient  aber  dem  Verfasser  als  Gelegenheit  die  Notwendig- 
keit der  Masse  und  der  Kraft  zu  erklären.  Nachdem  uun  der  Vor- 
trag im  eigentlichen  Gebiet  der  Mechanik  angelangt  ist,  tindet  man 
sich  doch  in  der  Erwartung  sehr  getäuscht,  dass  er  nach  allen  Be- 
trachtungen und  Motivirungen  endlich  in  einen  regelmässig  fortschrei- 
tenden Lehrgang  einlenken  werde.  Die  Betrachtungen  hören  his  Endo 
nicht  auf.  Soviel  nun  anch  in  diesen  sich  richtige  Auffassung  kund 
giebt,  so  tritt  ihre  Wahrheit  doch  eigentlich  nur  für  den  zutage,  der 
mit  dem  Gegenstand  ganz  vertraut  ist,  und  der  alsdann  noch  viel  au 
der  Darlegung  vermissen  wird.  Ein  Auiänger  wird  schwerlich  im 
Stande  sein  dem  Vortrag  zu  folgen,  viel  weniger  eine  üebersicht  zu 
gewinnen.  Nach  allem  stellt  sich  die  Schrift  dar  als  Studien  über 
die  logischen  Erfordernisse  in  der  elementaren  Behandlung  der  Prin- 
cipien der  Mechanik.  U. 

Grundriss  der  Differenzialrechnung.  1.  Theil.  Von  C.  v.  Brand, 
Königl.  Baumeister.  Pyritz  18öO.  Hugo  Backe.  103  S. 

Das  Vorliegende  ist  dadurch  bemerkenswert,  dass  es  sich  priu- 
cipiell  und  wesentlich  auf  das  „Zeno’sche  Sophisma“  stützt,  die 
Schlussfolge  „vollständig  logisch  richtig“  nennt,  auf  Grund  desselben 
die  begrenzte  Teilbarkeit  der  Zahl  behauptet  und  den  gedachten 
kleinsten  Teil,  als  absolut  constante  Grösse,  zum  Wert  des  Differen- 
tials der  unabhängigen  Variabein  macht.  Der  Fehler  des  Zeno’schen 
Schlusses  wird  gewöhnlich  allein  in  der  irrigen  Meinung  gefunden, 
die  Summe  unendlich  vieler  Glieder  sei  unendlich  gross.  Hiernach 
wäre  cs  zu  Zcno’s  Zeit  unmöglich  gewesen  den  Fehler  zu  enthüllen. 
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In  der  Tat  aber  hat  Zeno  nach  elementarster  Logik  die  Bedingung 
eines  Schlusses  gar  nicht  erfüllt:  es  fehlt  darin  das  zweite  Glied. 
Ergänzt  man  dieses,  so  lautet  die  Schlussfolgerung:  Wenn  Achilles 
da  ankommt,  wo  die  Schildkröte  war,  ist  die  Sch.  schon  weiter.  Nun 
befindet  sich  aber  Ach.  in  aller  Folgezeit  in  einem  Punkte,  wo  die 
Sch.  war.  Folglich  holt  ( r sie  in  aller  Folgezeit  nicht  ein.  Nur  das 
erste  Glied  wird  bewiesen,  das  zweite  ist  offenbar  grundlos  und  wird 
gar  nicht  ausgesprochen.  Jeder  Athener  hätte  also  die  Lücke  be- 
merken können.  Aber  wol  konnte  man  damals  wie  noch  heute  dar- 
auf speculiren,  dass  gei.streichen,  delicaten  Leuten  die  Pedanterie  des 
engen  Anschlusses  mit  Wiederholung  der  Worte  zuwider  ist,  und 
dass  sie  darum  gern  aut  Anhörung  des  zweiten  Gliedes  verzichtea. 
Erst  wenn  jemand  versucht  hätte,  die  Ergänzung  zu  beweisen,  würde 
er  vielleicht  auf  die  obige  Frage  gestossen  sein,  ob  die  Summe  an- 
endlich vieler  Glieder  unendlich  gross  sein  muss.  Der  Verfasser  sagt 
nun  im  Vorwort,  seine  Darstellung  weiche  in  gewissen,  genannten 
Paragraphen  von  der  gewöhnlichen  ab.  Diese  behandeln  gerade  das 
Priucipiellc  und  sind  unrichtig,  daher  ist  die  Bearbeitung  überhaupt 
wertlos,  und  wir  wollen  wünschen,  dass  die  Herausgabe  des  in  Aus- 
sicht gestellten  II.  und  III.  Teils  unterbleiben  möge. 

Hoppe. 


Berichtigungen. 

T.  LXV.  S.  445.  Z.  2 v.  unt.  fehlt  die  Angabe,  dass  die  (Coord.) 
des  Durchschnittspunkts  der  Diagonalen  mit  f,,  (bezeichnet  sind). 
Ebenda  S.  447 

Z.  1 und  5 V.  ob.  statt  d setze  D 

)5  4 11  n y 1» 

„ 14  „ „ „ Sa 

8 ” (”!)  ” (l) 
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Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Lehrbuch  der  Differential-  und  Integralrechnung.  Von  Dr. 
Worpitzky,  Prof,  an  der  Königl.  Kriegs-Akademie  und  am  Fried- 
richs-Werderschen  Gymnasium  zu  Berlin.  Mit  81  in  den  Text  ein- 
gedruckten Holzschnitten.  Berlin  1880.  Weidmann.  784  S. 

Das  Vorliegende  ist  ein  selbständig  durchdachter  und  durchführter 
Versuch  einer  Lehrmethode  und  insofern  weit  verdienstlicher  nnd 
höher  zu  schützen  als  neue  Bearbeitungen  mit  Anlehnung  au  her- 
kömmliche Methoden.  Der  am  meisten  hervortretende  Unterschied 
gegen  die  gewöhnlichen  Lehrbücher  gleichen  Inhalts  ist  die  Verbin- 
dung der  Differential-  und  Integralrechnung  zu  einem  einzigen  Ganzen. 

Der  Integralbegriff  wird  nämlich  sehr  früh  eingeführt  nebst  der  Be- 
gründung der  principiellen  Sätze  über  bestimmte  Integrale,  und  bleibt 
fortau  ein  Organ  der  weitern  Entwickelung  der  Theorie.  Schon  vor- 
her ist  eine  sehr  frühe  Einführung  des  Diff'erentialbegriffs  bemerk- 
lich,  der  nur  eine  geringe  Auseinandersetzung  über  Functionen  vor- 
ausgeht Sowol  diese,  wie  auch  ein  grosser  Teil  des  Folgenden  be- 
Echraukt  sich  auf  algebraische  Functionen,  zu  denen  übrigens  der 
Verfasser  mit  Unrecht  die  Potenz  als  Function  der  Basis  rechnet. 

Die  Potenz  wird  hier  gemäss  ihrer  elementaren  Bildung  mit  Bei- 
hehaltnng  aller  Stufen  der  Begriffserweiterung  dargestellt,  und  bleibt 
demnach  fortan  ein  zusammengesetzter,  nicht  homogener  Begriff'. 

Auch  die  Differentiation  der  Functionen  mehrerer  Variabein  wird  auf- 
fallend früh,  nachdem  nur  weniges  über  die  der  Functionen  einer 
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Variabein  gesagt  ist,  zugezogen.  Nach  den  Anfangsgründen  der 
Differential-  und  Integralrechnung  ist  die  Reihenfolge  der  behandelten 
Themata:  Mehrfache  Differentiation  und  Integration;  der  Taylorsche 
Satz  mit  seinen  nächstlicgcndcn  Anwendungen  (unter  denen  sich  aber 
die  Theorie  der  Maxima  und  Minima  nicht  findet);  Endlichkeit  der 
Integrale  mit  unendlichem  lutcgratiousintervall  oder  unendlichen 
Differential ; Convergenz  der  unendlichen  Summen  und  Producte ; die 
complexen  Zahlen  und  die  dnreh  ihre  Einführung  bedingten  Func- 
tionen (Kreisfunctionen);  Differentiation  und  Integration  nach  complexen 
Variabein;  die  algebraischen  Gleichungen;  Grenzwert  der  Functionen 
an  den  Stellen  willkürlicher  und  sinnloser  Substitutionswerte;  Zer- 
fällnng  in  Partialbrüche  und  Integration  der  rationalen  algebraischen 
Functionen;  Integration  der  irrationalen  algebraischen  Functionen; 
Integration  transceudeuter  Functionen;  numerische  Berechnung  der 
Werte  von  bestimmten  Integralen;  Maxima  und  Minima  stetiger 
Functionen.  Zum  Schluss  werden  geometrische  Anwendungen,  erst 
für  die  Ebene,  dann  für  den  Raum  gegeben ; es  sind  dies  ausgewählte 
Partien  aus  der  analytischen  Geometrie.  Die  Anordnung  ist  hiernach 
eigentümlich;  auch  von  dem  Deductionsverfahreu  gilt  ein  gleiches. 
Es  fragt  sich  daher,  ob  im  ganzen  oder  einzelnen  die  getroffene 
Wahl  empfehlenswert  ist  Die  Verbindung  der  Integral-  mit  der 
Differentialrechnung  rechtfertigt  der  Verfasser  einesteils  durch  die 
begriffliche  Einheit  beider  in  ihrer  reciproken  Beziehung,  audemtcils 
durch  die  Notwendigkeit  gewisser  Integrale  für  manche  Sätze,  nament- 
lich für  den  Taylorscheu  Satz.  Beide  Gründe  sind  nicht  zwingend, 
der  ersterc  selbstverstandlicherweise,  doch  auch  der  letztere,  da  man 
ja  den  Taylorschen  Satz  mit  Lagrauge’schen  Reste  in  grossem  Um- 
fange gebrauchen  kann,  die  Anwendung  des  Integralausdrncks  für  den 
Rest  aber  in  der  gesonderten  Integralrechnung  ihre  beste  Stelle  findet 
Gegen  die  Verbindung  sprechen  folgende  Gründe.  Inverse  Operationen 
zugleich  zu  behandeln  ist  gegen  allen  durch  Erfahrung  erprobten 
Gebrauch.  Ob  ein  Semester  für  beide  ausreicht,  wonach  der  Ver- 
fasser hierbei  fragt,  mag  als  unwesentlich  ausser  Betracht  bleiben. 
Immer  aber  wird,  und  das  ist  wol  das  wichtigste,  die  Theorie  der 
Uroperation  bis  zu  einer  gewissen  Reife  der  Entwickelung  gebracht, 
soweit  möglich  alles  zugehörige  erschöpfend  erörtert,  bevor  man  zur 
inversen  Operation  schreitet.  Diesen  Gesichtspunkt  findet  man  im 
Vorliegenden  ganz  unberücksichtigt.  Von  allem,  was  der  Einführung 
der  Integrale  vorausgeht,  Lehre  von  den  unendlichen  Grössen,  Grenz- 
werten, Functionen  und  Stetigkeit,  endlich  Differentiation,  wird  nur 
gerade  so  viel  vorgetrageu  als  zur  Erklärung  und  Begründung  des 
Folgenden  notwendig  ist,  der  übrige  grösste  Teil  kommt  später  ein- 
zeln in  andre  Gegenstände  verwebt.  Es  scheint  daher  fast  alles  nur 
dienendes  Glied  der  Deduction  zu  sein,  um  etwa  die  Theorie  der 
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Complexen,  die  vielleicht  als  Selbstzweck  übrig  bleiben  möchte, 
schliesslich  zu  ergeben.  Ein  so  grosser  Mangel  an  Systematik  und 
Ucbersichtlichkcit  war  nun  wol  nicht  bloss  Folge  des  in  Rede  stehen- 
den beliebten  Princips  und  hiltto  gewiss  vermieden  werden  können. 
Letzteres  selbst  betreffend  muss  man  nun  fragen:  Giebt  denn  die 
vorliegende  Bearbeitung  wirklich  Zeugniss  von  der  innigen  Zusam- 
mengehörigkeit beider  inversen  Operationen  ? Gewöhnlich  beginnt  man 
die  Integralrechnung  mit  der  unbestimmten  Integration  der  Func- 
tionen einer  Variabein  durch  Darstellung  in  bekannten  Functionen. 
Die  inverse  Beziehung  liegt  dann  vou  Anfang  offen  zutage;  aber  da 
aus  der  Differentialrechnung  nur  einige  Formeln  in  Anwendung 
kommen , Zweck  und  Interesse  hingegen  bei  der  Intogrationsaufgabe 
eine  ganz  verschiedene  Richtung  verfolgt,  so  ist  an  Verschmelzung 
beider  Doctriuen  nicht  zu  denken,  und  es  giebt  zwischen  ihnen  keine 
Beziehung,  die  durch  gesonderte  Behandlung  verdunkelt  werden 
könnte.  In  der  gegenwärtigou  Bearbeitung,  welche  mit  der  Darstel- 
lung des  bestimmten  Integrals  als  Grenzwert  einer  Summe  beginnt, 
ist  die  Verschiedenheit  im  Zuwerkegehen  noch  weit  grösser:  die  in- 
verse Beziehung  muss  erst  bewiesen  werden,  tindet  nicht  einmal  all- 
gemein statt,  die  Rechnung  ist  ganz  andrer  Form  und  viel  corapli- 
cirter  als  in  der  Differentialrechnung.  Dies  hat  im  Interesse  grösserer 
Beteiligung  am  Studium  der  Differentialrechnung  den  enormen  Nach- 
teil, dass  dadurch  die  Schwierigkeit  des  Anfangs  bedeutend  vermehrt 
wird.  Der  Anfänger  muss  glauben,  der  lauge  Weg  durch  alle  Do- 
dnetioneu  der  Intcgralsätze  sei  zur  Einführung  in  das  Gebiet  der 
Differentialrechnung  notwendig,  während  es  doch  sonst  leicht  mög- 
lich ist  alle  Schwicrigkeiteu  des  Anfangs-Studiums  zu  beseitigen  bis 
auf  die  eine,  weiche  der  Uebergang  von  der  Gewohnheit  jede  Grösse 
als  Constante  zu  betrachten  zur  Auffassung  als  Function  Vielen  ver- 
ursacht Was  also  durch  die  Verbindung  der  zwei  Disciplinen  ge- 
wonnen werden  sollte,  Hess  sich  auch  ohne  sie  gewinnen ; Vieles  und 
Wichtigeres  ist  dadurch  verloren  gegangen. 

Die  Deductionsmethoden  sind  im  Verhältniss  zum  Gegenstände 
einfach,  was  bei  den  selbsterdachten  gewiss  Anerkennung  verdient,  in 
gewissem  Umfang  auch  streng.  Dagegen  kommt  eine  grosso  Anzahl 
von  Schlüssen  vor,  deren  Bündigkeit  schwerlich  einleuchtet,  die  sich 
aber  sämmtlich  durch  denselben  Fehler  erklären  lassen.  Die  Lücken 
der  Beweise  scbliessen  sich  , während  indes  die  Sätze  selbst  eine  ge- 
wisse Unvollständigkeit  behalten,  wenn  man  folgendes  Axiom  ein- 
setzt: Hat  eine  durch  beliebig  viele  Operationen  delinirte  Function 
einen  bestimmten  Grenzwert,  so  ist  dieser  gleich  dem  Resultat  jener 
Operationen  angewandt  auf  die  Grenzwerte  der  Elemente,  welche  in 
der  Function  Vorkommen.  Dieser  Satz  ist  weder  bewiesen  noch  aus- 
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gesprochen.  Er  ist  aber  sowenig  selbstversUindlich , dass  man  sopr  ■ 
Mühe  hat  nur  den  Umfang  der  Behauptung  zu  übersehen. 
stützen  sich  manche,  an  sich  sehr  leicht  zu  beweisende,  jciknals 
jedoch  eines  Beweises  bedürfende  Sätze , z.  B.  dass  das  Prodnct  Aer 
Grenzwerte  gleich  dem  Grenzwert  des  Products  ist , aber  aoch  Be- 
weise, die  exact  schwerer  zu  führen  sind,  z.  B.  der  für  die  Rednetiott 
des  vollständigen  Differentials  auf  die  partiellen  DiffereiitialquotienteiL 
In  allen  diesen  Deductiouen  ist  also  die  sclieiubare  Einfachheit  eine 
Täuschung.  Nun  wird  aber,  selbst  die  Richtigkeit  des  Axioms  an- 
genommen, nicht  einmal  so  viel  bewiesen,  als  bei  specieller  Behand- 
lung jener  Sätze  hervorgeht;  denu  letztere  ergiebt  meistens  ohne 
Voraussetzung  die  Existenz  des  Grenzwerts  zugleich  mit  dessen  Aus- 
druck, während  Worpitzky  die  Existenz  als  schwebende  Bedingung 

Stehen  lässt.  Nach  ihm  würde  für  gegebene 

dz.  8s  dy 

dx  ~ dy  dx  besonders  bewiesen  werden  müssen , dass  der 

ö* 

Grenzwert  existirt.  Es  wird  nämlich  ganz  richtig  bemerkt,  dass 


zur  Folgerung 


sich  allgemeine  Sätze  über  die  Existenz  der  Differentialquotienten 
nicht  aufstellen  lassen.  Anstatt  aber  auf  den  allein  fruchtbaren  Weg 
der  Verfolgung  der  besouderu  Bildungsgesetze  hinzuweiscu,  verzichtet 
der  Verfasser  durchweg  auf  Erledigung  der  Frage,  im  speciellen  wie 
ira  allgemeiueu.  Demnach  ist  der  Maugel  ein  doppelter,  einerseits 
in  der  Bündigkeit  des  Beweises,  audrerseits  in  der  Ausdehnung  der 
Thesis,  welche  bei  gewöhnlichem  Verfahren  in  befriedigendem  Um- 
fang absolut  gestellt  werden  kann,  hier  jedoch  immer  nur  bedingt 
erscheint.  Ueberhaupt  hätte  es  wol  vermieden  werden  sollen  leicht 
zu  begründende  Dinge  auf  schwerer  verständliche  zu  stützen,  wie 
z.  B.  die  Differentiation  der  Producte  auf  die  der  Functionen  mehrerer 
Variabcln.  Manche  Theorien  werden  iu  der  Tat  in  umfassender 
F'orm  besser  verstanden  als  specialisirt  und  zerspaltet,  nämlich  wenn 
sie  durch  einfache,  elegante  Schlussweise  hervorgehen.  Wo  cs  aber 
nicht  der  Fall  ist,  darf  mau  nicht  den  erfolgreichem  Weg  aus  Princip 
verschmähen. 


Wenn  im  Vorstehenden  dem  Herkömmlichen  vor  der  neuen  Ein- 
fühmng  fast  durchweg  der  Vorzug  gegeben  worden  ist,  so  war  das 
nicht  beabsichtigt.  Nicht  nur  hinsichtlich  solcher  Lehrbücher,  welche 
sich  bis  iu  neuste  Zeit  gegen  realisirto  Verbesserungen  der  Methode 
uncmplänglicb  gezeigt  haben,  sondern  auch  hinsichtlich  des  im  ganzen 
erreichten  didaktischen  Standpunkts  soll  für  weitere  Verbesserungs- 
Versuche  noch  immer  ein  offenes  Feld  bleiben.  Sowol  der  im  Gegen- 
wärtigen bezeugte  Anschluss  au  die  Erzeugnisse  der  Neuzeit,  z.  B. 
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an  die  anabbängig  vom  Grenzwert  definirtc  Einführung  der  unend- 
lichen Grössen  (obwol  die  Behandlung  kaum  mehr  als  eine  Ancr- 
keuuang  im  Princip  ist  und  die  Entwickelung  der  Theorie  vermissen 
lässt)  als  auch  manche  eigene  methodische  Gedanken  konnten  nur 
wegen  ihrer  Verbindung  mit  sehr  hcrvortrctendeu  Mängeln  nicht  wol 
ans  Eicht  gezogen  werden.  So  ist  es  gekommsn,  dass  nur  von  letz- 
teru  die  Rede  war.  Hoppe. 


A treatise  on  the  theory  of  determinants  and  tbeir  applications 
in  analysis  and  geometry.  By  Robert  Forsyth  Scott,  M.  A.  of 
Eincoln’s  Inn,  Fellow  of  St.  John’s  College,  Cambridge.  Cambridge 
18«0.  Deighton,  Bell  and  Co.  (London:  Cambridge  VVarchouse. 
Leipzig:  F.  A.  Brockhaus.)  251  S. 

Das  Vorliegende  ist  ein  Lehrbuch  der  Determinantentheorie, 
welches  sich  in  hohem  Masse  durch  Sorgfalt  und  Eleganz,  sachgemässe 
Methode  und  verständlichen  Vortrag  auszeiclinet.  Der  Verfasser 
scheint  die  Litteratur  recht  allseitig  studirt,  die  Form  der  Darstellung 
hingegen  uud  den  Lehrgang,  welcher  zwar  der  natürlichste  und  con- 
sequenteste,  aber  keineswegs  der  gewöhnlichste  ist,  selbständig  ge- 
wühlt zu  haben.  Das  Buch  beginnt  mit  Beobachtungen  an  Permuta- 
tionen, auf  denen  die  Bildung  und  Behandlung  der  Determinanten 
beruhen.  Die  Entwickelung  dieses  wie  jedes  folgenden  Teiles  der 
Theorie  ist  unmittelbar  allgemein;  Specialisirungen  folgen  erst  nach. 
Die  elementaren  Hauptsätze  der  Determinantcurechnuug,  einschliess- 
lich der  Auflösung  der  linearen  Gleichungssysteme  werden  ohne  Zer- 
fälinug  in  ünterdetermiuanten  durch  directe  Schlüsse  hergeleitet. 
Wenn  so  wie  hier  das  Hauptgewicht  der  Unterweisung  anf  die  der 
Determiuantentheorie  eigentümlichen  Schlüsse  gelegt  und  diese  Schluss- 
weise mit  Allseitigkeit  und  Genauigkeit  erörtert,  danu  durch  Bei- 
spiele erläutert  wird,  kann  es  nicht  fehlen,  dass  der  Leser  auch  ohne 
viel  Vorkenutnisse  genügende  Vertrautheit  mit  der  Determinanten- 
rechnung erlangt.  Die  Reihenfolge  der  behandelten  Themata  ist  diese. 
Einleituug,  enthaltend  alle  Erklärungen  und  Festsetzungen  über  das 
Bildungsgesetz,  die  Vorzeichenbestimmung  u.  s.  w.  Allgemeine  Eigen- 
schaften der  Determinauten,  enthaltend  das  gesammtc  elementare 
Rechnungsverfahreu,  auch  hinsichtlich  der  Gleichungen.  Unterdeter- 
tninanten.  Multiplication  der  Determinanten,  ausgehend  von  der  Bil- 
dung zusammengesetzter  Systemtafel,  aus  der  ein  dreifacher  Satz  her- 
geleitet wird,  im  einen  Fall  eine  Determinante  null,  im  zweiten  das 
Prodnet,  im  dritten  eine  Summe  von  Producten  ergebend,  jenachdem 
die  Urtafel  ungleichseitig  oder  Quadrat  i.st  Sätze  über  die  zusam- 
mengesetzte Systemtafel  (compound  array).  Besondere  Formen  der 
Determinanten.  Kubische  Determinanten.  Anwendungen,  nämlich : 
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Theorie  der  Gleichnngen  and  Eliminationen.  Rationale  Fnnctional- 
deterrainanteu.  Jacobi’sebe  und  Hesse’srhe  Determinanten.  Theorie 
der  Functionen  2.  Grades.  Determinante  von  Functionen  derselben 
Variabcln.  Kettenbrüche.  Anwendungen  auf  Geometrie.  H. 


Die  Recursionsformeln  für  die  Berechnung  der  Bemoulliscben 
und  Euler’schen  Zahlen.  Von  A.  Radickc.  Halle  a.  S.  1880. 
Louis  Nebert  35  S. 

Die  Bcrnoullischcn  Zahlen,  Eulerschcn  Zahlen  (d.  i.  Secanten- 
coefticienten)  und  Tangentencoefficienten  werden  definirt  als  die  Coef- 
licienten  der  Entwickelung  der  Functionen 

2 e»  — 

6X-I-C-*' 

Die  Theorie  der  letzten  ist  in  der  der  ersten,  auf  die  sie  sich  re- 
duciren,  enthalten.  Die  Entwickelung  der  Recursionsformeln  auf 
dieser  Grundlage  ist  au  sich  ziemlich  einfach,  erhalt  aber  eine  un- 
übertreffliche Uebersichtlichkeit  durch  den  Gebrauch  der  von  E.  Lncas 
angewandten  Symbole,  durch  welche  sich  die  Functionen  in  der  Form 
«’>■'  darstellcn,  so  zu  verstehen,  dass  die  Exponenten  von  b in  Indices 
zu  verwandeln  sind.  Die  Recursionsformeln,  welche  so  gewonnen 
werden,  sind  einesteils  diejenigen,  welche  die  nte  Zahl  auf  alle  vor- 
hergehende zurückfUbren , anderuteils  die  von  Seidel  und  Stern  ent- 
deckten, welche  zwischen  einer  bestimmten  Anzahl  successiver  Zahlen 
stattiinden.  Der  Verfasser  glaubte,  dass  der  so  nach  beiden  Rich- 
tungen gemachte  methodische  Fortschritt  der  Theorie  eine  systema- 
tische Bearbeitung  verdiente;  diese  ist  ihm  auch  sehr  wol  gelungen. 

H. 

Elcmenti  di  calcolo  infinitesimale  per  R.  Rubini.  — Parte 
prima;  calcolo  dificrenziale.  Seconda  edizionc  riveduta  cd  anmentata. 
Napoli  1874.  S.  Pietro  a Maielia.  — Parte  sccouda:  calcolo  inte- 
grale. Seconda  edizione  riveduta  ad  aumentata.  Napoli  1875. 
S.  Pietro  a Maiella.  — Complcraento  al  calcolo  infinitesimale.  Na- 
poli 1880.  S.  Pietro  a Maiella.  — 820  S. 

Der  Verfasser  hat  sich  Iloüd’s  Cours  de  calcul  infinitesimal  zum 
Muster  genommen.  Das  Buch  soll  daher,  wie  sich  annehmen  lässt, 
für  Italien  dieselbe  Stelle  einnehmen  wie  dieses  für  Frankreich,  näm- 
lich den  Studirenden  auf  allen  Universitäten  des  Landes  die  Ge- 
sammtheit  des  mathematischen  Wissens  geben,  das  sie  sich  anzu- 
eignen  haben.  Ob  und  wie  weit  es  dieser  Bestimmung  genügen 
kann,  ist  eine  Frage,  die  sich  der  Kritik  dadurch  entzieht,  dass  die 
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Punkte,  welche  wir  für  feststehend  erachten  sollten,  mit  andern,  die 
von  dem  specifischen  BedUrfuiss  abhängig  sind,  zu  sehr  gemischt  und 
verbunden  auftreten.  Im  Anfang  wird  das  Wesen  der  Functionen 
von  1 und  mehreren  Variabein  (Törtert,  dabei  die  Lehre  von  den 
unendlichen  Grössen,  Grenzwerten  und  der  Stetigkeit  ziemlich  ausführ- 
lich, doch  nicht  besonders  gründlich  entwickelt.  Darauf  folgt  die  Differen- 
tiation, sehr  specialisirt.  Die  Frage  nach  der  Existenz  eines  Dif- 
ferentialquotienten wird  durch  einen  anfilnglichen  längere  Beweis  für 
erledigt  erachtet:  nur  in  Specialworten  kann  der  Differentialquotient 
fehlen.  Die  Lehren  von  der  Elimination  der  Constanton  und  will- 
kürlichen Fnnctionen,  von  den  Functionen  der  Complexon  und  von 
den  Fnnctionsdeterminanten  sind  mit  zu  den  Principien  gerechnet. 
Als  Anwendungen  folgen  dann:  die  Reihen,  der  Maclaurin’scbe  und 
Taylor’sche  Satz,  die  Formen  J etc.,  die  Maxima  und  Minima,  Curven 
und  Flächentheorie.  Im  zweiten  Teile  werden  erst  die  Integrationen 
der  Functionen  1 Variabein  als  inverse  Rechnung  vollzogen  (die  Rc- 
duction  elliptischer  Integrale  ohne  deren  Theorie  ist  mit  anfgenom- 
men).  Dann  folgt  das  bestimmte  Integral  als  Grenzwert  der  Summe, 
Eulerscho  Integrale,  Sinus-  und  Cosinusreihe,  Rcctification  der  Cur- 
ven, mehrfache  Integrale;  dann  die  Integration  der  Gleichungen;  dann 
die  Variationsrechnung  und  die  Differenzenrechnung.  Beispiele  sind 
in  grösserer  Anzahl  den  einzelnen  Abschnitten  beigefügt.  Der  Er- 
gänzungsband behandelt  einzelne  Gegenstände  der  Integralrechnung. 

H. 


Neue  Studien  über  die  Integration  linearer  Differentialgleichungen. 
Erste  Fortsetzung.  Von  Simon  Spitzer.  Wien  1880.  Carl  Ge- 
rold’s  Sohn.  96  S. 

Zuerst  werden  aus  bekannten  Lösungen  von  Gleichungen  2.  Ord- 
uungen,  die  von  Gleichungen  4.  0.  hergeleitet,  in  denen  zu  den  2 
Particnlarintegraleu  2 analoge  hinzutreten ; dann  Specialfalle  von  der 
Form 

(«»  + («1  + *1^  + (“o  + *0*  + *o**)2/  = 0 

dann  die  Gleichungen 

3^"'—  ay'—  bxy  = 0 

(oj-t-Ääa:-|-Cja:ä)y"-f  (oj-}-V)y'+«o3'  = 0 
= x”'(xy‘  -f-  fiy) 

nebst  einigen  andern  behandelt.  H. 
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Geometrie. 

Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie  des  Punktes,  der  Gftaia 
uud  der  Kegelschnitte,  daun  der  StrahlbUschcl  und  Puuktreihcn  ifit- 
jectivischc  Geometrie)  mit  Uebungsaufgabeu.  Von  Wilbela 
Friedrich  Schüler,  Rektor  der  Realschule  in  Freising,  fct 
vier  Tafeln  in  Steindruck.  München  1879.  Theodor  Ackemusn. 
m S. 


Das  Vorliegende  wird  mit  Recht  analytisch  geuanut,  sofern  es  üe 
Lösung  einer  von  aussen  gestellten  Aufgabe  in  allgemeinster  Auf- 
fassung zum  Ziele  nimmt  und  die  Lösungsmittel  io  rationalem  Fort- 
schritt zu  schaffen  sucht.  Auch  wird  das  Ziel  als  ein  spedelle* 
ebarakterisirt  durch  Beifügung  der  besondern  Gegenstände  anf  dem 
Titel.  Nech  diesen  zu  urteilen  behandelt  das  Lehrbuch  die  An^ysis 
der  neuem  synthetischen  Geometrie.  Die  Tendenz  ist  somit  die  ent- 
gegengesetzte von  der,  welche  man  sonst  zu  hegen  und  zu  verfolgen 
pflegt.  Während  es  meist  für  das  Ideal  der  Gestaltung  der  syn- 
thetischen Geometrie  gehalten  wird,  dass  sie  auf  rein  geome- 
trischen Grunde  steht,  werden  hier  ihre  Grandlagen  geflissentlich  auf 
Rechnung  zurückgeführt.  Wenn  ein  solches  Vorgehen  rielkicht 
Manchen  nicht  gefällt,  so  ist  es  doch  gewiss  berechtigt  und  dient  der 
Wissenschaft,  die  Einseitigkeit  der  Auffassung  zu  heben,  eine  unnötige 
Kluft  zwischen  der  analytischen  und  synthetischen  Geometrie  ans- 
zufüllen,  das  eine  oder  andere  Ergebniss  der  letztem  als  identisch 
mit  solchen  der  erstem  zu  enthüllen  uud  so  den  durch  verschiedene 
Benennung  geschaffenen  Nimbus  zu  entfernen.  Auch  kann  es  wol  anf 
das  Studium  der  Geometrie  die  günstige  Wirkung  haben,  dass  die 
analytische  Geometrie  vor  der  synthetischen  betrieben  wird,  wodurch 
der  Studirende  vor  der  Gefahr  bewahrt  bleibt  sich  in  dem  unbe- 
grenzten Bereich  der  letztem  zu  verlieren  ohne  von  der  Existenz  der 
erstem,  oder  doch  von  ihrer  Notwendigkeit  eine  Ahnung  zu  haben. 
Mag  sein,  dass  wir  hiermit  grösseres  in  die  Absicht  des  Verfassers 
legen  als  er  wirklich  im  Sinne  hatte,  doch  motivirt  sich  das  Zuwcrkc- 
geheu  im  einzelnen  am  leichtesten  anf  diese  Weise.  Nicht  zu  billigen 
ist  cs,  dass  weder  auf  dem  Titel  noch  im  Anfang  des  Buchs  gesagt 
wird,  dass  es  sich  ausschliesslich  um  die  Geometrie  der  Ebene  han- 
delt. Die  Nennung  der  Gegenstände,  welche  zwar  sämmtlich  auf  der 
Ebene  Platz  finden , aber  auch  im  Raume  Bedeutung  haben , niachl 
es  wahrscbeinlicb , dass  nur  von  der  Ebene  die  Rede  ist,  ohne  doch 
die  offene  Erklärung  zu  ersetzen.  Zuerst  werden  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  erklärt ; bald  nachher  die  schiefwinkligen  eiugeführt. 
Die  Theorie  der  letztem  steht  hier  einmal  an  ihrer  richtigen  Stelle, 
wo  ihre  Zuziehung  durch  ihre  Bestimmung  für  die  Theorie  der  Kegel- 
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schnitte  und  Collineationeii  gerechtfertigt  ist.  Auch  ist  es  ganz 
correct,  dass  das  rechtwinklige  System  als  das  umfassende  dem  schief- 
winkligen, das  nur  speciellen  Zwecken  dient,  vorausgeht  und  nicht, 
wie  es  häufig  aus  irriger  Betrachtungsweise  dargestellt  wird,  als  be- 
sonderer Fall  des  schiefwinkligen  auftritt.  Es  werden  nun  nach  ein- 
ander der  Punkt,  die  Kegelschnitte,  die  Ellipse,  Hyperbel,  Parabel, 
die  allgemeine  Gleichung  2.  Grades,  das  Strahlbüschel , zwei  Strahl- 
bUschel  mit  besonderer  Entwickelung  derjenigen  Seiten,  welche  für 
die  Steiner’sche  Theorie  Bedeutung  haben,  behandelt.  Die  Kegel- 
schnitte werden  geometrisch  (wiewol  ohne  Beziehung  zum  Kegel) 
definirt;  dann  aber  wendet  sich  die  Entwickelung  der  Eigenschaften 
sogleich  zur  Rechnungsform.  Auf  jeden  der  genannten  Abschnitte 
folgen  Uebungsaufgaben.  H. 


Synthetische  Geometrie.  VonWilhelra  Gallcnkamp,  Direktor 
der  Fricdrichs-WerderscLeu  Gewerbeschule  in  Berlin.  I.  Abteilung; 
Die  Kegelschnitte  in  elementar-synthetischer  Behandlung.  Mit  einer 
Figurentafel.  Iserlohn  1889.  J.  Baedeker.  33.  S. 

Das  Buch  enthält  eine  wol  geordnete  Reihe  von  Erklärungen  und 
Sätzen  ohne  Beweis  mit  einigen  Angaben  über  das,  woraus  sie  her- 
vorgehen.  Grössen-  und  Lagenbeziehungen  sind  nicht  getrennt. 
Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel  werden  zuerst  nach  einander  planime- 
trisch  definirt  und  behandelt;  im  zweiten  Abschnitt  werden  sie  als 
Schnitte  eines  Umdrehungskegels  abgeleitet  und  ihre  Beziehungen 
zum  Kegel  entwickelt.  H. 


Praktische  Geometrie,  Geodäsie. 


Praktische  Anleitung  zum  Gebrauche  der  graphischen  Methoden 
bei  Querschnittsberechnungeu.  Von  Max  Ebel,  Lehrer  au  den 
technischen  Staalslehranstaltcn  zu  Chemnitz.  Mit  9 lithographischen 
Tafeln.  Freiburg  i.  Br.  1880.  Herder.  65  S. 


Das  Buch  ist  bestimmt  den  graphischen  Methoden  weitere  Ver- 
breitung in  technischen  Mittelschulen  zu  verschaffen.  Es  werden  die 
Regeln  zum  Zeichnen  von  Kräfteplänen  und  Seilpolygonen  hergcleitet 
und  in  einfache,  leicht  zu  behaltende  Sätze  gefasst,  mit  deren  Hülfe 
die  Coustructionen  sicher  und  leicht  auszuführen  sind.  Die  auf  einen 
Stab  wirkenden  Kräftn  werden  in  4 Gruppen  geordnet:  1)  Kräfte, 
deren  Richinngen  unter  sich  parallel  in  einer  durch  die  Schwerpunkts- 
linie (Mittellinie)  gehenden  Ebene  liegen;  2)  desgleichen  in  einer  zu 
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jener  Ebene  normalen  Ebene ; 3)  Kräftepare  in  Ebeaeu  nonnal 
Mittellinie;  4)  Kräfte  in  der  Mittellinie.  Das  Seilpolygou  der  1. 

2.  Gruppe  liefert  die  Bruebmomento,  sowie  die  auf  Abscbeniag 
Zug  oder  Druck  wirkenden  Kräfte,  in  den  respectiven  Eteuesi-,  ia 
3 te  beansprucht  das  Körperstack  auf  Torsion ; die  4 tc  anf  Zug  cite' 
Druck.  Die  Kenntniss  der  einfachsten  Sätze  aus  der  Mechanik  ni  •* 
vorausgesetzt.  Beispiele  an  Gitterwerkeu , DachstOhlen,  Betriebsvo*- 
richtungen  u.  a.  verbunden  mit  den  gut  gewählten  und  vortrefflkk  , 
ausgcführteii  Abbildungen  machen  das,  was  der  allgemeinen  Erörtermg 
au  exactem  Ausdruck  mangelt,  deutlich.  H. 


Die  Tachymetrie  mit  besonderer  Berücksichtigung  des  Tarhi. 
meters  von  Tichy  und  Starke.  Für  Terrain-  und  Trace-Stndien  be- 
arbeitet von  Anton  Schell,  k.  k.  Professor.  Mit  2 Tafeln  nmi 
27  Figuren.  Wien  1880.  L.  W.  Seidel  u.  Sohn.  93  S. 

Die  Tachymetrie  wird  erklärt  als  die  Messung  eines  Terraiss 
von  einem  Punkte  aus  mit  distanzmesseudem  Fernrohr  nach  anfgd- 
stellten  Latten  hin.  Nach  kurzer  Darlegung  der  Theorie  folgt  dk’ 
Beschreibung  des  Instrumentes,  des  Stativs  und  der  Latte,  dann  der 
Gebrauch  des  Tachymeters  bei  Bestimmung  der  Horizontaldistanz  BUii 
Höhe  eines  Punktes,  der  Messung  der  Horizontal-  und  Verticalwinkel, 
daun  die  Eigenschaften  und  die  Kectification  des  Tachymeters;  dtni 
werden  5 Fehlerquellen  behandelt.  Ini  2.  Teil  folgt  die  tachymetri- 
sche  Aufnahme,  Feld-  und  Hausarbeiten  (Berechnungen  und  Cos- 
structionen).  H. 


Die  weitere  Ausführung  der  rechtwinkligen  Projektionsart,  nebst 
einem  Anhang  über  die  projektivischeu  Verwaudtsebafton  der  neuem 
Geometrie  und  insbesondere  über  die  centrische  Collineation  und 
Aflinität,  als  Lehrmittel  für  Lehrer  und  Schüler  an  Oberrealschnleu. 
Industrie-  und  Gewerbeschulen  und  andern  mittlern  und  höhern  ge- 
werblichen und  technischen  Lchraustaltou , sowie  zum  Selbststudium 
Von  G.  Dclabar.  Mit  183  Figuren  und  40  lithographirteu  Zeicb- 
unngstafeln.  3.  Heft  der  Anleitung  zum  Linearzeichnen.  Zweite, 
vermehrte  und  verbesserte  Auflage.  Freiburg  i.  Br.  1879.  Herda 
Queroctav  222  S. 

Das  Buch  enthält  zuerst  Lehrsätze  und  Aufgaben  über  die  reclit- 
winkligen  Projectionen  der  Punkte,  Geraden,  Ebenen  und  eben« 
Flächenfiguren  im  Raume ; dann  Durcbschnittsconstruction  der  Körpa 
mit  Ebenen,  nebst  ihren  Entwickelungen ; dann  Constmetion  der  Tsa- 
geuten  an  krumme  Linien  und  der  Tangirungsebenen  an  kmmnic 
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lächea ; dann  Darchschnittsconstnictionen  der  Körper  mit  Körpern ; 
ann  Anwendnng  auf  Dachzerlegungen , Rohrenentwickelungen,  Ge- 
ölbeconstrnctionen,  Kartenprojcctionen  und  Sonnennhrenconstructio- 
cu-,  dann  in  einem  Anhang  das  Wichtigste  über  die  projectivischen 
’^erwandtscbaften.  Namentlich  ist  es  dieser  Anhang,  der  in  der  neuen 
Lutiagc  hinzukommt,  ansserdem  mehreres  Einzelne.  H. 

Die  wichtigsten  Steinkonstmktioncn  als  Lehrmittel  für  Lehrer 
md  Schüler  an  Real-,  Indnstrie-,  Gewerbe-,  Bau-,  Handwerker-  nnd 
Fortbiidnngsschnlen  nnd  andern  gewerblichen  und  technischen  Lehr- 
anstalten, sowie  zum  Selbststudium.  Von  Professor  G.  Delabar, 
Conrector  der  Kantonsscbule  nnd  gew.  Vorstand  der  Fortbildungs- 
schule in  St.  Gallen.  Mit  220  Figuren  auf  28  lithographirten  Zcich- 
nungstafeln  nnd  12  Figuren  - Holzschnitte.  Freibnrg  i.  Br.  1879. 
Herder.  108  S. 

Das  Buch  enthält  zuerst  Grundbegriffe,  Grundsätze  und  Hanpt- 
regclu  der  Steinconstmetionen  im  allgemeinen,  nnd  handelt  dann  von 
den  verschiedenen  Mauern,  daun  von  den  Mauerbogeu  und  Ge- 
wölben, daun  von  den  Treppen.  Es  betrifft  ansschliesslich  den  Bau; 
das  Zeichnen  ist  hier  nicht  Gegenstand  der  Unterweisung.  H. 

Graphische  Barometertafeln  zur  Bestimmung  von  Höhenunter- 
schieden durch  eine  blosse  Subtraction.  Von  Dr.  Ch.  August 
Vogler.  Entworfen  von  Hugo  Feld.  Branuschweig  1880.  Vie- 
weg  n.  Sohn.  Gross  4".  8 S.  Text,  8 S.  Tafeln. 

Die  Bestimmung  berücksichtigt  Barometer-  nnd  Thermometer- 
stand  (Quecksilberhöbc).  Die  Tafeln  geben  die  2 Höhen  einzeln 
durch  den  Schnitt  je  zweier  Linien,  die  den  beiden  genannten  Entrees 
entsprechen.  Zugrunde  gelegt  sind  die  numerischen  Tafeln  von  Biot 
(Paris  1811).  Die  vorausgehende  Erläuterung  giebt  zuerst  die  Formel, 
dann  die  Constrnction  der  Tafel  mit  Besprechung  ihrer  Genauigkeit, 
dann  die  Gebrauchsanweisung.  U. 


Mathematische 

und  physikalische  Bibliographie. 
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i 

Geschichte  der  MathcmBtlk  and  Physik. 

Briefwechsel  zw.  Gauss  ii.  Bessel.  Leipzig,  Eiigelniaun.  16  Mk 
Kokul6,  K.,  (ias  Leben  Fricdr.  Gottl.  Welcker’s.  Leipzig,  Tenb- 
iior.  10  Mk.  80  Pf. 


Methode  nud  Principien. 

Rapport,  H.,  z.  Anwendg.  d.  Pestalozzi’schoii  Methode  « 
niathem.  Uiit.  Langensalza,  Beyer  & S.  40  Pf. 


Lehrbücher,  Sanimiangen  and  Tabellen. 

Bardey,  E.,  method.  geordn.  Aufgabens.  Ub.  alle  Theile  4 
Elem.-Mafhematik.  9.  All.  Leipzig,  Tcubner.  2 Mk.  70  Pf. 

Jelinek,  A.,  Katech.  d.  Math.  f.  Lehrer- u.  Lehrerinn-BildaB^- 
anst.  2.  Tbl.  Wien,  Bermann  & A.  2 Mk.  20  Pf. 

Kovai-evi*',  P'.,  Sammlg.  v.  Auf.  aus  d.  galvan.  Elektrizit^b' 
lehre.  Prag,  Dominicus.  3 Mk. 

Lambert,  P.,  tabell.  Zusamüieust.  d.  Result.  a.  d.  angew- 
Festigkeitsl.  etc.  Zürich,  Vcrlags-Mag.  Geb.  15  Mk.;  auf  Leinw.  is 
Mappe  18  Mk. 

Martus,  II.  C.  E.,  mathem.  Aufg.  z.  Gebr.  in  d.  ob.  Kl.  böh. 
Lehranst.  1.  Thl.  5.  All.  Leipzig,  Koch.  3 Mk.  60  Pf. 

Rüegg,  H.  R,  6(X)  geoni.  Aufgaben.  Zürich,  Grell,  Füssli 
de  Co.  Cart.  60  Pf. 

Sachse,  J.  J-,  Mathematik  f.  dtsche.  Lehrorbild.-Anst.  u.  Lehrer 
Result.  zu  d.  Aufg.  z.  2.  Thl.  Leipzigf  Sicgismuud  & V.  1 Ml 
80  Pf. 

Sammlung,  arithm.  u.  geom.  Aufg.  z.  Vorb.  auf  d.  Lehrerinnen- 
Prüfung.  Düsseldorf,  Deiters.  1 Mk. 
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Praktische  Geometrie,  GeodUsie. 

Die  Terrainichre,  TcrraindarsU-llung  utnl  da»  Auf* 

nehtneu.  Mit  Berücksichtigung  der  neueste»  BeHliimniingen  der 
kOaigl.  preussiscben  Landesaufnahme  bearbeiti't  von  Ko»»inann, 
Kgi.  prenss.  Major  und  BattailJouscoinmandeur.  Mit  über  t<i>)  J'i- 
KMen  in  Uolzsüch.  Fünfte,  sehr  vertxis»<-rte  Auflage,  i'ot«<lam  IHsu» 
A-  Stein.  26S  S. 

Seit  dem  Erscheinen  der  4.  Auflage  die««'«  Buch«  »1«4  für  4U‘ 
Arbeiten  der  topogn^isj-heu  Abteilung  d«T  J>an'i<;««ufn«bme  ««/  vbd 
fache  abänd-erade  B<rftimiauugea  ergaugeu,  web  he  lu  d'-r  vorJieg/ie 
den  5.  .Auflage  Berttcksi' Ltigung  find*-«  wu««ten,  <ia««  <Ji<  »«'lb<  in  d<  o» 
2-  und  3.  Haaptleile.  ..Thss^rie  de«  Flan/y^iebu'-iit“  uud  .juiJMar)*«  be* 
Aufnehmen“  weaentJi'.he  Aend'-rui,g<-n  gud  Zuaa'/^-  g<7;<.g  dM-  4 Aul 
läge  aufweist.  Dk-seiie/n  be/bLen  «i‘L  *'/r/,ugs>*<-i«<-  auf  die  (’>»•. 
Setzungen  über  den  IvorauJ'Jloiienpuukt.  uU;f  d.e  V<-/»<iiduag  d>» 
neuen  Koteatafein  »ooi  Jak'e  Ikib  für  d»*-  li</U‘-eb<  ;*.'4iiiuu/<  u der 
topographis', ne«  Arheateii,  unssr  deg  OiJV'au'^b  <i';:r  Äutu  'f  ed  **/raad»rteu 
Farbe»  für  die  lliunuuitivii  ü'f  M.'-iwit»jy'i.o<aUief  ui<d  Fidn* . und  auf 
die  Beschreibiuur  der  untiineiif  mdieitu  •-<tigelnirt«u  m i 
»tabs-A*fuaiiin‘'jwftrttijj‘-ute  io-n  jiiidr  nmejAi.i  .e*  Uium  *s>r 
baupfache  HeM,-.i«''w«j>pa'a'.  .va.  **.hm  iobb.  »e.cnt;«  «.‘  i,  /-u*  ie« 

nendniig  für  di‘  ‘rw.-n  / u'i<i.i'H.<'tioui>r‘ < b<au‘ii/*t* 

erwiesen  «nc  le-.  o.:i  ti.i  ixt*;«  hr<‘ »-a.-..* «.  Anti.i-i.na  ge 

fanden  hat.  iumtiigHui.**  aofu>*t  la-nu'-«.  leci.-r  <i.»  <y/gei,Mi.n',« 

ngWietJS'ÜH  SciKZ*  0>»  tu*  <»1I  * li-err.  «•  Oef  'Jiile.u 

lehre-  «ML  » Jn**  Ih'.O'iti'.’j.'g 

^•a  UTi.  tut  t 
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darauf  basirte  Anlage  der  Einteilung  nnd  Begrenzung  der  bin'  ^ ■ 
gehandelten  Gegenstände  teilweise  geändert  worden.  Eine  »itkt  « 
wesentliche  Acuderuug  hat  der  1.  Hauptteil  „die  Terrainkhrt"  i-  J 
durch  erfahren , dass,  dem  praktischen  Bedürfniss  entsprechecd.  I 
Abschnitt  über  Terraiu-Recognoscirungen  vollständig  umgearbeitet  nl  » 
bedeutend  erweitert,  während  der  Ahachnitt  VI.  der  4 AofbK'.  1 
„Einige  Angaben  aus  der  Geologie  und  physischen  Erdkaade,*  - 1 
als  dem  eigentlichen  Thema  zn  fern  liegend,  weggelassen  vordea  ist-  I 
Sodann  hat  der  Paragraph  über  die  Bedeutung  der  Eisenbahnen  fe  1 
militärische  Zwecke  eine  bedeutende  Erweiterung  erfahren.  Auch  e | 
dieser  Auflage  sind  neue  Figuren  überall  da  hinzugekommen,  wo  a | 
zum  Versfändniss  der  neuen  Textangaben,  besonders  beim  Selbs-  ^ 
unterricht  erforderlich  erschienen.  Das  Buch  besteht  ans  3 Teila  i 
Der  erste,  die  Tcrrainlehre,  behaudclt  die  Orographie,  die  Hydropj-  i 
phie,  die  allgemeine  Topographie,  die  militärische  Bedeutung  to  | 
Terrains,  die  Recoguoscirung;  der  zweite,  das  militärische  Planzeickt:.  ^ 
allgemeine  Begriffe,  die  Theorie  der  Bergzeichnnng,  die  ZeiehDr.i  j 
der  Situation,  Plan  and  Croquis,  Anforderungen 'und  Entwurf,  <h»  : 
Copiren  und  Vervielfältigen  von  Plänen  und  Karten,  Uebungen  ® j 
Planleseu;  der  dritte,  das  militärische  Aufnehmeu,  den  Messtisd-  j 
die  Kippregel,  die  Elementar-Operatioueu  mit  denselben,  die  At-  | 
nähme  des  Terrains'im  Bereiche  einer  Messtischstation,  das  Statiosii» 
unter  besouderu  Umständen,  die  geometrische  Netzlegung,  die  n* 
sammeuhangende  Aufnahme , die  Triangulation,  Projection  der 
tischblättcr , das  Croquiren,  Construction  und  Anwendnng  einiger 
Messinstrumente,  zu  deren  Benutzung  der  Officier  unter  ümsUadtJ 
genötigt  sein  kann,  einige  besondere  Arten  von  Messungen.  B 


Mechanik. 

Theorie  des  Erddrucks  auf  Grund  der  neueren  AnschauMp* 
Von  Dr.  phil.  Jacob  J.  Weyrauch,  Professor  an  der  Polytw^ 
nischen  Schule  zu  Stuttgart.  Mit  34  Holzschnitten  im  Text 
Abdr.  aus  der  „Allgemeinen  Banzeitnug“.  Wien  1881.  R.  v.WsK' 
heim.  52  S. 

Die  Entwickelung  der  Theorie. ist  durchweg  analytisch.  L'fb*'' 
die  Natur  des  Stoffes  werden  im  Anfang  keine  Annahmen  gemsfbt. 
dagegen  wird  ausschliesslich  der  Fall  betrachtet,  dass  die  freie  Ober- 
fläche eine  schräge  Ebene  sei , und  .dass  ein  zu  dieser  nomüdfr  ^ 
Verticalschnitt  den  ganzen  Körper  repräsentiren  könne.  Es  i 

auf  solchem  Grunde  die  Gleichgewichtsrelationeu  zwischen  den  SpM’  ^ 

^ I 
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angen,  der  Schwere,  der  Reibung  und  Cohüsion  gesucht,  die  Cohäsion 
)fort  ausser  Betracht  gestellt,  weil  die  Reibung  erst  nach  ihrer 
eberwindung  wirksam  sein  könne.  Für  seitlich  und  nach  unten 
ubegrenzteii  Erdkörper  ergeben  sich  unendlich  viele  Gleichgewichts- 
istände,  aber  2 Grenzzustände,  die  bei  einer  unter  dem  Reibuugs- 
inkel  geneigtou  Oberfläche  zusammenfallcn.  Hierauf  werden  ver- 
:hiedene  seitliche  Einschliessungen  durch  Mauern,  glatte  und  rauhe, 
ingeführt.  Die  Resultate  werden  einzeln  durch  einfache  Construc- 
■onen  dargestellt.  H. 


fltudcs  cinennatiques.  Par  M.  E.  J.  Habich,  Vice-President  du 
]omit6  Centrale  du  Corps  des  Ingenieurs  du  gouvernement  au  P6rou, 
Dirccteur  de  P6cole  des  constructions  civiles  et  des  mines  ä Lima, 
?ncien  616ve  de  l’6cole  des  ponts  et  chaussees  de  Paris.  Paris  1879. 
Gauthier- Villars.  95  S. 

Die  vorliegendeu  Studien  lassen  sich  bezeichnen  als  Gestaltungen 
der  Dynamik  eines  Punktes  in  der  Ebene.  Da  keine  Verhältnisse 
verschiedener  Massen  Vorkommen , so  war  cs  gestattet  die  Kräfte 
nach  Division  durch  die  Masse  als  Beschleunigungen  einzuführen. 
Sieht  man  dann  die  Zeit  als  blossen  Parameter  an,  so  gewinnt  die 
Theorie  allerdings  die  formelle  Berechtigung  sich  rein  geometrische 
Kinematik  zu  neunen,  während  sic  sich  doch  bei  sachlicher  Betrach- 
tang,  nämlich  sofern  die  Be.schleuniguug  als  gegebene  Function  auf- 
tritt,  als  wirkliche  Dynamik  zu  erkennen  giebt.  Es  werden  nun 
einige  Relationen  aufgcstcilt  zwischen  der  Beschleunigung  ihrem 
Richtungswinkel  A,  der  Geschwindigkeit  v,  dem  Krümmungsradius  p, 
dem  Krümmungswinkcl  t,  u.  s.  w.  Charakteristische  Gleichung  heisst 
die  Relation  zwischen  j und  p.  Von  den  Formeln  werden  einige 
A.nwendungen  auf  specielle  Bewegungen  gemacht.  Der  zweite  Ab* 
scbüitt  handelt  von  der  Verfolguugscurvc,  der  dritte  von  den  Be- 
schleunigungen in  der  Bewegung  einer  ebenen  h igur  in  ihrer  Ebene, 
unter  einigen  spcciell  gegebenen  Bedingungen.  H. 


Technik. 

ZeiUchrift  für  angewandte  Elektricitätslchre  mit  besonderer  Be- 
rücksichtigung der  Telegraphie,  des  elektrischen  Bcleuchtungswcseus, 
der  Galvanoplastik  und  verwandter  Zweige.  Herausgegebeu  von  Dr. 
Ph.  Carl,  Professor  der  Physik  an  der  köuigl.  Kriegs-Akademie  in 
München,  HorBusgober  des  „Repertorium  der  Experimental-Physik“. 
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Telephonnctz  in  d.  Verein.  Staaten ; in  Hamburg.  Bohm,  d.  Laan.*^  I 
Gülcher,  el.  Lampe.  Maichc,  galv.  Element.  Tchikolefl,4.  j 
Lampe.  Voller,  über  d.  Niebtexistenz  strahlender  Materie  ml 
Crockes’scben  Röbren.  De  Loebt,  Pantelepbon.  Blitzschlag  ml  * 
Gasleitung  d.  Stadttbeaters  in  Altona.  Anwendung  d.  Elektr.  hl  * 
.Augenheilkunde.  Britische  Kabelilottc.  Kleist,  Mundstück  m 
Phonograpben.  Unterirdische  Telegr.  Gray,  elektr.  Widerst  i 
Glases  bei  verschiedenen  Temp.  Telegraph.  Verkehr  wAhrend  4 
Kölner  Domfestes.  Telephonliuic  zwischen  zwei  Stkdten.  Crom ptoa,  ; 
el.  Lampe.  Trowbridge,  Galvanometer.  Godfrey,  Neuer.»  | 
el.  Lampen.  Uclsmann,  Anweud.  von  Silicinmeisen  in  galv.  Bttt 
Napoli,  elektr.  Gescbwindigkeitsregulator.  Maxim,  Regulator  ffe 
Ströme  zur  Erzeug,  d.  elektr.  Lichtes.  Kabelbrucb.  H. 

Zeitschrift  für  Instrumentenkundc.  Organ  für  Mittheilongen  aos 
dem  gesammten  Gebiete  der  wissenschaftlichen  Technik.  Herais- 
gegeben von  E.  Abbe  in  Jena,  A.  Arzberger  in  Brünn,  C.  Bam- 
berger  in  Berlin,  C.  M.  v.  Bauernfeind  in  München,  C.  Brakes 
in  Leipzig,  R.  Fuess  in  Berlin,  H.  Haensch  in  Berlin,  E.  Hart- 
nack in  Potsdam,  W.  Jordan  in  Karlsruhe,  H.  Kroueckeräf 
Berlin,  A.  Kundt  in  Strassburg,  11.  Landolt  in  Berlin,  V.  v.  Laif  S 
in  Wien,  L.  Loewenherz  in  Berlin,  S.  Merz  in  München,  6 ' 

Neumayer  in  Hamburg,  J.  A.  Repsold  in  Hamburg,  A.  Rac- 
preebt  in  Wien,  K.  Schellbach  in  Berlin,  A.  Tictjen  in  BerWa. 

G.  Westpbal  in  Celle.  Redactcur:  Dr.  Georg  Schwirkas. 
Erster  Jahrgang  1881.  Berlin  1881.  Julius  Springer. 

Die  neue  Zeitschrift  beruft  sieb  bei  ihrem  Auftreten  auf  das  ' 
dürfniss  eines  Organs,  welches  ausschliesslich  der  Widerbelcbaaf 
eines  engeren  fruchtbringenden  Verkehrs  zwischen  den  Vertretern  4er 
Wissenschaft  und  denen  der  mechanischen  Kunst,  sowie  der  Kriük  . 
der  Instrumente  nnd  der  Messungsmethoden  gewidmet  ist.  Ein  Prtc  J 
gramm  wird  für  den  Anfang  nicht  aufgestellt.  Die  Herausgeber  | 
wenden  sich  an  den  Rat  und  die  Kritik  der  Fachgenossen,  um  in  4«  1 
gehörigen  Begrenzung  und  der  angemessenen  Behandlung  der  Aul- 
gaben  des  Organs  das  Rechte  zu  treflFen.  Aus  dem  Anfang  ersifbt 
man,  dass  wol  jedes  Jahr  ein  Band,  jeden  Monat  ein  Heft  erscheine» 
zu  lassen  in  Absicht  ist.  Das  1.  Heft  enthält  auf  40  Seiten  4“  W' 
geude  .Aufsätze.  R.  Fuess,  Normal-Barometer  und  -Manometer 
W.  Foerstcr,  Ueber  die  Beleuchtung  von  Mikrometer- Einricbtn»' 
gen.  G.  Reichel,  Ueber  Erzeugung  und  Untersuchung  von  MikrO' 
nieterschrauben.  H.  C.  Vogel,  Vermischte  Mitteilungen  betreffc«4 
Spectralapparate.  0.  Lohse,  Rotirender  Spectralapparat.  H. 
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cker,  Uebcr  graphische  Methoden  in  der  Psysiologie.  Bers.  Ein 
jlegraphischeü  Kymometer.  Kleinere  Mitteilungen.  Vereinsnach- 
ichten.  Journal-  und  Patentlitteratur.  Sprechsaal.  Die  Figuren 
lud  Abbildungen  von  Apparaten  und  ihrer  Teile  sind  in  den  Text 
'.edruckt-  H. 


Physik. 

Ueber  die  latente  Wärme  der  Dämpfe.  Eiue  theoretische  Be- 
trachtung der  Dampf-  und  Gasform  der  Körper  mit  blosser  Voraus- 
setzung der  Aequivalenz  von  Wärme  und  Arbeit.  Von  Carl  Puschl^ 
Capitular  des  Benedictinerstiftes  Seitenstetten.  Wien  1879.  Alfred 
liölder.  52  S. 

Es  werden  zuerst  die  allgemeinen  Relationen  zwischen  Wärme, 
Druck,  Volumzunahme,  Temperatur  u.  s.  w.  aufgestellt,  dann  für  ge- 
sättigte Dämpfe  die  Hypothese  eingeführt,  dass  die  Wärme  und  ihre 
ausdehnende  Kraft  bei  constautem  Volum  der  absoluten  Temperatur 
proportional  seien,  dann  der  Ausdruck  der  Wärmemenge  eines  ge- 
^ttigten  Dampfes  und  der  latenten  Verdampfuugswärrac  gegeben. 
Das  Weitere  handelt  von  einer  Bedingung  der  Sättigung,  vou  der 

Function  y,  von  bemerkenswerten  Sättigungspunkten,  vom  Gange 

der  zwei  innem  Resultanten,  von  der  specifischen  Wärme  bei  blei- 
bender Sättigung,  bei  constautem  Volum  und  bei  coustantem  Drucke, 
von  der  ideellen  specifischen  Wärme  und  vom  Verhalten  der  Dämpfe 
bei  Entfernung  von  der  Sättigung.  Nach  dem  Ergebniss  muss  der 
Dampf  bei  beständiger  Erwärmung  ein  Minimum  der  Dichte  er- 
reichen, dann  sich  znsammenziehen,  in  den  liquiden  Zustand  znrUck- 
kehren  und  fernerhin  keine  neue  Ausdehnung  beginnen.  Am  Schluss 
eine  erweiternde  Betrachtung  aber  die  Hypothese.  H. 


Heber  den  zweiten  Hauptsatz  der  mechanischen  Wärmetheoric. 
Von  Max  Planck.  München  1879.  Theodor  Ackermann.  61  S. 

Es  wird  zuerst,  bezüglich  auf  Naturvorgänge  überhaupt,  erklärt, 
*as  ein  neutraler,  umkehrbarer,  und  was  ein  natürlicher,  nicht  um- 
kehrbarer Process  ist.  Dieser,  vor  der  Hand  nur  qualitativ  charak- 
tcrisute  Begriff  stellt  uns,  um  verwendbar  zu  sein,  die  Aufgabe,  die 
Grösse  zu  nennen,  deren  Wert  den  Zustand,  deren  Veränderung  dem 
Process  ropräsentirt,  so  dass  eine  Wiederkehr  des  Wertes  einem 
neutralen,  Veränderung  in  stets  gleichem  S*'  ‘oen  natürlichen 
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Process  bezeichnet.  Anwendbar  auf  die  Wännevorgange  in  eineil 
permanenten  Gase  hat  Clausius  diese  Grösse  gefunden  und  Entropse 
genannt,  nümlicb  dic  Function 

5 = c log  r-j- ^ e + 

wo  V das  Volum,  p den  Druck,  T die  absolute  Temperatur,  r (fie^ 
Wärraecapacität  bei  constantem  Volum  ausdrückt.  Dass  die  Entrofi 
nur  sich  gleich  bleiben  oder  wachsen  kann,  ist  der  Inhalt  des  zweites  j 
Hauidsatzes  der  Wärmetheorie.  Für  die  Entropie  findet  sich  spiifC 
der  Ausdruck 

rdU-\-pdv 

wo  M die  Energie,  d.  i.  Wärme  plus  innerer  Arbeit,  bezeichnet,  to 
Aufstellung  erfordert  den  Nachweis,  dass  die  Grosse  unter  dem  k- 
tegralzeichen  ein  Differential  ist.  Der  zweite  Hauptsatz  wird  m: 
durch  Vergleichung  zweier  Zustände  eines,  dann  zweier,  dann  dra«  f 
Gase,  dann  an  beliebigen  Körpern  dargetan.  Der  2.  Abschnitt  Iw-  I 
delt  vou  den  Aequivalenzwerten  der  Compensation , welche 
Uebergang  von  Wärme  aus  kälterm  zum  wärmern  Medium  lud® 
Clausius  stattfinden  muss.  Es  wird  gezeigt,  dass  der  Aequivaienz»ÄlÄ 
jedes  Processes  = 0 ist,  sofern  die  Capacität  coustant  ist,  und  dtaffl 
derselbe  mit  dem  2.  Hauptsatz  nichts  zu  tun  hat.  H.  jjl 


Die  Aenderung  der  Dampfdiebteu  bei  variablem  Druck 
variabler  Temperatur.  Ein  Beitrag  zur  Kenntuiss  der  Beziebungn 
der  Dämpfe  zum  Boile-Gay-Lussac’schen  Gesetze.  Inauguraldisscr- 
tation  vou  Paul  Schoo p.  Zürich  1880.  Grell,  Füssli  n.  CoH  k 
67  S.  \ 

On  the  vapor-densities  of  peroxide  of  nitrogene,  formic  i 
acetic  acid,  and  perchloridc  of  phosphorus.  By  J.  Willi* ; 
Gibbs,  Professor  of  matberaatical  physics  in  Yale  College,  hVif 
Haveu,  Connecticut.  From  the  American  Journal  of  Science  and  *ib 
XVIII.  1879.  33  S.  I 

Beide  Schriften  sind  hervorgerufen  durch  den  Umstand,  dass  di® 
Dämpfe  weder  mit  dem  Mariotte-Gay-Lussac’schen  Gesetz  in  Uebö"- 
einstimmung  sind,  noch  überhaupt  ein  kenntliches  Gesetz  hinsichtlich 
der  Dichte,  dem  Druck  und  der  Temperatur  erfüllen,  dass  es  aber 
bisher  noch  sehr  an  Untersuchungen  über  diesen  Punkt  gefehlt  hat 
Die  erstere  sucht  den  Grund  der  Abweichungen  in  der  Cohäsion  der 
Molecüle.  Zur  Beobachtung  bei  variirendem  Druck  und  Volum  wendet 
der  Verfasser  einen  vou  L.  Meyer  coustruirten  Apparat  an,  welcher 
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le  Druckdifferenz  von  100  Millimeter  bis  2 Atmosphären  gestattet, 
eser  ist  hier  beschrieben  und  abgebildet  nebst  den  Diagrammen 
r erhaltenen  Werte.  Dann  handelt  die  Schrift  von  Herstellung  des 
.rometers,  von  der  Manipulation  zur  Bestimmung  der  Dampfdichteu 
t dem  Apparat,  daun  von  der  Dichte  der  Luft  und  der  Dämpfe 
izeln  untersuchter  Säuren.  Der  gewöhnlichen  Ansicht,  dass  die 
>häsioa  bei  grösserer  Annäherung  der  MolecUle  eine  Ablenkung  aus 
■r  geradlinigen  Bewegung  bewirke,  setzt  der  Verfasser  die  entgegen, 
ISS  MolecUle  znsammenfallen.  £r  giebt  als  Resultat  seiner  Unter- 
ichung  den  Satz  an:  Die  Dämpfe  und  Gase  verhalten  sich  bei 
enderuug  ihrer  Dichten  analog  den  dissociireudeu  Körpern.  Die 
“tztere  Schrift  sucht  die  Abweichungen  durch  verschiedenartige  Zer- 
■gungen  der  Stoffe  zu  erklären  und  stellt  zu  dem  Zwecke  analytisch 
hcmische  Rechnungen  an.  H. 


Die  modernen  Theorien  der  Chemie  und  ihre  Bedeutung  für  die 
hcmische  Mechanik.  Von  Dr.  Lothar  Meyer,  ord.  Prof,  der 
^'bemio  an  der  Universität  Tübingen.  Vierte,  umgearbeitete  Auflage. 
Erstes  Buch:  Die  Atome.  — Zweites  Buch:  Statistik  der  Atome. 
Breslau  1880.  Maruschke  u.  Berend.  377  S. 


Ueber  die  Bestimmung  des  Buchs  und  die  Gesichtspunkte  seiner 
Besrbeitung  wird  im  Prospect  folgendes  gesagt.  Die  „Mod.  Th.  d. 
Ch.“  hatten  von  der  1.  Auflage  an  die  Tendenz,  die  herrschenden, 
tonangebenden  theoretischen  Anschauuugeu  in  einheitlicher,  jedem 
natorwissenschaftlich  gebildeten  Leser  verständlicher  Form  darzu- 
stellen. Die  strenge  Durchführung  dieser  Richtung  zwang  zur  Aus- 
schliessung aller  derjenigen  Gebiete,  deren  Bearbeitung  noch  nicht 
so  weit  fortgeschritten  war,  dass  eine  Zusammenfassung  der  gewonne- 
nen Kenntnisse  von  einem  einheitlichen  Gesichtspunkt  aus  möglich 
erschien.  So  blieb  namentlich  die  ganze  Dynamik  der  Atome,  die 
liChre  vom  Umsätze  der  Stoffe  unter  dem  Einflüsse  der  chemischen 
und  physikalischen  Kräfte  den  bisherigen  3 Auflagen  des  Buchs  fern 
und  soll  erst  jetzt  in  der  4 ten  eine  Stelle  Anden.  Zwar  haben  sich 
die  grossen  Hoffnungen,  welche  auf  die  Messung  der  durch  chemi- 
sche Vorgänge  erzeugten  Wärmewirkungeu  gesetzt  wurden,  bis  jetzt 
nicht  so  weit  erfüllt,  dass  aus  den  thermochomiscben  Constanteu,  wie 
mehrfach  behauptet  worden , sich  jede  chemische  Umsetzung  mit 
Sicherheit  Voraussagen  Hesse.  Dagegen  ist  das  mehrere  Meuschen- 
nltcr  hindurch  vernachlässigte  Feld,  auf  dem  sich  mit  Vorliebe 
BerthoUet’s  Forschung  bewegte,  in  neuerer  Zeit  vielseitig  mit  Erfolg 
hoarbeitet  worden.  Die  Erfahrungen,  welche  über  den  Einfluss  der 
Masse  auf  die  chemischen  V'orgäuge  gesammelt  w^g^pP^li^cn  ge- 
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zeigt,  dass  die  alte  Berthollet’sche  Theorie  in  ihrer  nenm  m 
Guldberg  und  Waage  geschaffenen  Gestalt  allgemein  gültig  ist  ni 
eine  theoretische  Zusammenfassnng  aller  hierher  gehörigen  Torgk:;r 
ermöglicht.  Ferner  hat  die  Elektrolyse,  mit  der  die  neuere  ihK^ 
tische  Chemie  bisher  wenig  zn  machen  wusste,  in  letzter  Zeit  wk> 
tige  Beziehungen  zur  Molecularphysik  gewonnen,  welche  die  sei« 
früher  von  Clausius  geiiussertcu  Ansichten  über  den  Vorgang 
elektrolytischen  Leitung  völlig  bestätigen  und  dessen  nähere  Erfr- 
schnug  mittelst  der  kinetischen  Theorie  der  Aggregatznständc  u- 
bahneu.  Mögen  diese  Anfänge  einer  chemischen  Dynamik  auch  ned 
bescheiden,  die  Anhaltspnnktc  für  die  theoretische  Behandlung  do^ 
selben  noch  unsicher  uud  selten  sein,  so  hat  der  Verfasser  doch  ge- 
glaubt deu  Versuch  wagen  zu  dürfen,  die  Lehre  vom  chemiscii; 
Umsätze  in  möglich  einheitlichster  Zusammenfassung  darzustellen 
dem  entsprechend  auch  im  Titel  des  Buches  die  chemische  Suni 
zur  Dynamik  zu  erweitern.  Nach  historischer  Einleitung  sind  dss» 
die  Gegenstände  der  snccessiven  Abschnitte:  Die  atomistische  Bn'- 
these:  die  Bestimmung  der  Atomgewichte  aus  der  Dichte  der  1 
ans  der  Wärmecapacität  im  starren  Zustande-,  aus  dem  Isomorptu«  J 
mus;  das  Wesen  der  chemischen  Atome;  Combiuationsfonn  d(f  I 
Atome,  Typen;  das  Gesetz  der  Atomverkettung;  Molecnlargein*  I 
und  Atomverkettung  von  Stoffen,  auf  welche  Avogadro’s  Hypotb«  S 
nicht  anwendbar  ist;  der  chemische  Wert,  die  Valenz  oder  das  Si»  1 
gungsvermögen  der  Atome.  Es  soll  ein  drittes  Buch  folgen,  Dynai'i 
der  Atome,  welches,  ansser  allgemeinen  Betrachtungen  über  die  Stt- 
bilität  der  chemischen  Verbindungen,  die  Umsetzungen  derselb« 
durch  mechanische  Erschütterungen,  durch  Wärme,  Licht,  Eleitr^'  ^ 
cität  und  Affinität  behandelt.  H. 

Studien  über  Crookes’  strahlende  Materie  nnd  die  mechas**  ^ 
Theorie  der  Elektricität  Von  Dr.  Willi.  Friedr.  Gintl,  ori  | 
Professor  an  der  denschen  k.  k.  technischen  Hochschule  in  P>*<  I 
Prag  1880.  In  Selbstverlag.  20  S. 

Die  Schrift  schlicsst  sich  an  den  von  William  Crookes  vor  der 
49.  Jahresversammlung  der  British  Association  August  1849  w 
Sheffield  gehaltenen  Vortrag',  ins  Deutsche  übersetzt  von  Dr.  H«“ 
Gretschel  1879.  Leipzig  bei  Quandt  n.  Händel  — an.  Der  Ver- 
fasser nimmt  die  von  Crookes  zu  Grunde  gelegte  Anschauung 
der  gemäss  der  Uebergang  der  Elektricität  durch  einen  Strom  Wf' 
pcrlicher  Molecüle  geschieht.  Es  handelt  sich,  wie  cs  scheint,  am 
Eirklärung  zahlreicher  von  Crookes  beobachteter  Phänomen; 
sind  diese  weder  genannt,  noch  durch  Citate  bezeichnet,  sondern  nar 
teilweile  augedeutet.  Der  Verfasser  führt  die  Erklärung  nur  weh®' 
ans,  ohne  eigene  Aufstellungen  zu  machen. 

’V 
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Vermischte  Schriften. 

Noa volle  Correspondance  Math^matiqae.  Redig^e  par  Eugene 
Catalan,  Docteur  6s  Sciences,  Professeur  6 I’universiti  de  Li6ge; 
avoc  la  collaboratiou  de  MM.  Mausion,  Laisaut,  Brocard, 
Neub6rg  ct  Edouard  Lucas.  Tome  sixi6me.  Li6ge  188Ü. 
E.  Decq. 

Der  Inhalt  der  2.  Hälfte  des  6.  Bandes,  mit  welchem  das  Journal 
ahscUliesst,  ist  folgender. 

Ne  uh  erg:  Ueher  die  Normalen  der  Ellipse.  (Schluss). 

Demartres:  Ueher  die  von  Kreisen  erzeugten  Flächen. 

Rcalis:  Ueher  einige  an  das  Pell’sche  Problem  sich  anschlies- 
sende Fragen. 

C6saro:  Ueher  die  harmonische  Reihe.  (Bemerkung  des  Re- 
dacteurs). 

Laqui6re:  Geometrische  Theorie  der  anallagmatischen  Curven, 
ebenen  Schnitte  der  Cyklide. 

C6saro:  Ein  Beweis  der  Stirling’schen  Formel.  Bemerkung  des 
Redacteurs). 

Mansiou:  Derivirto  der  elementaren  Functionen  einer  imagi- 
nären Variabein. 

Catalan:  Ueher  die  Quadratur  der  parabolischen  Curven. 

Mansion:  Ueher  die  Briefe  von  Sophie  Germain  an  Gauss. 

Catalan:  Ueher  die  Cyklide. 

Realis:  Problem  der  unbestimmten  Analytik. 

Carnoy:  Satz  über  die  Kegelschnitte. 

C6saro:  Einige  Formeln. 

Brocard:  Ueher  die  Häufigkeit  und  Anzahl  der  Primzahlen. 
(Forts,  n.  Schluss). 

Catalan:  Ueher  eine  Eigenschaft  der  Flächen  2.  Grades. 

Le  Paige:  Ueher  einige  Eigenschaften  der  Determinanten. 

Laquiere:  Bemerkungen  über  die  Aufgabe  229  (von  Mannheim, 
betreffend  die  Bewegung  eines  Stabvierecks). 

C6saro:  Ueher  die  angonäherten  Formen  der  Körper  von  glei- 
chem Widerstand. 

Rad  icke:  Beweis  des  Satzes  von  Staudt  und  Clausen.  — Be- 
weis eines  Satzes  von  Stern. 

Cösaro:  Eine  von  Poncelet  behandelte  Maximum-Aufgabe. 
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Catalau;  Einige  ungewöhnliche  Sätze.  — Ein  neuer  empiri- 
scher Satz.  H. 

Nova  Acta  Rogiac  Societntis  Upsalicusis.  Seriei  tertiae  vol.  X. 
Upsaliae  MDCCCLXXIX. 

Gleichwie  im  litt.  Bericht  von  den  2 vorhergehenden  Bänden, 
geben  wir  hier  den  Inhalt  des  gegenwärtigen  an  mathematischen  AL- 
haudlungen. 

M.  Falk:  Methode  das  grösste  gemeinsame  Mass  zweier  ratio- 
naler ganzer  Functionen  zu  finden. 

H.  T.  Dang:  Formeln  zur  Bestimmung  der  Gleichungen  einer 
Curve,  von  welcher  man  verschiedene  Eigenschaften  bezüglich  anf 
Krümmung  und  Torsion  kennt. 

M.  Falk:  Ueher  die  Eliminationsmethode  von  Bczout  und 

Cauchy. 

C.  F.  E.  Björling:  lieber  entsprechende  Singularitäten  in  alge- 
braischen ebenen  Curven.  II. 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Neues  über  J.  Kepler.  Von  Kranz  Dvorsky.  Mit  21  Bei- 
lagen. Prag  1880.  J.  Otto.  -14  S. 

In  den  Beilagen  sind  eine,  .\nzalil  neuer  Documente  zur  Lebens- 
geschichte Kepler’s  zusammeugostellt,  nämlich  Briefe  an  und  von 
Kaiser  Rudolf  II.,  Kaiser  F’erdiuand  II.,  Herzog  Albrochtvou  Fricdland, 
Gerard  von  Taxis  u.  A.  Voraus  gehen  die  zum  Teil  daraus  ent- 
nommeuen,  iu  chronologischem  Zusammenhang  dargcstellten  Angaben 
über  die  äusseru  Verhältnisse,  in  denen  Kepler  erst  in  Graz,  dann, 
nach  Vertreibung  der  Protestanten  aus  Steiermark,  iu  Prag  lebte 
Von  wissenschaftlichem  Interesse  ist,  .ausser  etwa  der  erwähnten  Be- 
obachtuug  eines  neu  entstehenden  und  sich  verändernden  Fixsterns, 
nichts  darin  enthalten;  es  handelt  sich  fast  nur  um  Gesuche  wegen 
immer  erneuerter  und  nie  gehaltener  pecuuiärer  Zusagen ; daun  auch 
um  den  verzögerten  Druck  eines  Werkes.  H. 


Intomo  ad  uu  punto  di  storia  matcmatica.  Per  R.  R n b i n i 
11  S. 

ln  Crelle’s  uud  Lionville’s  Journal  ist  1833  eine  Abhandlung 
von  Libri  erschienen,  in  welcher  die  Reduction  des  Integrals  einer 
linearen  Differentialgleichung  «ter  Ordnung  mit  einem  Term  ohne 
die  gesuchte  Function  durch  n successive  Substitutionen  auf  die  Spe- 
cialiutegrale  der  Gleichung  ohne  diesen  Term  als  Entdeckung  des 
Verfassers  aufgestellt  ist.  Ihm  und  Brunacci,  welcher  sich  in  einer 
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AbliandluDg  mit  demselben  Gegenstände  beschäftigt,  ist  nachher  die- 
Entdeckung  zugeschrieben  worden  — es  ist  keine  Stolle  angeführt, 
wo  dies  geschieht.  Zuerst  hat  Liouville  gefunden  und  in  einer  Note- 
darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  die  Methode  von  d’Alembert  her- 
rührt.  Später  haben  Minich  und  Trudi  das  Verbältniss  dargelegt. 
Lihri  hat  die  Arbeit  von  d’Alembcrt  nicht  gekannt  und  ist  unabhängig 
auf  dasselbe  Resultat  gekommen.  Brunacci  hingegen  betrachtet  die 
Formel  gar  nicht  als  neu,  sondern  sucht  die  Methode  so  zu  gestalten, 
dass  gewisse  bei  Euler’schem  Verfahren  mögliche  Irrungen  vermieden 
werden.  Rubini  bespricht  im  Gegenwärtigen  alles  dies  eingebend 
und  bittet  Hoüel,  bei  Uerausgabc  des  „Cours  de  calcul  infinitesimal“ 
von  seiner  Schrift  Keuntniss  zu  nehmen.  H. 


Bulletino  di  bibliografia  e di  storia  dellc  scienze  matematicbe  e 
fisiche  pubblicato  da  B.  Boncompagni.  Tomo  XIII.  Roma  ISiO. 
Tipografia  delle  scienze  matematicbe  c fisiche. 

Der  Inhalt  der  ersten  6 Hefte  ist  folgender. 

B.  Boncompagni:  lieber  ein  Lehrbuch  der  Arithmetik  von 
Smeraldo  Borghetti  aus  Lucca,  Canononico  regolare  della  Con- 
gregazione  del  SS.  Salvatore. 

E.  Narducci:  Notizen  über  auf  Mathematik  bezügliche  Bücher 
der  Alexandrinischen  Bibliothek,  welche  vom  Conte  Giovanni  Maria 
Mazzucbclli  im  gedruckten  Teile  seines  „Gli  scrittori  d’Italia“  be- 
titelten Werks  nicht  citirt  sind. 

Publicationsverzeicbnisse  sind  im  2.,  4.  und  6.  Hefte. 

Besondes  berausgeben  ist  aus  Tomo  XII.  p.  839  bis  912. 

Giambattista  Biadego:  Sulla  memoria  inedita  di  Pietro 
Maggi  intorno  ai  principii  di  meccanica  molccolare  di  Ambrogio 
Fusiuieri. 

Es  worden  in  der  einleitenden  Schrift  von  Biadego  die  Ansichten 
von  Fusinieri  in  Betreff  der  Constitution  der  Körper  und  über  das 
Licht  charakterisirt.  Die  Abhandlung  von  Maggi  ist  1840  geschrieben 
und  1842  vor  der  Akademie  gelesen;  sie  folgt  dann  im  Wortlaut. 

H. 


Intorno  ad  un’  assertiva  di  Boole  osservazione  del  Socio  Corri- 
spondente  Nazionale  R.  Rubini.  Estratto  dal  Reudiconto  d.  R. 
Acc.  di  Napoli.  XIX.  1880.  13  S. 
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Der  Gegenstand  der  Schrift  ist  der  folgende.  Euler  hat  gezeigt, 
wie  sich  das  Integral  einer  linearen  Differentialgleichung,  deren  Coef- 
ficienten  ganze  Functionen  der  unabhängigen  Variabein  x sind,  in 
Form  unendlicher  Reihensumraen , die  nach  irgend  welchen  positiven 
Potenzen  von  x fortschreiten,  darstelleu  und  durch  Einführung  be- 
stimmen lässt.  Die  hierzu  erforderliche  Rechnung  hat  Boole  durch 
eine  symbolische  Form  der  Differentialgleichung  ersetzt,  aus  der  alle 
bestimmentcn  Gleichungen  unmittelbar  hervorgehen.  Die  Resultate 
beider  sind  dieselben;  sie  sind  jedoch  nicht  anwendbar  auf  die  Fälle, 
wo  die  erste  bestimmende  Gleichung  imaginäre  oder  gleiche  Wurzeln 
hat.  Hiervon  sagt  nun  Boole,  cs  sei  ihm  nicht  bekannt,  dass  irgend 
ein  Mathematiker  gezeigt  hätte,  wie  man  diesem  Mangel  abhelfeu 
könnte,  und  giebt  darauf  sein  eignes  Verfahren  für  jene  Fälle  an. 
Im  Gegenwärtigen  führt  dagegen  Rubini,  indem  er  die  beiderseitigen 
Methoden  ausführlich  darlegt,  durch,  dass  Euler  selbst  das  Verlangte 
schon  geleistet  hat,  und  dass  die  von  Boole  gegebene  Regel  keine 
andere  ist  als  die  von  Euler  aufgestelltc,  nur  etwas  kürzer  gefasst. 

H. 


Lehrbücher,  Sammlungen  und  Tabellen. 


Lehrbuch  der  allgemeinen  Arithmetik  zum  Gebrauche  an  höheren 
Lehranstalten  und  beim  Selbststudium.  Von  Dr.  Carl  Spitz. 
Zweiter  Teil:  Die Combinationslehre,  den  binomischen  Satz,  die  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung, die  sich  auf  die  menschliche  Sterblichkeit 
gründenden  Rechnungsarten,  die  höheren  Gleichungen  und  die  Ein- 
leitung zur  Lehre  von  den  Determinanten,  nebst  500  Beispielen  und 
Uebungsaufgaben  enthaltend.  Dritte,  verbesserte  und  vermehrte  Auf- 
lage. Leipzig  und  Heidelberg  1881.  C.  F.  Winter.  333  S. 

Anhang  zu  dem  zweiten  Teile  des  Lehrbuches  der  allgemeinen 
Arithmetik.  Von  Dr.  Carl  Spitz.  Die  Resultate  und  Andeutungen 
zur  Auflösung  der  in  dem  Lehrbucho  befindlichen  Aufgaben  enthal- 
tend. Dritte,  verbesserte  und  vermehrte  Auflage.  Leipzig  und  Hei- 
delberg 1881.  C.  F.  Winter.  38  S. 


Der  erste  Teil  des  Lehrbuchs  nebst  dem  Anhänge  zu  demselben 
ist  im  226.  litt.  Bericht  S.  16  besprochen.  Von  dem  gegenwärtigen 
zweiten,  welcher  in  6 Abschnitten  die  oben  genannten  Gegenstände 
behandelt,  lässt  sich  unterscheidendes  kaum  nennen.  Der  Vortrag 
beansprucht  eine  höhere  Verstandesreife  und  lässt  der  mündlichen 
Erläuterung  wol  manches  übrig;  doch  ist  durch  gute  Ordnung 
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gehörige  Mass  von  Ausführlichkeit  und  Kürze,  jedes  am  rechten  Orte, 
die  Schwierigkeit  soweit  gemindert,  als  es  bei  einem  so  weitem  Vor- 
gehen in  den  Theorien  möglich  war.  Die  Abschnitte  sind  nur  iu  so 
fern  nicht  ganz  ohne  merkliche  Beziehung,  als  die  Combinationslehre 
als  erster  allen  übrigen  zu  Grunde  liegt,  der  Gleichungstheorie  ver- 
mittelt durch  den  binomischen  Satz.  Dass  die  Determinantenlehre 
auf  sic  gebaut  ist,  ist  entschieden  zu  billigen.  Auch  der  Forderung 
ist  zum  grossen  Teil  Genüge  geschehen,  dass  sie  im  allgemeinen  be- 
ginnend die  auf  der  Allgemeinheit  beruhende  einfache  Schlnssweise 
enthüllt;  warum  dies  nicht  überall,  namentlich  nicht  bei  der  Anwen- 
dung auf  die  linearen  Gleichungssysteme  in  Ausführung  gebracht 
ward,  ist  kein  Gruinl  zu  sehen.  .\uf  jodcii  Abschnitt  folgen  erlän- 
terude  Beispiele,  dann  Uebungsaufgaben.  H. 


Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie  nebst  einer  Sammlung  von  800 
Uebungsaufgaben  zum  Gebrauche  an  höheren  Lehranstalten  und  beim 
Selbststudium.  Von  Dr.  Carl  Spitz.  Achte,  verbesserte  nnd  ver- 
mehrte Auflage.  Mit  ‘iol  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten. 
Leipzig  und  Heidelberg.  1881.  C.  F.  Winter.  283  S. 

Anhang  zu  dem  Lebrbuchc  der  ebenen  Geometrie.  Von  Dr. 
Carl  Spitz.  Die  Resultate  und  Amleutuugeu  zur  Auflösung  der  iu 
dem  Lebrbuchc  betindlichen  Aufgaben  enthaltend.  Achte,  verbesserte 
und  vermehrte  Auflage.  Mit  112  in  den  Text  gedruckten  Figuren. 
Leipzig  und  Heidelberg  1881.  C.  F.  Winter.  10(5  S. 

Charakteristisch  an  der  hier  befolgten  Lehrmethode  ist,  dass  von 
Anfang  die  Gesammtheit  der  möglichen  Gebilde  in  grösster  Vollstän- 
digkeit vorgeführt,  und  ihre  Beziehung  durch  Bewegung  verdeutlicht 
wird.  Diese  Betrachtungen  sind,  soweit  sie  sich  auf  Manuichfaltig- 
keiteu  und  Synthesen  erstrecken,  rein  qualitativ;  es  werden  aber  da- 
mit verbunden,  wiewol  uuvermischt  erhalten  die  Grundlagen  der 
quantitativen  Bestimmung  in  den  Sätzen  über  das  Messen  der  Gera- 
den und  Winkel.  Letztere  Lehre  hat  hier  eine  wesentliche  Lücke. 
Die  Definition  der  Winkelgrösse  ist  enthalten  iu  dem  richtig  aufge- 
stellten Kriterium  ihrer  Gleichheit  und  Ungleichheit.  Durch  sie  wird 
auch  die  Richtung  von  Geraden  zu  einem  cxact  aufzufassenden  Gegen- 
stand, aber  nur  solange  sic  einen  gemeinsamen  Ausgangspunkt  haben. 
Zur  Vergleichung  von  Richtungen  bei  verschiedenem  Ausgangspunkt 
ist  eiu  Kriterium  der  Parallelität  erforderlich.  Das  Luklidisehe, 
welches  freilich  nie  realisirt  werden  kann,  sondern  nur  in  Gedanken 
besteht,  und  in  einer  Negiruiig  ansgesprochen  wird,  ist ’weggelassen, 
und  kein  anderes  an  seine  Stelle  gesetzt.  Was  dann  Parallelität, 
Parallelbewcguug  oder  Bewegung  ohne  Drehung  heisst,  ist  durch 
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nichts  festgesetzt.  Das  Lehrbuch  scliwcigt  davon  ganz,  erhält  somit 
womöglich  die  Einbildung,  dass  etwas  verstanden  sei,  was  nicht  ver- 
standen ist.  Bliebe  dieser  Mangel  in  seiner  Verhüllung  auf  die 
Grenzen  der  Auschannngslelire  beschränkt,  so  würde  er  nur  deren 
Leistung  verringern,  sonst  jedoch  unschädlich  sein.  In  der  Tat  konnte 
der  Verfasser,  wenn  es  ihm  ernstlich  um  die  durch  die  Anschauung 
zu  pflegende  Fähigkeit  des  Ein-  und  Ueberblicks  zu  tun  war,  leicht 
den  weiteren  Schritt  tun,  welcher  alles  Dunkel  aus  der  Bewegung  mit 
und  ohne  Drehung  entfernt,  durch  Aufstellung  des  Satzes,  dass,  wenn 
sich  eine  Figur  in  ihrer  Ebene  dreht,  alle  ihre  Geraden  gleiche 
Winkel  erzeugen.  Allein  von  dieser  Absicht  giebt  cs  kein  sonder- 
liches Zeuguiss,  wenn  man  siebt,  wie  weiterhin  die  über  dem  Begriff 
der  Parallelbewcgung  erhaltene  Dunkelheit  der  Ausführung  eines 
logischen  Taschenspielerkunststücks  beim  Paralleleusatz  dienen  muss. 
Nach  den  genannten  Betrachtungen  geht  nämlich  das  Lehrbuch  zur 
gewöhnlichen  Form  der  Darstellung  in  Lehrsatz,  Voraussetzung,  Be- 
hauptung, Beweis  über.  Hier  wird  der  nicht  definirte  Begriff  der 
Parallelbewcgung  zu  einem  Beweise  des  Satzes  verwandt,  dass  durch 
einen  Punkt  ausserhalb  einer  Geraden  nur  eine  Parallele  zu  dieser 
möglich  ist  — einem  Beweise  der  das  Zn-  beweisende,  nur  mit  an- 
dern Worten,  voraussetzt.  Denn  cs  ist  klar,  dass,  wenn  mehrere 
Parallelen  durch  einen  Punkt  gehen  könnten,  auch  mehrere  Parallel- 
beweguugen  möglich  sein  würden.  Die  Bestimmtheit  der  Parallel- 
beweguug  ist  vorher  nirgends  ausgesprochen,  und  wird  doch  jetzt 
vorausgesetzt.  Dass  dem  Veifassor,  dem  doch  sonst  Klarheit  und 
scharfe  Logik  nicht  fehlt,  dies  entgangen  sein  sollte,  ist  schwer  zu 
glauben;  ausserdem  musste  er  durch  Litteraturkenutniss  wissen,  dass 
jeder  angebliche  Beweis  des  Parallelensatzes  falsch  ist.  Warum  will 
er  den  Unsinn  noch  länger  fortspinuen,  von  dem  sich  die  meisten 
Lehrbücher  frei  gemacht  haben?  Die  Hauptabschnitte  des  Buchs  sind: 
Von  der  geraden  Linie  und  der  Bestimmung  der  Lage  einer  Ebene. 
Von  den  Winkeln.  Von  den  ebenen  Figuren  im  allgemeincu.  Von 
Winkeln  in  den  geradlinigen  Figuren.  Von  ihrer  Congruenz.  Von 
der  Gleichheit  der  Parallelogramme  und  Dreiecke.  Von  der  Berech- 
nung der  geradlinigen  Figuren.  Von  ihrer  Aehnlichkeit.  Der  Kreis 
inVerbindnng  mit  den  ein-  und  umgeschriebenen  regclmässigenVieleckcn 
und  die  Berechnung  des  Kreises.  Von  den  Doppelverhältnisscn.  Von 
der  Involution.  H. 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Ueber  die  Integration  der  allgemeinen  Riccati’scben  Gleichung 
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Von  Dr.  P.  Helmling,  ordentlichem  Professor  der  reinen  Mathe- 
matik an  der  Eaiserl.  Universität  in  Dorpat.  Dorpat  1879.  Verlag 
C.  A.  Koch  in  Leipzig.  4<*.  43  S. 

Die  Schrift  ist  zur  Feier  des  fünfzigjährigen  Doctor-Jnbiläums 
von  Ferdinand  Minding  gedruckt.  Sie  zeichnet  sich  durch  einen 
klaren,  leicht  verständlichen  Vortrag  ans  und  ist  gewiss  geeignet  das 
Interesse  in  weiterem  Kreise  zu  gewinnen,  so  dass  wir  ihre  Verbrei- 
tung in  Deutschland  willkommen  heissen  können.  Der  Name  der 
behandelten  Gleichung,  welcher  eigentlich  nur  für  den  Fall,  wo  X 
Potenz  von  x,  gilt,  wird  hier,  wie  auch  sonst  Manche  tun,  auf  belie- 
bige Functionen  X ausgedehnt,  so  dass  sic  mit  der  allgemeinen  linearen 
Gleichung  2.  Ordnung  gleichen  Umfang  hat.  Die  Schrift  ist  in  4 
Teile  geteilt.  Der  erste  handelt  von  der  Rednetion  von  Differential- 
gleichungen auf  die  Riccati’sche ; namentlich  wird  darin  nach  2 Me- 
thoden gezeigt,  wie  die  Integration  linearer  Gleichungen  nter  Ordnung 
mit  Cocfficienten  2.  Grades  von  einer  Ricca’tiscben  Gleichung  abhängt. 
Im  2.  Teile  werden  die  Fälle  dnrehgegangen,  in  denen  sich  das  Inte- 
gral der  Riccati’schen  Gleichung  in  endlicher  Form  darstellt.  Der 
dritte  giebt  Methoden  Näherungswerte  des  Integrals  in  Form  von 
Kettenbrüchen  zu  finden.  Im  4.  Teile  (Anhang)  werden  die  Integrale 
J c<P  8x,  f e—9  dx,  wo  (p,zuuächt  ganze  Function  von  x und  nur  posi- 
tive Werte  hat,  oder  auf  solche  einzuschränken  ist,  transformirt  um 
Näherungswerte  zu  erhalten.  H. 


Einleitung  in  die  Analysis.  Von  R.  Gotting,  Oberlehrer  am 
Gymnasium  zu  Torgau.  Berlin  1880.  J.  A.  Wohlgemnth.  188  S. 

Die  Schrift  behandelt  ausgewählte  Themata  der  reinen  Mathe- 
matik, welche  die  Grenzen  der  fundamentalen  Algebra  überschreiten, 
aber  in  der  obersten  Classe  vieler  Schulen  als  Unterrichtsgegenstände 
ganz  oder  zum  Teil  aufgenoramen  zu  sein  pHegen.  Der  Gesichts- 
punkt der  Auswahl  scheint  der  zu  sein,  dass  gerade  diese  Themata 
eine  grössere  Gründlichkeit  bedürfen,  als  ihnen  nach  Erfahrung  des 
Verfassers  gewöhnlich  gewidmet  wird.  Nur  in  diesem  Sinne,  nur 
wenn  man  annehmun  darf,  dass  die  gegenwärtige  Behandlung  vielleicht 
in  einigen  Punkten  wieder  gut  macht,  was  durch  frühere  UngrUnd- 
lichkcit  verdorben  ist,  könnte  man  den  Titel  „Einleitung“  als  Vor- 
bereitung gelten  lassen.  Im  übrigen  aber  ist,  wenigstens  zum  grossen 
Teil,  das  Betreiben  solcher  Gegenstände  ohne  die  Principien  der 
Analysis  eher  eine  Ablenkung  von  ihr  als  eine  Einleitung  in  dieselbe 
zu  nennen.  Denn  die  Principien  der  hohem  Analysis  stützen  sich 
allein  auf  die  elementare  Algebra;  man  sollte  daher  nicht  die  Vor- 
stellung erwecken,  als  wenn  zu  ihrem  Verstäudniss  so  complicirte 
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Specialrechmuigen  den  Dnrchgangspunkt  bildeten,  was  nur  von  ihrem 
Stadium  abschrecken  kann.  Die  Haaptgegenstftode  des  Buches  sind 
die  Combinationslehre  mit  Anwendung  auf  die  Wahrachcinlichkcits- 
rechnung,  speciclle  Reihen,  sowol  endliche  als  auch  unendliche,  ver- 
bunden mit  der  Theorie  der  Complexen.  Diese  werden  sehr  vielseitig 
erörtert,  sie  in  irgend  einer  Beziehung  oder  Richtung  erschöpfen  zu 
wollen  ist  wol  nicht  beabsichtigt.  Auf  jeden  Abschnitt  folgen  Auf- 
gaben znr  Uebnng.  H. 


Anleitung  znr  Berechnung  der  Leibrenten  und  Anwartschaften 
sowie  der  Invaliden-Pensionen , Heiratsausstattungen  und  Kranken- 
cassen.  Von  Simon  Spitzer.  Zweite,  verbesserte  und  vermehrte 
AuBage.  Wien  1881.  Carl  Gerold’s  Sohn.  186  S. 

Das  Buch  dient  den  Vorträgen  des  Verfassers  an  der  Wiener 
Handelsakademie  zur  Grundlage  und  ist  1858  in  erster  Auflage  er- 
ster Auflage  erschienen.  Es  ist  in  8 Abschuitte  geteilt,  deren  Gegen- 
stände einzeln  folgende  sind:  Das  Vorfahren  der  Wahrschcinliclikeits- 
rcchnung  durch  Aufgaben  mit  ausführlicher  Lösung  dargetau;  die 
Mortalitätstafeln,  nämlich  die  von  Dcparcicux,  die  von  Florcncourt 
(bisher  öfters  in  Citatcu  mit  erstem  verwechselt),  die  der  17  engli- 
schen Gesellschaften  und  die  von  Fischer  ergänzt  nach  Angaben  von 
Heym;  die  Leibrenten  nach  Brune  nebst  selbstberechncten  Tabellen; 
die  Anwartschaften  bei  Todeställcn  nach  Brune,  Langheinrich  und 
Mazal,  beides  Abhängigkeit  vom  Leben  und  Sterben  einer  Person; 
dann  dito  zweier  Personen;  die  Invaliden-Pensionen  mit  Benutzung 
der  Arbeiten  von  Heym,  Wittstein,  Behm  und  Zeuner;  die  Heirats- 
ansstattungeu  für  Mädchen  nach  Florencourt  und  Brane;  schliesslich 
die  Krankencassen  nach  Heym.  H. 


Elements  de  calcul  approzimatif.  Par  Charles  Ruchonnet 
(de  Lausanne).  Troisi^me  Edition  revue.  Paris  1880.  Gauthier- 
Villars.  Lausanne,  G.  Bridel.  Zürich,  Grell  Füssli  n.  C.  63  S. 

Die  2.  Auflage  ist  besprochen  im  228.  litterarischen  Bericht. 

H. 


La  Science  de  la  qnantit4  pr6c5d4e  d’nne  etude  analytiquo  sur 
les  objects  fondamentanx  de  la  Science.  Par  Lucien  Boys,  Capi- 
taino  du  G6nie,  Rip6titenr  ä l’ecole  militaire  de  Belgique.  Bruxelles 
1880.  C.  Muquardt  563  S. 
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Das  Vorliegende  ist  ein  Lehrbuch  der  reinen  Mathematik  von  | 

den  elementarsten  Anfängen  des  Zifferrccliuens  bis  zur  Differential-  1 

rechnuug  und  deren  Anwendung  auf  Maxima  und  Minima  und  auf  einiges 
andere ; doch  ist  cs  weit  entfernt  alle  zugehörigen  Zweige  des  mathe- 
matischen Schulunterrichts  zu  umfassen.  Von  andern  LehrbOchern 
unterscheidet  es  sich  augenfällig  dadurch,  dass  viele  Gegenstände  statt 
der  gewöhnlichen  gesucht  philosophische  und  gelehrte  Benennungen 
erhalten  haben,  die  aber  gerade  nicht  glücklich  gewählt  sind  um  das 
Gemeinte  erkennen  zu  lassen.  Ausser  solchen  Abweichungen  macht 
eine  Breite  des  Vortrags,  die  der  Verdeutlichung  nicht  merklich  zu 
gute  kommt,  das  Lesen  mühevoll,  ohne  dass  der  Leser,  wenn  es  ihm 
gelingt,  den  Sinn  zu  finden,  durch  neue  Gedanken  belohnt  wird.  Mit- 
teilung des  Inhaltsverzeichnisses  würde  wegen  Unverständlichkeit  der 
Titel  zwecklos  sein.  Dem  Werke  voraus  geht  eine  philosophische 
Eiuleitung,  welche  die  Begriffe  der  Erkenntnisslehre  in  Anlehnung  an 
Descartes,  Fichte  und  Krause  fast  nur  nominell  vorführt,  ohne  sich 
auf  Erklärung  und  auf  Untersuchung  von  Fragen  einzulasscn. 

H. 


Sur  les  derivees  d’ordre  quelconque.  Par  F.  Gomes  Tei- 
xeira,  Professeur  ä l’Universite  de  Coimbra  (Portugal).  Aus  G. 
Battaglini  Giornale  di  Mateniatiche,  vol.  XVIII.  7 S. 

Der  Verfasser  gelangt  zu  einem  Ausdruck  des  «ten  Itiflerential- 
quotieuten  einer  Function  « einer  Function  y von  x,  indem  er  erst 
die  Form  feststellt,  dann  die  specielle  Einsetzung 

»4  =«=  y <=  ...  x" 

macht  und  dann  x verschwinden  lässt  — einem  Ausdruck  den  Ber- 
traud  auf  auderm  Wege  bewiesen  hat.  Hiervon  macht  er  Anwendung 
auf 

y = (i)p(x))“,  y = aVt*),  y = siuqp(x) 


Von  der  ersten  Formel  leitet  er  die  inverse  Entwickelung  in  Form 
einer  Determinante  ab.  Nach  gleicher  Methode  werden  die  Differen- 
tialqnotientcn  von  Fnnctioneu  mehrerer  Functionen  dargestellt,  H. 


Vermischte  Schriften. 

Nienw  Archief  voor  Wiskunde.  Deel  VII.  .\msterdam  18ff0. 
Weytingh  en  Brave. 

Der  Inhalt  ist  folgender. 
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P.  M.  Höring a:  Betrachtungen  über  die  Anwendung  der  Mathe- 
matik auf  die  Naturwissenschaft. 

J.  van  Heulen:  Mechanische  Betrachtungen  Uber  einige  krumme 
Linien. 

P.  J.  Holl  mann:  Einige  Anwendungen  der  Theorie  der  singu- 
lären Integrale  bei  Differentialgleichungen  1.  Ordnung. 

F.  J.  van  den  Berg:  lieber  zwei  iu  Bezug  auf  ein  Dreieck 
sxminctriscbe  Gruppen  dreier  Kreise,  und  über  zwei  solche  Gruppen 
dreier  geraden  Linien. 

L.  Jause:  Segeln  auf  grösstem  Kreise. 

J.  W.  Rasch:  Die  Messung  eines  Cylinders. 

P.  van  Geer:  Ueber  die  Bewegung  von  Systemen,  die  au  Be- 
disguDgen  gebunden  sind,  welche  von  der  Zeit  abhangen. 

H.  J.  Krantz:  Wertbestimmnng  des  Ausdrucks: 

/’  0.pv'cos(p  /’ 

^ ''  J y cos  (JO 

J.  H.  Schäfer:  Formeln  zur  Berechnung  des  einströmendeu 
Wassers  bei  Ucberschwemmungcn,  mit  Ebbe  uud  Flut  (Fortsetzung 
des  .Artikels  im  vorigen  Bande,  wo  der  Name  des  Verfassers  zu  be- 
richtigen ist). 

J.  H.  van  Leen  wen:  Teilung  des  Winkels  in  eine  beliebige 
Anzahl  gleicher  Teile. 

C.  L.  Land  re:  lieber  die  Function  q>  in  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate.  H. 


Bulletin  of  tho  Philosophical  Society  of  Washington.  Published 
by  the  cooperation  of  the  Smitbsonian  Institution.  Washington. 

Der  genannte  Verein  ist  1871  gestiftet  und  versammelt  sich  jeden 
zweiten  Sonnabend.  Zur  Veröffentlichung  seiner  Sitzungsberichte  ist 
er  1874  geschritten.  Mit  iliesen  verbunden  erscheinen  Auszüge  sowol 
aus  Arbeiten  der  Mitglieder  als  aus  eingesandten  oder  bereits  in 
Journalen  enthaltenen:  vollständige  Arbeiten  iu  extenso  werden  in 
einem  besonderen  Anhang  publicirt.  Ueber  derselben 

entscheidet  ein  Comitee  von  9 Mitgliedern.  E^sin  tzl  3 Bände 

erschienen:  der  erste  umfasst  die  Jahre  1871  v»  Seiten« 
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der  zweite  1874  bis  1878  anf  392  Seiten,  der  dritte  1878  bis  1880 
auf  169  Seiten,  die  Anhänge  besonders  paginirt  Dem  gesammten 
publicirten  Inhalt  zufolge  widmet  sich  der  Verein  ausschliesslich  den 
Naturwissenschaften;  in  den  Statuten  ist  diese  Beschränkung  nicht 
ausgesprochen.  Mathematik  kommt  nur  sehr  vereinzelt  vor;  als  ein 
Beispiel  ist  etwa  zu  nennen:  M.  Baker,  zur  Geschichte  des  Mal- 
fatti’schen  Problems  — im  2.  Bande.  H. 


Mathematische  und  physikalische  Entdeckungen,  gefunden  und 
zusammengestellt  von  L.  Graf  Pfeil.  Mit  sechs  lithographirten 
Tafeln.  Berlin  1880.  Gustav  Hempel.  152  S. 

Der  Vnrfasser  giebt  hierin  14  seiner  kürzem  Schriften,  anf  dei 
er  den  meisten  Wert  legt,  zusammengestellt  noch  einmal  heraus. 
Es  sind  die  folgenden.  Allgemeine  Teilung  des  Kreises  und  Kreis- 
bogens. Zur  bequemeren  Auffindung  der  Functionen  kleiner  Winkel 
aus  Tafeln  vou  5 Decimalstellcn.  Zur  Theorie  der  geraden  Linie. 
Unter  welchen  Verhältnissen  ist  es  für  die  Staatscasse  vorteilhaft,  ein 
deprimirtes  Papiergeld  oder  Banknoten  gegen  Verzinsung  einzuzieben? 
Messung  auf  der  kurzen  Basis.  Ueber  Wasserhosen  und  Uber  Dnft- 
auhang  und  Hagel.  Einrichtung  des  Messtisches  auf  3 Punkto.  Znr 
Schultrigonomctrie.  Einige  Wünsche,  die  Planimetrie  betreffend 
Der  Zirknitzer  See.  Zur  Bildung  des  Tons.  Zur  Wiederbelebang 
Scheintoter,  insbesondere  Ertrunkener  und  Erstickter.  Zu  Flng- 
masebinen.  Kometischo  Strömungen  anf  der  Erdoberfläche,  eine 
Gegenkritik.  H. 
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für  d en  dritten  Bressa’schen 

Preis. 


Die  K.  Akademie  der  Wissenschaften  zn  Turin  macht  hiermit, 
den  testamentarischen  Willensbestimmungen  des  Dr.  Caesar  Alexan- 
der Bressa  und  dem  am  7.  December  1876  veröffentlichten  dies- 
bezöglichen  Programme  gemäss,  bekannt,  dass  mit  dem  31.  December 
1880  der  Concurs  für  die  im  Laufe  des  Quadrienniums  1877 — 1880 
abgefassten  wissenschaftlichen  Werke  und  in  diesem  Zeiträume  ge- 
leisteten Erfindungen,  zu  welchem  nur  italienische  Gelehrte  und  Er- 
finder berufen  waren,  geschlossen  worden  ist. 

Zugleich  erinnert  die  genannte  Akademie,  dass  vom  1.  Jänner 
1879  an  der  Concors  für  den  dritten  Bressa’schen  Preis  eröffnet, 
ist,  zu  welchem,  dem  Willen  des  Stifters  entsprechend,  die  Gelehrten 
und  Erfinder  aller  Nationen  zugelassen  sein  werden. 

Dieser  Concurs  wird  bestimmt  sein,  den  Gelehrten  oder  Erfinder 
beliebiger  Nationalität  zr  belohnen,  der  im  Laufe  des  Quadrienniums 
1879—82,  „nach  dem  Urteile  der  Akademie  der  Wissenschaften  in 
„Turin,  die  wichtigste  und  nützlichste  Erfindung  gethan,  oder  das 
„gediegenste  Werk  veröffentlicht  haben  wird  auf  dem  Gebiete  der 
„physikalischen  und  experimentalen  Wissenschaften,  der  Naturge- 
„schichte,  der  reinen  und  angewandten  Mathematik,  der  Chemie,  der 
„Physiologie  und  der  Pathologie,  ohne  die  Geologie,  die  Geschichte, 
„die  Geographie  und  die  Statistik  ansznschliessen“. 

Der  Concurs  wird  mit  dem  31.  December  1882  geschlossen  sein. 

Die  zum  Preiv-  bestimmte  Summe  wird  12000  (zwölftaosend) 
Lire  betragen. 


Keinem  der  sei  es  in  Turin  oder  ausserhalb  dieser  Stadt 
sässigen  inländischen  Mitglieder  der  Turincr  Äkadcniic  wird 
Preis  zucrkannt  werden  können. 


Der  Präsident 


an- 

der 


E.  R 1 c 0 t t i. 


Der  Secretär 

der  Classe  für  phyaikalUcht 
und  matbematiBche  Winsenschaflen. 


Der  Secretär 

der  Classe  für  ethische^  histerisfhe 
und  fßhilologische  Wusenscha/ten. 


Aw  Moarero. 


Caspar  Gorresio* 
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